-I 8 inci Yiiz yilin ortalarinda Konigsberg

sehri Pregel nehrinin iki yakas: ve
nehirdeki iki ada lizerine kurulmugtu, Bu
adalardan biiyiik olan sehrin iki yakasina ikiger
koprii; digeri de birer kOprii ile baglanmigti.
Ayrica iki ada arasinda da bir kOprii
bulunmaktaydi.

Sehir sakinlerinin cevaplandirmaya caligtifh bir -
soru vardr: Her hangi bir noktadan harekete
baslay1p, yedi képriiniin hepsinden bir ve yalmiz
bir kez gegip, ‘sehrin biitiin bolimlerini
dolastiktan sonra baglangic noktasina varilabilir
mi? Bu problemin ¢dziimii olmadifx Leonhard
Euler (1707-1783) tarafindan gosterildi. Euler,

problemi iizerinde daha rahatga oynayabilecek bir

sekille temsil ederek ise bagladi. Sehrin dort
boliimii birer nokta ve kopriiler de bu noktalan
baglayan egri parcalan ile gdsterilirse probleme
ait gekil goyle olur:

Elbette bu sekli, problemin ozelliklerini
bozmadan ' :

o & _
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o

seklinde de ¢izebilirdik. Sehirleri temsil eden
noktalara diigiim kopriilere tekabiil eden egri
pargalarna da kirig adimi verelim. Knigsberg
kopriileri problemi bu ¢izdifimiz sekiller dilinde
su hali aldi: Her hangi bir diiglim noktasindan
harekete baglayip, biitiin kiriglerden bir ve yaliniz
bir defa gegerek, biitiin diigimleri ziyaret ettikten
sonra baglangi¢ diigiimiine varabilir miyiz?
Boyle bir gezintinin imkansizligam gostermeden .
oOnce biriki tamim daha yapalim. Her kirigin iki
ucunda birer diiglim bulunmaktadir. Bu
diigiimlere o kirigin uglart denebilir. Aralannda
(en az) bir kirig bulunan iki diigime komgu
diigiimler ve ortak bir ucu bulunan iki kirse de
komgu kirigler diyelim. Bir diigiimi ug kabul
eden kiriglerin sayisi, ugragtfimiz problemde ve
bir ¢ok tartigmada 6nemli rol oynamaktadir. Bu
sebeple bu sayiya da bir isim vermek yerinde -
olur. Buna (yerél) derece diyeceBiz. Bu
tammlardan sonra probleme donmeden 6nce bir
gozlemde bulunalim. Sadece Konigsberg
kopriileri problemi igin ¢izdigimiz sekilde degil,
diigiimler ve kirislerden olusan benzer herhangi
bir gekilde bir diigiimden baglayip biitiin kirigleri
bir ve yalmz bir defa kullanarak ve biitiin
diigiimleri ziyaret edip baglangi¢ noktasina
varmak istedigimizi diigtinelim. Derecesi tck olan
bir diigiim baglangi¢ diifiimi olamaz zira, buna



bagh kiriglerden birisi harekete baglarken gikig
kirigi olarak kullanilacakuir, geriye bu diigiime
bagl ¢ift sayida kullanilmamus kiris kalacaktir.
Bu diigiimii ikinci kez ziyaret ettigimizde, buna
varmak icin bir kirig daha kullanilmig
olacagindan geriye tek sayida (yani en az 1) kirig
kalacaktir; demek ki bu diigiim harcketin bitecegi
nokta olamaz.

Ote yandan derecesi tek olan bir diigim ara
digiim de olamaz (neden?). O halde, problemin
bir ¢oziimii olabilmesi igin biitiin diigiimlerde
derecenin ¢ift olmasi gerekir. Oysa, Konigsberg
kopriileri i¢in ¢izdigimiz seklin biitiin diigiimleri
tek dereceli. Yani problemin ¢oziimii yoktur.

Simdi bir nehrin kenarinda lahanasi, kuzusu ve
kurdu ile diigtinen adamin problemine bir
bakalim. Adam karsi kiytya gegmek istiyor ama
kuzu ile lahanayi, kurt ile de kuzuyu bagbasa
birakmiyor. Kargtya gecerken kullanabilecegi
kayik ise o kadar kiictiik ki, adam her seferinde
yamna ancak bir tek sey alabiliyor. Kargimiza
¢ikabilecek biitiin halleri su sekilde

gosterebiliriz: ,
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Bu semalarda baslangic konumuz 1; varmak
istedigimiz konum 16. Adam, lahana ve kuzuyu
bas harfleri ile; kurdu da R harfi ile temsil

ediyoruz. Kuzunun lahanay veya kurdun
kuzuyu yiyebilecegi istenmeyen konumlar ise 5,
6, 8,9, 11 ve 12. Bir konumdan hangi
konumlara gegebilecegimizi gdsteren bir tablo
hazirlayahm.

1—59,10,11 551 1 91,2 13—523,6
2—9,13,14-  6—13,16 10—1,3 14—2,4,7
3->10,13,15 7—14,16 11—14 153348
4111415 81516 1216  16—6,7,8,12

Bu tabloyu diigiimler ve kirigler kullanarak sOyle
gosterebiliriz:

T adim verdiBimiz bu sekilde, digimler
problemin konumlanm kirigler de konumlann
hangileri arasinda gegis oldugunu
gostermektedir. Siyah diiglimler istenmeyen
konumlara tekabiil etmektedir. Bunlan ve
bunlara bagh kirigleri silersek yeni bir 77 sekli
elde edilir:

16 ,
Ty seklinden de problemin ¢6ziimii okunabilir:

birbirine esdeger (cs uzunlukta, en kisa) iki
¢0ziim yolu vardir;
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Cok bilinen bir bagka problem de 'i¢ ev - li¢.
kuyu' adiyla tammnan problemdir. Yapilmasi
istenen, li¢ evi su alabilecekleri kuyulara birer
patikayla baglamaktadir. Ancak kuyular zaman
zaman kurudugundan her evden her kuyuya bir
patika bulunmasi gerekmektedir. Ote yandan, bu
evlerde oturanlar arasinda sebebi bilinmeyen bir
cekisme vardir ve hi¢ kimse kendi yolunun
kismen de olsa diger evlerde oturanlar tarafindan
kullamlmasint istememektedir.

Dikkat edilirse, problemin sunulusunda evlerin
ve kuyularin konumu hakkinda hig bir sey
soylenmemektedir. Bunlar istedigimiz sekilde
konurnlarldlrabilecegimizi diiiinebiliriz.

Bir patika eksigi ile ugevug kuyu problemi

Bu problemle ugragirken her defasinda ev ve
kuyu resimleri ¢izmemize gerek yoktur. Kuyulan
beyaz (igi bos); evleri de siyah noktalarla
gosterip, patikalan basit egri pargalan olarak
cizersek yukandaki sekil su daha basit gelir:

Yine diiftimler ve kiriglefden olusan bir gekil
elde ettik. Son ¢izdigimiz sekil, probleme bir
¢oziim geurmemektedlr Bu sekille ugrasmak o
yerine problemi en bagindan ele alahm S

Patikalarin kesigmesine aldirmadan, ii¢ kuyuyu
evlere baglayarak problemi soyle temsil edelim:

R

fleride anlastlacak bazi sebeplerden bu sekle

K3 3 admnt veriyoruz. Problemimizin son ifadesi
su; K3 3 seklini diizlemde, diiglimlerin
konumlariru ve kirislerin geklini degistirerek, her
hangi iki kiris kesismeyecek tarzda ¢izebilir
miyiz? Evlere A, B, C kuyulara dal,2,3
isimlerini vererek tekrar gizelim K33 U.

A B C
1 2 3

Diigiim ve kirigleri nasil ve nerede gizersek
cizelim, (1,4), (A4,2), (2,B), (B,3), (3,C) ve
(C,1) kirigleri ard arda gelecek ve 'kapalr’ bir
egri tammlayacakur. Bu kapali egriyi soyle
cizelim: '

B
Ks 3 nasil gizilirse gizilsin, bu Kirisler dizisi
daima bir kapal1 egri tammlayacakur. Bu -
sebeple, bu son elde edilen sekil problemin en
genel haline denktir. $imdi ¢izilmesi genckéﬁ' ii¢
kirisimiz daha var: (4,3), (B.1) ve (C,2).
Yukaridaki kapalt efri diizlemi iki kistma ayirdt:
ic bélge ve dis bolge. (Zaten ispatin 5zii de bu
noktada toplaniyor. K endisini kesmeyen ve
kapalz her siirekli egrinin diizlemi iki klszma
ayzrmas1 noktasmda Bdyle egrllere ait bundan
bagka dzellikler de kullanacagiz. Dogrulugunu



kabul edecegimiz bu ozelliklerin ispatina
girismeyecegiz.) Yeni gizilecek her kirig bu.
kapal1 egrinin iki noktasini birlestirecektir. Bu
kirig eger daha 6nce ¢izilmis kirisleri |
kesmeyecekse (u¢ noktalar hari¢) ya tamamen i¢
bolgede ya da tamamen dig bolgede yerlesmis
olacaktir. (4,3) ve (B,1) kiriglerini ele alalim.
Bunlarn ikisi birden igeriye veya ikisi birden
digartya, birbirlerini kesmeden, ¢izilmez.
Genellik bozulmadan (A,3) iin igeride, (B,1) in
de diganda oldufunu diistinebiliriz:

K3 3 diizlemde (C,2) kirigi ihmal edilerek '
gizildiginde yukandaki iki sekilden birine
(topolojik olarak) denk olacaktir. Sira geldi (C,2)
(B,1), (1,A), (A,3), (3,B) kirislerinin kapal1 bir
egri tanimladifing; birlegtirilmesi gereken 2 ve C
diigiimelerinin birinin bu egrinin i¢ bolgesinde
digerinin de dis bolgesinde kaldifim goriiyoruz.
Yani (C,2) kirisinin daha 6nce ¢izilmis bulunian
kiriglerden birini kesmeden ¢izmek miimkiin
degildir. Boylece 'ii¢ ev - ii¢ kuyu' problemini
istenen tarzda yollar ¢izilemeyecegini gostererck
¢Ozmiis olduk.

Buraya kadar ii¢ problem ele eldik: 'K&nigsberg
Kopriileri', ‘Adam, Lahana, Kuzu, Kurt' ve "Ug
Ev-Ug Kuyu' problemleri. Birbirinden ¢ok farkli
yapidaki bu problemlere ¢ziim ararken
kullandigmiz ortak sey diigiim ve kiriglerden
olusan bir takim sekiller oldu. B&yle sekillere
graf ad verilir. Bu yazimizda graﬂan tanimlayip
temel 6zelliklerini vermeye calisacagiz. Cok
cesitli sahalara uygulanma imkam olan graflar
inceleyen matematik kuramina Graf Teorisi adi

verilmektedir. Bu teoriye ve uygulamalanna « <«
zaman zaman sayfalarimizda yer verip, hangi. .
alanlarda nas1 kullaruldiklarin ve bunlarin
kullammiyla nasil ilging sonuclara
ulagilabilecegini gosterecegiz.

Simdiye kadar soylediklerimizi g6z Sntine

alarak, bir grafin ne oldugunu ifade edelim.
Diigiim ad1 verilen noktalar ve bunlan birbirine
baglayan kirig adim verdigimiz egri pargalarindan
olusan bir sekle graf diyoruz. Diifim yerine
kdse veya tepe; kiris yerine de yay veya dal da
denmektedir. Kullanig amacimiza uygun olarak
biitiin diigiimlerden olusan V ile biitiin
kiriglerden olusan E kiimelerinin ayr ayn sonlu
veya sonsuz olmasina izin verilebilir. Biz, en
azindan bu yazimizda, her iki kiimenin de sonlu
olmalan sartim koyaca@iz. Yani graf dedigimiz
zaman daima diigtimleri ve kirigleri sonlu sayida -
olan bir graf anlayacagiz. Bir grafta V kiimesinin
bos olmas1 ¢ok anlamsizdir. Bu sebeple, ¥ nin
her zaman en az bir elemam oldufunu kabul
edecegiz. Ote yandan E kiimesi bog olabilir:
Tanimlarimiza gore, bir G grafinmn, birlikte
diistiniilen V ve E kiimelerinden meydana
geldigini s6yleyebiliriz. Yani, V ve E
verildiginde G grafim G(V,E) seklinde
yazabiliriz. Burada V, grafin diigiimlerini; E de
bu diigiimlerin nasil baglanacagini gosterir. K33
gmeginde oldugu gibi, diizlemde cizilirken
kiriglerin kesismesinden kaginamadigimiz haller
olabilir. Bu durumda diigiimleri diger kesigim_
noktalarindan ayirdedecek sekilde izmek
gerekir. Bir grafin iki diigiimii arasinda hig¢ kirig
olmayabilecegi gibi, bir kirig veya daha fazla
sayida kiris de olabilir. iki diigiim arasinda en az
bir kiris varsa bunlara komsu diigiimler; ortak bir
diigiimleri bulunan kiriglere de komgu kirigler

~ denecegini daha 6nce sdylemigtik. Peki, bir

diigiim kendisiyle komsu mudur? Eger dugimi
kendisine baglayan bir kiris varsa elbette bu
diigiim kendisiyle komsu olur. Ama genel
olarak, her diigiim kendisine dogal olarak
komgudur diyemeyiz. Bir dii gumu kendisine
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baglayan bir kirige, seklinden dolayt, ilmek
denir. - ‘

a digimi kendisiyle komsgudur
~ekirisi bir ilmektir ve
a disinda hig bir diigiim kendisiyle komsu
deildir.

Bazi.hallerde ilmeklerin bulunmasi veya iki
digiimiin birden cok kirigle baglanmis olmasi
sorun ¢ikarabilir. Bu haller i¢in, sorun ,
¢ikarmayan yani ilmegi ve iki diiglimii.arasinda
en ¢ok birkirig bulunan graflarla smich kalmak
gerekir. Boyle gruplara basit graflar denir. Bazt
kitaplarda graf tammi dogrudan dogruya basit
graf olarak verilir ve 0 zaman da iki diigtimii
arasinda birden ¢ok kirig bulunan. graflara 6zel
bir isim verilir: multigraf.

Bir diigiimdeki kiriglerin sayisina (yerel) dercce
diyoruz. Eger v, bir G grafinin bir diigimi ise,
v deki derece L(v) ile gosterilebilir. Ly ve
Lumin ile G grafinm derecelerinin iginde en
biiyiigii ve en kiigigii gosterilir. Bir G grafinda
diigiimleri saymak kolaydir, ancak kirigleri tek
tek saymaya kalkisirsak isimiz gok kolay
olmayabilit. '('jnieg‘in asagidaki grafta diigiimler 7
tanedir ama kirigleri saymaya kalkismak pek
akillica goriinmiiyor. S '

Fakat sunu biliyoruz ki her kirisin iki ucu vardir

ve bu uglarm her biri bir diilime baglanmugtir.
Her diigiimdeki kiriglerin sayisim toplarsak,
biittin kirigleri ikiser kez saymis oluyoruz. Yani,
biitlin diigiimlerdeki derecelerin toplamt, kirig
sayisinin iki katina esittir. Bunu soyle yazabiliriz:
Bir G grafinda n diigiim ve e kenar bulunsun.
Diigiimler kiimesi :

n
V={vy..,v} ise 26=ZL(Vi) olur.

i=1

Bunu yukandaki grafa uygularsak

L(v1) =10, L(v2) = 6,L(v3) = 5,L(v4) =5,
L(vs)=3,L(vg)=6veL(vy) =7

oldugundan2¢ =10+6+5+5+3+6+7=
42 = e = 21 elde edilir. Biitiin lokal dereceleri
ayni olan graflara diizgiin (regiiler) graflar denir.
Lokal dereceler hep rise graftan, r—1i diizgiin
graf olarak bahsedilir. IVl = n olan bir r— i

diizgiin grafta [El=e = % nr olacad agikca

goriiliir. Agagida 6 sar noktah 3-1ii diizgiin
graflara iki 6rnek verilmigtir: '

K3 3 de diizgiin grafur. Tek sayida diigiimi olan
bir graf r-li diizgiin ise r-nin ¢ift olmast
gerektigini goriiyoruz. Yani, soz gelimi, 7
noktali bir 3-1ii diizgiin graf yoktur. Daha genel
olarak n diigiimli bir r-1i diizgiin graf i¢in r ve n
nin en az biri ¢ift olmalidir.

Bir grafta derecelerin toplammn, kirig

sayisinin iki kati oldupunu gosterdik. Yani
L(v1)}+L(v2)+...+L(v,) toplami her zaman Gift bir
sayidir. Tek sayida tek sayinin toplamt yine tek -
say oldugundan, yukaridaki toplamda yer alan




tek sayilann ¢ift sayida olmasi gerektigi anlagilir.
Yani, bir grafta derecesi tek olan olan
diigiimlerin sayis1 ¢ift olmak zorundadir. Bunu
teorem olarak yazabiliriz :

TEOREM 1. Her grafta, derecesi tek olan
diigtimlerin sayisi ¢ifttir. '

Su ana kadar, diinya tlizerinde yasamig olan
biitiin insanlan diigiinelim. Her insan émrii
boyunca diger insanlarla zaman zaman el
sikismaktadir. Elbette hi¢ kimse kag kere el
sikigmig oldugunu bilemez. Hatta ¢ift sayida
veya tek sayida el sikismis oldugunu dahi
bilemez. Ancak, yukaridaki teoremimizi
kullanarak, su ana kadar yasarg olan insanlarin
iginde tek sayida el sikigmis olanlarin sayisinin
¢ift oldugu sonucuna variriz.

Bir grafta yalmiz bagina kalmis digtimler
bulunabilir. Yani, ne kendisine ne de bagka
diigtimlere komsu olan diigtimler bulunabilir.
Diger diigiimlere kiismiig boyle diigiimlere izole
diigiimler denir. Asagidaki grafta a diigiimi bir
izole diigimdir. | ‘

a
o
O\@o

Biitiin diigiimleri izole olan bir grafa da bos graf
ad1 verilir. Dikkat edilirse bir grafin bog olmasi
kirigler kiimesi E'nin bog olmast manasin
tagimaktadir. n diigiimli bog graf Oy ile
gosterilir. .

o]
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o o o
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0
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Bir g.rz_ifm d‘ﬁg\'jm kiimesinin bo§ olmasina izin
vermiyoruz. Buna izin verseydik, V =0
oldugunda E = @ olmas! da kagmnilmaz olacakit.
O zaman da bdyle bir grafa (bog olmasindan da

Oteye), bombos graf diyecektik.

Bir yanda hig kirigi olmayan graflar varker,
diger yanda da biitiin diigiimleri birbirine bagh
graflar vardir. Herhangi iki digiimii komsu olan
basit graflara tam graf denilmektedir. Yani bir
tam graf, iki digtimii arasinda en fazla bir kiris
olmasi ve hig ilmek bulunmamasi sartlar ile
miimkiin olan en gok sayida kirisle donatilmig
graftir. Diigiim sayist n olan bir tam graf Ky, ile

gosterilir.
ARG
k; k, ki k, ks

Ky, graft tabii olarak (n—1)-1i diizgiin graftir ve
-% (n-1) kirige sahiptir. '

Bazi graflarda diigiim kiimesi bog olmayan yle
alt kiimelere parcalanabilir ki, her bir pargaya
diisen diigiimler kendi aralarinda komsu
olmazlar. Omegin asagidaki G grafin ele
alalim.

Gortiltiyor ki, (v1, v2, v3} {V1,V5.v2} ve ‘
{v1,vg} kiimelerinde yer alan diitimler kendi ’
aralarinda komgu degildir. Bir grafin diigiim
kiimesi bu gekilde parananabiliyotsa ve bu
parcalanmalar iginen az -t kiime gerekiyorsa
grafa t-pargalt denir. Omegin, yukandaki G grafi
igin bir ba@ka;parg'alanma {v1,v3} {v2, vs}

{v4, vg} {v4, vg} dir ama bu haidc pargalamay1
4 kiime ile yaptik. G kiimesi bu sekilde
parcalandiginda en az 3 altkiime kullanmak



gerekir, yani G, 3-paralidit, tki parcalive - -3

miimkiin olan en fazla sayida kirisi olan bir basxt :

grafa 2-par<;a11 tam graf ¢ demr ve bbyle bir graf
Kpqile gOstenhr Burada p ve q dugum
kiimesinin pargalandlgl kumelenn diigiim saylar
dir. O halde Ky, g 6yle bir graftir ki, bir tarafta p
tane; diger tarafta da q tane diigim
bulunmaktadir. Tki dglim eger ayn: taraftaysa
aralannda”k,iﬁs yoktur, efer ayn taraftalarsa
aralarinda tam bir tane kirig vardir. Tammlardan
anlagildig tizere K3 3 bir 2 - parcali tam graftir.,

k 2,2 k‘ 2,3
" “"’\
o PN
kys k34
‘Baz1 2-pargali tam graflar

Kp,q grafinda diigiim sayist p + q olacakur. Kirig
sayisinin pq oldufu da hemen gosterilebilir.

(Kiris Dizileri)

Bir G grafinda kiriglerden meydana gelen
stralanmig bir diziyi g6z Oniine alalim. Omegin
agagidaki G grafi icin e) e3 e7 eg e3 boyle bir
siralanmug dizidir. Eger ardigik kénarlarin bir
ortak ucu varsa bdyle bir diziye ”gezihn‘ ” denir.
Omegin e; e3 es eg e4 e3 bir gezintidir. Bu
gezintide ej kirisi iki kere kullanilmaktadir.
Boyle bir halin olmad: #, yani bir kirigin en fazla
bir kere kullanildig gezmtllere dola§zm dlyoruz
Yukaridaki grafta es e e e4 €g €5 bir
dolagimdir. Bu sefer her 1 kirig bir kez kullaruld:

fakat baz1 diigiimler iki defa ziyaret edildi. Buna

da izin venlmezse, yani her dugum en fazla bir
kez ziyaret edilirse dolaslma yol diyoruz. Bir
gezinti veya dolaslm basladlgl noktada biterse

kapali olarak mtelendm]lr Bir yolda her dugum '
bir kereden fazla kullamlam1yordu Hareketin ~ -

baglangi¢ noktasinda bitirilebilmesi amaciyla bir
istisna yapilirsa‘ortaya bir kapali yol veya devre
¢ikar; Kapalrdolagima Euler dolagimi da
denmektedir. Bir grafta biitiin kiriglerin ve
diigiimlerin kullamldig bir Euler dolagimi varsa
yani grafin kendisi bir Euler dolagimi ise, grafa
bir Euler grafi deriz.

Her hangi iki diigiimii arasinda bir yol bulunan
graflara baglantil: graflar denir. Baglantih
olmayan graflara bir mek, izole diiflimleri olan
bir grafur. Agagidaki graf da baglantisiz bir .
graftr. Baglantisiz bir grafta, baglantil olan
maksimal pargalara grafin bilegenleri denir.
Bilesenlerin sayisini da ¢ ile gosteriyoruz. .
Boylece, baglantil bir grafta ¢ = 1 olur.

c=2

Konigsberg kopriileri problemine geri
doniiyoruz. Buraya kadar gelistirdigimiz
terminolojiyle problemi §6er ifade edebiliriz.
Asagida verilen graf Euler graft midir?

S

Problemi tart1§1rken vgrdlglmlz sonug, bir grafin
Euler grafi olabilmesi igin biitiin diigiimlerinin -
¢ift dereccli olmas1 gerekug1 1d1 Bu §a1t aym
zamanda yeter sartfir.
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