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ONSOZ

Bu ders notlari, Kahramanmaras Siitgii imam Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bolii-
miinde, 1999-2002 yillar1 arasinda verdigim ve daha sonra da 2011 yilindan beri vermekte oldugum
Lineer Cebir I ve Lineer Cebir II derslerine ait ders notlaridir. Bu ders notlar: Bernard Kolman’in “Ele-
mentary Linear Algebra” isimli kitabinin 4. baskis1 temel aliarak hazirlanmistir. Bazi alt boliimler

atlanmis ve bazi ispat ve 6rnekler daha agiklayici sekilde genisletilmistir.

Ders notlarinin bilgisayar ortamina aktarilmasindaki amag, 6grencilerin ders sirasinda not tutarken
yapilan hatalarin en aza indirgenmesidir. Diger bir amag ise; ders notu tutma sirasinda dersi anla-

makla ilgili kayiplarin azaltilmasidir.

Bu ders notlar1 6 bsliimden olugsmaktadir. {lk 2 béliim giiz ddneminde 4 saatlik; daha sonraki 4 bslim

ise bahar doneminde 4 saatlik bir ders i¢in uygundur.

Bu ders notlarmin tamami IXIgX programu ile hazirlanmistir. Bu yiizden ETEX programi yazarlarina
tesekkiir ederim. Notlarin hazirlanmasinda emegi gecen ve genelde boliimiimiiz 2010 girisli 6gren-
cilerinden olusan gruba tesekkiir ederim. Notlardaki sekillerin (grafiklerin) hazirlanmasinda kullan-

digim MFPIC programinin yazari Daniel H. Luecking’e de tesekkiir ederim.
Notlarin 6grencilere faydali olmasi dilegiyle,
Yrd.Dog.Dr. Hiiseyin Bilgig.

Kahramanmaras, Eyliil 2014.
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Lineer Denklemler ve Matrisler

1.1 Lineer Denklem Sistemleri

ai,az,as,...,an,bsabitler ve 1, z2, ...,z ler de degiskenler olmak tizere;
a1y + azx2 + -+ apxn = b (1.1)
seklindeki bir denkleme lineer denklem denir. Eger si, s2,..., s, sayilar x1,x2,...,Z, yerine

yazildiginda (1.1) denklemi saglaniyorsa bu sayilara (1.1) denkleminin bir ¢oziimii denir. Ornegin
x1 = 2,22 = 3vexs = —4sayllar1 61 — 3z + 43 = —13 denkleminin bir ¢oztimiidiir. Clinkii
6-2—3-3+4-(—4) = —13dir.

Genel olarak n bilinmeyenli m denklemli bir lineer denklem sistemi (kisaca lineer sistem) asagidaki

gibi yazilir:
a1y + a2x2 + -+ + a1pxy = b
a21x1 + a22x2 + -+ + A2 Ty = by 1.2)
Am1T1 + Am2T2 + *** + AmnTn = bm

Burada a;; ler sabittir. by, b2 ..., b, verildiginde (1.2) yi saglayan x1, z2,. .., x, degerlerini bul-

maya calisacagiz. sq, s2, ..., 8 sayilarmin bu sistemin bir ¢6ziimii olmas1 demek, bu sayilarmn her
bir denklemin ¢oziimii olmasi demektir. Eger bir lineer sistemin hig ¢6ziimii yoksa bu sisteme tutarsiz,
eger en az bir ¢ozlimii varsa tutarh denir. Eger by = by = ... = b,, = 0 ise bu sisteme homojen

sistem denir. Bir homojen sistemdeki 1 = 2 = .+ = x,, = 0 ¢dziimiine trival (asikar) ¢cdziim

denir. Aksi halde trival olmayan ¢oziim denir.
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Eger n bilinmeyenli » denklemden olusan:

c11T1 + c12Z2 + -+ - + CinTn = di
Cc21T1 + C22T2 + -+ + C2nTyy, = da2

(1.3)
Cr11 + Cr2T2 + oo+ CrnTn = dr

sistemi ile (1.2) sisteminin ¢oziimleri ayni ise bu sistemlere es sistemler denir.

1 —3:1:2 = -7

Ornek 1.1
2561 + ro = 7

} Cozim: ¢1 = 2,22 = 3
8$1 — 3%2 =7
31 —2x5 =0 Cozim: 7 = 2,25 = 3

10.131 — 2:132 =14
Bu sistemler eg sistemlerdir.
1 —31132 =-3

2561 —|—w2 =8
2 katin1 2. denklemden g¢ikarirsak: 7x2 = 14 = 3 = 2 bulunur. Bunu 1. denklemde yazarsak

Ornek 1.2 { } sistemini ¢ozelim. Yok etme metodu kullanacagiz. 1. denklemin

1 = 3 bulunur.

:21—3282 = -7

Ornek 1.3 { } denklem sistemini goz oniine alalim. ;1’1 yok edelim. 1. denkle-

2331 — 6%2 =7
min 2 katimi 2. denklemden ¢ikartirsak 0 = 21 gibi bir sonug elde ederiz. Bunun anlami sistemin

¢oziimiiniin olmamasy; yani tutarsiz olmasi demektir.

1131—|—2$2—|—3ZL'3 =6
Omek 1.4 { 2z, — 3z + 223 = 14 , denklem sistemini ¢oziiniiz.

3:111—|—.’132—C(33:—2

1. denklemin 2 katin1 2. denklemden, 1. denklemin 3 katin1 3. denklemden ¢ikartirsak

{ —7:E2 —4333 =2

bulunur. Buradan 3 = 3, 3 = —2 bulunur.
—5.’132 — 10:123 = —-20

Bunlar 1. denklemde yazilirsa ;1 = 1 elde edilir.

501+2$2—3333:—

Ornek 1.5
2w1—|—:1c2—3ac3 =4

4
} denklem sistemine bakalim.
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x1'i yok edersek: —3x2 4 3x3 = 12 = x2 = 3 — 4. Bunu 1. denklemde yazarsak 1 = x3 + 4

bulunur. Bu sistemin ¢6ztimii:

L1 = I3 —|— 4
To = x3 — 4 Yani sonsuz tane ¢6zim var. Mesela €3 = 1,7 = 5,25 = —3

x3 = herhangi bir reel say1
gibi.

Sonug:
Bu 6rnekler gostermektedir ki; bir lineer sistemin tek ¢oziimii de olabilir, hi¢ ¢6ziimii olmayabilir

veya sonsuz tane ¢oziimii olabilir.

aix az2x2 = ¢
Simdi { bl Lt b 202 ! } lineer denklem sistemini diistinelim.
121 + bax2 = c2

Bu iki denklemin belirttigi dogrular1 I; ve I3 ile gosterelim. Eger 1 = s1, 2 = s2 bu sistemin
¢bzimii ise (s1, s2) noktas1 hem I; hem de I tizerindedir. Tersine eger bir (s, s2) noktas1 hem Iy
hem de I3 tizerinde ise 1 = s1,x2 = 82 bu sistemin bir ¢oziimiidiir. Geometrik olarak da {ti¢

ihtimalin oldugunu Sekil 1.1 de gorebiliriz.

T2 T2 T2

A\ N
\ 2
AN \\ . // .
N

(a) Tek ¢oziim (b) Coztim yok (c) Sonsuz ¢oziim

Sekil 1.1:

Not: Yok etme metodunda asagidakilerden birisi yapilabilir:
1. <. ve j. denklemler yer degistirebilir.
2. Denklemlerden herhangi biri sifir olmayan bir sabitle ¢arpilabilir.

3. i. denklem yerine [c X (j.denklem)] + i.denklem yazilabilir. (2 # j)

Bu degisiklerle elde edilen sistem orjinal sistemin bir esidir. (Ispatlayiniz)

3
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1.2 Matrisler ve Matris Islemleri

Tanim 1.6 Sayilarin bir dikdoértgensel dizisine bir matris denir ve asagidaki sekilde gosterilir:

aixz ai2 -+ Qin
a1 a2 -+ Qa2n
A=
| @m1 Am2 °°° Omn |
A matrisinin <. satir1 [@;1, @2, - - , @iy dir (1 < 7 < m).
aij
- az;j . .
A nin j. stitunu ] dir. (1 <5 < n)
| Amj |

Eger bir A matrisinin m satir1 ve n siitunu varsa bu matrise m X n tipinde matris denir. m = n

ise kare matris denir. (veya n. dereceden kare matris denir). @11, @22, ..., @nn elemanlar1 A nin
diyagonali (esas kosegeni) tizerindedir denir. a;; elemanina (%, j)—inci eleman denir. A matrisi A =
[ai;] seklinde de yazilabilir. Eger A , m X n tipinde bir matris ise ,, Ay, yazariz ; eger n X n tipinde

ise A,, yazilir.

Ornek 1.7
2
1 2 3
-1 0 3
A=|2 -1 4 |,B=13 —-7],C= ve D =
3 -1 -2
0 -3 2

ise agz2 = —3, C21 = —1, b12 = 3, d22 = —2... glbl

Tanim 1.8 Eger m X n tipindeki A = [a;;] ve B = [b;;] matrislerinin karsilikli elemanlari esitse bu
iki matrise esit matrisler denir ve A = B yazilir. Yaniher¢ = 1,2,...,mvej = 1,2,...,nigin

a;; = bij dir.

Tanim 1.9 Eger A = [a;;] ve B = [b;;] matrisleri m X n tipinde matrislerse A ve B nin toplanmu

olan C' = [c;;] = A + B matrisi ¢;; = a4 + b;; seklinde tanimlanur.

. 1 -2 3 0 2 1
Ornekl.lOA:[2 4]V€B:[ ]:>A+B:[
-1
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Tanim 1.11 A = [a;j], m X m tipinde bir matris olsun ve ¢ € R bir reel say1 olsun. A nin c sabiti
ile carpimi1 olan cA matrisi C' = [c;j]iset = 1,2,...,mvej = 1,2,...,nicin ¢;; = c-a;; olarak
tanimlanir.

) 4 -2 3 L 2 —1
Ornek 1.12 A = = §A =\, 3

- N

Tanim 1.13 Eger A ve B m X n matris iseler A + (—1)B matrisine A ve B nin farki denir ve kisaca
A — B yazilr.

Toplam (Sigma) Sembolii

n n n
E ria; = ria1 + r2az + - - - + rpa, yazilir. Buradaki ¢ harfine indeks denir. E ria; = g rjia;
=1 =1 j=1

oldugu agiktr.

Sigma sembolii asagidaki ozellikleri saglar.

n n n
1.) Z(T’i + s3)a; = Z ria; + Z sia;
i=1 i=1 s=1
n n
2.) Z c(r;a;) =c¢ Z ria;

302D e =) aij

j=1l1i=1 t=1j5=1

Tanim 1.14 Eger A = [a;;], m X n tipinde, B = [b;;],n X p tipinde iki matris ise A ve B nin

carpmmiolan A - B = C = [c;;] matrisi m X p tipindedir ve soyle tanimlanir:

e i=1,2,...,m
cij = Z aikbr; = a;1bij + aizbz; + -+ + @inbp; )
k—1 J=1L2,...,p

Not.1: A nin kolon sayisi ile B nin satir sayis1 ayni olmalidur.

Not.2: C = AB'nin (4, j)—inci elemani; A nin 3. satirt ile B nin j. kolonundaki elemanlarin karsilikli

carpimlarinin toplamidir.
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ailx a2 ain
a1 Q22 a2n bi1 bie blj blp
A.-B— b21 b22 sz bgp
aix a2 Ain
L bnl bn2 bnj bnp 1
i Am1 am?2 Amn ]
- 9 1 -2 5
Ornek 1.15 A = ve B = 4 -3 matrisleri verilsin.
31 4 |, . )
3x2
A B_'1(—2)+2-4+(—1)2 1-54+2(—3)+ (—1)1 4 -2
3(-=2)+1-44+4-2 3.54+1(-3)+4-1 |, , 6 16

Burada B - A matrisi de tanimhidir. (Her zaman tanimli olmayabilir.)

Simdi Boliim 1.1 deki (1.2) nolu lineer sisteme donelim ve asagidaki matrisleri tanimlayalim:

ajlx aiz QAln L1
azy az2 azn T2
A= , X = ,B
L Am1 am2 Amn 1 L Tn 1

b1
b2

bm

Boylece (1.2) lineer sistemi A -+ X = B seklinde yazilabilir. Burada A’ ya katsayilar matrisi denir.

Asagidaki matrise de ek matris (eklenmis matris) denir. (Yani denklem

ail a2 ain by
. a a a b
[A'B] = 21 22 2n 2
| OGm1 Qam2 Amn bm
221 + 3x2 — 43 + x4
Ornek 1.16 —2x1 + 23 =7
3@:1 + 2282 — 4334 =
T
2 3 —4 1 !
T
matris formunda soyle yazilabilir: | —2 0 1 0 =
T
32 0 —4 3
Tq

sisteminin ek matrisi denir)

denklem sistemini diistinelim. Bu lineer sistemi
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2 3 —4 1 2 3 -4 1 :5
Katsayilar matrisi | —2 0 1 0 |,ekmatris| —2 0 1 o0 : 7
32 0 —4 3 2 0 —4 ' 3

Tanim 1.17 Eger A = [a;;] m X m tipinde bir matris ise A nin transpozu (devrigi) olan ve A’ (veya

AT) ile gosterilen matris, agj = aj; olarak tanimlanir. Yani A’ matrisi, A nin satirlarimin siitun ve

siitunlarin satir yapilmasiyla elde edilen matristir.

1 -3
. 1 2 -1,
Ornek 1.18 A = ise A’ = 2 2
-3 2 7
-1 7
1 0 3 —1 3
. 1 2 3 3 -2
Ormek 1.19 A = ,B=1]121|,C=]4 1 5|,D= ve E =
2 1 4 2 5
3 2 2 1 3

2 -4 5
0 1 4 | matrisleri verilsin. (Eger miimkiinse) asagidaki iglemleri yapinz:

3 2 1

@C+E (b) ABve BA
(c)2C — 3E dCB+ D

(e) AB + D?,D? = DD dir. (f) (3)(2A) ve 6A
(g) A(BD) (h) (AB)D

@) A(C + E) () AC + AE
k)3A +2Ave5A 1) A’

(m) (A"’ (n) (AB)’

(o) B’A’ (p) (C+ E)

WC' + E (s) A(2B) ve 2(AB)

Coziim: Odev (kolay)

Ornek 1.20 Eger A = [a;;], n X n tipinde bir matris ise A nin izi (trace) diyagonaldeki elemanlarm

toplami olarak tanimlanir:
n
Tr(A) = ai
=1
Buna gore, asagidakileri ispatlayimiz:
(@ Tr(c-A) = cTr(A) (c : reel say1)

(b) Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B)
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(©) Tr(A - B) = Tr(B - A)

ispat :

(a) A= [aij] = c- A= [C . a"ij] dir.

n n
Tr(c- A) = anii = cZaii =c-Tr(A)
=1 =1

(b) B = [b;;] olsun. (n X n tipinde)

Tr(A+ B) =) (aii+bii) = > _ai+ Y by = Tr(A) + Tr(B)
i=1 i=1 i=1

(c) C = ABve D = BAolsun C = [¢;5], D = [d;;] olsun.

n n
cij = Y @ikbij vedi; = Y birag;

olarak tanimlandigini biliyoruz. Simdi

Tr(C) = Z Cii = Z Z Qb

Il
™
M:

s

8

kol

Il
™
™
s
8
bl

i=1 k=1
=) di = Tr(D)
=1
olup Tr(AB) = Tr(BA) oldugu ispatlanir. O

Ornek 1.21 AX = B denkleminin birden fazla ¢oziimii varsa, sonsuz tane ¢oziimii oldugunu gos-
teriniz.
Coziim: X7 ve X5 iki ¢cozliim olsun. r + s = 1 olmak tizere X3 = r X7 + s X2 matrisini diisiinelim.

AX3 = B oldugunu gosterelim:
AX3=A(rX1+sX2) =ArX1+ As- X2 =7r(AX1)+s(AX2) =rB+sB=(r+s)B=B

olup sonsuz tane ¢oziim vardir. (Ciinkii bu sekilde sonsuz miktarda r ve s segilebilir.)
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. 1
Ornek 122 AB — BA = [

] sartini saglayan 2 X 2 tipinde A ve B matrisleri bulunamaya-
01

cagini ispatlayimniz.

b

Cozim: A = [ “

1
lvelee Z]olsun.AB—BA:[ Ololsun.
g

01

AB_BA:[ae—I—bg—ea—fc af—l—bh—eb—fd]_[l 0]

ce +dg — ga — hc cf + dh — gb— hd o1

olup bg — fc = 1ve cf — gb = 1 olur ve taraf tarafa toplanursa 0 = 2 geliskisi elde edilir. O halde

bu sekilde A ve B matrisleri olamaz.

1.3 Matris Islemlerinin Cebirsel Ozellikleri

Teorem 1.23 Matris islemleri igin asagidaki 6zellikler saglanr:
1) Ave Bm X nmatrislerise A+ B = B + A dir.
2) A,BveC m X nmatrislerise A + (B + C) = (A + B) + C dir.

3) Her m X n A matrisi i¢in A + ,,,0,, = 1,0, + A = A sartini saglayan bir tek ;,0,, matrisi

vardir. Biitiin elemanlar1 0 olan bu matrise m X n sifir matrisi denir. m = n ise 0,, yazilir.

4) Verilen her m X n A matrisi icin A + B = ,,0, olacak sekilde bir ,,B,, matrisi vardir.
B = — A dir.

5) Am X nmatris, Bn X pve C p X g matrisise A(BC) = (AB)C dir.

6) a) Ave B m X n matris ve C n X g matrisise (A + B)C = AC + BC
b) C m X n matris ve Aile Bn X g matrisise C(A+ B) =CA+ CB

7) r, s reel sayilar, A m X n matris ve B n X g matris ise
@r(sA) = (rs)A = s(rA)
(b) A(rB) = r(AB)

8) a ve b reel sayilar, A m X n matrisise (a + b)A = aA + bA
9) Ave B m X n matrisler, a bir reel say1ise a(A + B) = aA + aB

10) A m X nmatrisise (A’) = A
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11) A ve B m X n matrisler ve c bir reel say1 ise
a) (cA) =cA’
b) (A+ B) =A'+ B’

12) A m X n matris ve Bn X p matris ise (AB)’ = B’A’

Ispat12) A = [a;j], B = [bij] ve AB = C = [c¢;j] olsun. ci; nin B’ A’ daki (4, j). eleman oldugunu

ispatlayacagiz.
n n n
Cij = cji = ) ajebri = ) ap;by, = > biai
k=1 k=1 k=1
olup son ifade B’ A’ deki (i, j). elemandir ve ispat biter. O

Not 1.24 Eger a ve b iki say1ise ab = 0 olmasi igin @ = 0 veya b = 0 olmalidir. Bu kural matrisler

i¢in gecerli degildir, 6rnegin:

1 2 4 —6 00
A= , B = s A-B =
2 4 —2 3 00
Not 1.25 a, b, c iig tane reel say1 olsun. ab = ac ve a # 0 ise b = c dir. Bu sadelestirme kurali

matrisler icin gegerli degildir, 6rnegin:

1 2 2 1 —2 7 .
A:[ ],B:[ lveC:[ ],AB:AColupB;«éCdm
2 4 3 2 5 —1

Ornek 1.26 Sifirdan farkli bir A matrisi bulunuz ki (2 x 2 tipinde ) A2 = AA = Ox olsun.

comim:| L 2] 1 2]_[o0
-1 —1 1] |oo

Ornek 1.27 Her 2 X 2 B matrisi icin AB = BA sartin1 saglayan biitiin 2 X 2 A matrislerini belir-

leyiniz.

b 1 0 01 00 00
Cozim: A = @ alalim. B yerine , , ve matrisleri ali-
c d 00 00 1 0 01

nirsa A matrisinde a = d,b = ¢ = 0 elde edilir. B = [ T ?:
z

sl

her zaman dogru oldugu i¢in, (yani ax = xa, ay = ya, az = za, at = ta) bu sekilde matrislerin

0
kiimesi { [ e ] ta € R} kiimesidir.
0 a

] olsun.

10
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1.4 Ozel Tipteki Matrisler ve Parcal1 Matrisler

n X n tipindeki bir A = [a;;] matrisi i¢in 4 # j iken a;; = 0 ise bu matrise diyagonal matris

denir. (Yani ana diyagonal haricindeki elemanlar 0). Diyagonaldeki biitiin elemanlar: aym olan di-
yagonal matrise skaler matris denir. I,, = [a;j],a:;; = 1 ve i # j icin a;; = 0 olan skaler matrise

n X n birim matris denir.

1 00 2 00 1 0 0

Omek128 A= |0 2 0|,B=|0 2 0|vels= |0 1 0 | matrisleri verilsin. A, B
0O 0 3 0 0 2 0 0 1

ve I3 diyagonal matrisleridir. B ve I3 skaler matrislerdir. Is de 3 X 3 birim matristir.

Not: A bir skaler matris ise bir r skaleri i¢cin A = r1I,, seklindedir. §imdi A bir kare matris olsun. Eger

p pozitif bir tamsay1 ise AP = A - A-.- A seklinde tammmlanir. Eger A n X n matris ise A = I,
-

p—tane
olarak tanimlanir.

Negatif olmayan p ve ¢ tamsayilari icin AP - A7 = APTY ve (AP)? = APY kurallan gegerlidir.
Ayrica: (AB)P = APBP kurali AB = BA degilse gegerli degildir.

Tanim 1.29 n X n tipinde bir A = [a;;] matrisinde ¢ > j i¢in a;; = 0 ise bu matrise iist tiggensel

matris; i < j iken a;; = Oise alt iiggensel matris denir. Ornegin

1 3 3 1 00
A= |0 3 5 | tstiiggensel, B= | 2 3 0 | alttiggensel matrislerdir.
0 0 2 3 5 2
Tanim 1.30 A bir matris olsun. A’ = A ise A’ya simetrik matris; A’ = —A ise ¢arpik-simetrik
(anti-simetrik) matris denir. Ornegin:
1 2 3 0 2 3
A= |2 4 5 | simetrik; B=| —2 0 —4 | anti-simetrik matrislerdir.
3 5 6 -3 4 0

Buna gore asagidakiler dogrudur:
1) A simetrik veya anti-simetrik ise A bir kare matristir.
2) A simetrik ise A nin elemanlar1 ana diyagonale gore simetriktir.

3) A simetrik <= a;; = ajj; A anti-simetrik <— a;; = —aj;

11
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4) A anti-simetrik ise ana diyagonaldeki elemanlarin hepsi 0 dir.

Teorem 1.31 A n X n matris ise; S bir simetrik matris ve K bir anti-simetrik matris olmak tizere
A = S 4 K seklinde yazilabilir. Ayrica bu yazilis tek tiirliidiir.

Ispat: A=S+ K oldugunu bir an i¢in kabul edip S ve K y1bulalim. A’ = 8’ + K’ = § — K dir.
Simdi:

A = S+ K

W o_ s K}:>A+A/=25:>S=;(A+A').

Yine buradan: K = %(A — A’) bulunur.

Simdi A = S + K oldugu; S nin simetrik ve K nin anti-simetrik oldugu gortilebilir. O
1 3 —2

Omek132 A= | 4 6 2 | matrisi verilsin.
5 1 3

1 1

[SIISS TS B
Njw O NI
W Niw N
NN N O
N= O N=
O NI= NI

A = S + K dir. (Kontrol ediniz.)

Tanim 1.33 Bir m X n A = [a;;] matrisinin bazi (hepsi degil) satir ve/veya siitunlari silinerek elde

edilen bir matrise A nin bir alt matrisi denir

1 2 3 4 1 o 4
Omek134 A=| —2 4 3 5 | ise A nmin bir alt matrisi [ ] dir.
3 0

3 05 -3

Bu durumda alt matrislere pargalanan bir matristen s6z edebiliriz. Tabii ki bu parcalanis tek tiirlii
degildir.

12
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aii

a21
Ornek 1.35 A =

a3l

aq1

ail

a21

asi

a41

a2

a22

as32

Q42

ai2

a22

as2

Q42

ais

a23

ass

Q43

ai4 ais
a24 Q25 A A
.. 11 12
matrisi A =
Az1 Az
asz4 Qagzs
a44 Q45 |
a1z aiq ais
az3 Q24 ass A
A1 A2 Az
A= . . .
Az1 Az Aaz
ass as4 ass
a43 Q44 ass |

seklinde parcalanabilir. Bu sekildeki matrislere pargali matrisler denir.

Ornek 1.36 Bir lineer sistemin ek matrisi (Bliim 1.2) bir parcali matristir. Yani AX = B ise bu

sistemin ek matrisi [A:B] seklinde yazilabilir.

Eger A matrisi son yazilan sekliyle parcalanmigsa ve

bi1 b1z
b21 b2z
b31 b3z
ba1 ba2
| bs1 bs2

b1z bia
b2z ba2a
b3z b3a
bsz baa
bs3  bsa

(A11B11 + A12B2; + A13B3))

(A21B11 + Ay2Bay + A33Bsy)

oldugu gosterilebilir.

Bi1 B2
B31 Ba»
B3; Bgs»

ise

A11B12 + A12Bas + A13B32)

...........................

(A21B12 + A2 Bas + Az3Bs))

Singiiler ve Singiiler Olmayan (Non-singular) Matrisler

Tanim 1.37 A n X n tipinde bir matris olsun. Eger AB = BA = I, sartini saglayan bir Bn X n

tipinde matris varsa A’ya singiiler olmayan (tersinir=tersi aliabilir) matris denir. Aksi halde A’ya

13
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singtiler (tersi alinamaz) matris denir. B matrisine de A'nin tersi denir ve A~ ile gosterilir.

3
.. 2 3 —1 —
Ornek 1.38 A = [ 5 o ] ve B = 2 | olsun. AB = BA = I3 oldugundan B, A'nin

1 -1
tersidir.

Teorem 1.39 Eger bir matrisin tersi varsa tektir.
ispat: B ve C, A'nin tersi olsunlar. O zaman AB = BA = I,, ve AC = CA = I,,’dir. Simdi,

B = BI,, = B(AC) = (BA)C = I,C =C

olup A’ nin tersi (varsa) tektir. O
. 1 . a b
Ornek 1.40 A = [ s 4 ] olsun. A~1 matrisini (varsa) bulalim. A=1 = [ ] olsun.
c
AA-1 — 1 2 ' a b _ 1 0 . a+2c b+2d _ 10
3 4 c d 01 3a + 4c 3b+ 4d 01
2 =1 b+2d = 0
Buradan ; @+ 2¢ ve T denklem sistemleri elde edilir. Bunun ¢6-
3a+4c = 0 3b+4d = 1
zimiia = —2,c = %, b=1ved = —% dir. (Kontrol ediniz). Ayrica

EEI R

—2 1
oldugundan A singiiler degildir ve A=1 = [ s 1 ] dir.
2 T2

a b
diyelim.
e

Cc

AA-TL — 1 2 |a b _ a+2c b+ 2d _ 10
2 4 c d 2a + 4¢c 2b + 4d 01

olmalidir. Buradan su lineer sistemler elde edilir:

a+2c =1 b+2d = 0
ve .
2a4+4c = O 2b+4d = 1

Birinci denklem 2 ile carpilirsa 2 = 0 geliskisi elde edilir. Bu lineer sistemin ¢oziimii yoktur. Yani

. 1 2
Ornek 141 A = [ 5 4 ] olsun. A~1 = [

A’nin tersi yoktur (singtilerdir).

14
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Teorem 1.42 A ve B singiiler olmayan n X m matrisler ise AB matrisi de singiiler degildir ve
(AB)"'! =B 1A ldir

ispat:
(AB)(B7'A™Y) = A(BB ™ YH)A ! = AI,A™! = AA"! =1,
(B7'A™Y)Y(AB) =B Y(A'A)B=BI,B '=BB'=1I,

olup (AB)~! = B=1A~1 oldugu goriiliir. O

Sonu¢ 1.43 Ay, Az,..., A, n X n singiiler olmayan matrisler ise A1 As - -+ A, matrisi de singiiler
degildir ve (A1 Az -+ A,) "' = A7TATY .. AT dir.
Ispat: Benzer sekilde yapilir.

Teorem 1.44 A singiiler olmayan bir matris ise, A~! matrisi de singiiler olmayan bir matristir ve
(A~H=1 = Adr

Ispat: (A~1)A = I,, ve A(A~1) = I,, olup bu esitliklerdeki birinci matrisin tersi ikinciye esittir. O
halde (A=1)71 = A dir.

Teorem 1.45 A singiiler degilse A’ de singiiler degildir ve (A’)~! = (A~1)’ dir.

Ispat: AA—! = I,, dir. Bu esitligin iki tarafinin transpozunu alirsak:
(AYA' =TI =1,

dir. Simdi de A=Y A = I, esitliginin her iki tarafinin transpozunu alirsak:
Al(A™Y =1 = I,.

Bu iki esitlikten (A’)~! = (A~1)’ elde edilir. O

. 1 2
Ornek 1.46 A = ! ] matrisinin tersi A~1 = [
3 4

_ -2 3 _
(Al)lzl i]:(Al)l
1 -3
oldugu goriiliir.

Ornek 1.47 A simetrikse ve singiiler degilse, A~! ’in de simetrik oldugunu gosteriniz.
Coziim: A simetrik oldugundan A = A’ diir. (A’)~! = (A~1!)’ oldugunu biliyoruz (Teorem 1.45).
Burada A = A’ oldugu igin A=! = (A1)’ olup A~ simetriktir.

15
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Ornek 1.48 A singiiler olmasin. AB = AC = B = C oldugunu gosteriniz. Ayrica AB =
0,, — B = 0,, dir. Gosteriniz.

Coziim:

AB = AC = A™'(AB) = A™'(AC) = (A™'A)B = (A"'A)C = B =C,
AB =0, — A_l(AB) = A"10, = (A_lA)B =0, — B =0,

Lineer Sistemler ve Matrisin Tersi

A matrisi n X n tipinde ise AX = B sistemi n bilinmeyenli n denklemli bir sistemdir. A singii-
ler olmasin. Bu durumda A~1 mevcuttur ve AX = B esitliginin her iki tarafin1 (soldan) A~1 ile

carpalim.
AX=B=—= A1 AX)=A"'B= (A'A)X=A"'B=— X=A4"'B.
Yani X = A~!B bu sistemin bir ¢6ztimiidiir. O halde A singiiler degilse sistemin tek ¢ztimii vardir.

1.5 Bir Matrisin Eselon Formu

Tanim 1.49 Bir A m X n matrisi asagidaki 4 6zelligi sagliyorsa bu matrise indirgenmis satir eselon

formdadir denir.
(a) Biittin elemanlar: sifir olan satirlar (varsa) matrisin en alt kismindadir.
(b) Tamamu sifir olmayan bir satirdaki, sifir olmayan ilk say1 (ki buna bas eleman denir) 1 dir.

(c) Eger i. ve (¢ + 1). satirlar ardarda ve tamamu sifir olmayan iki satir ise (¢ + 1). satirin bas

elemani 4. satirin bas elemaninin sagindadar.

(d) Eger bir kolon herhangi bir satirin bas elemanini ihtiva ediyorsa, o kolondaki diger biitiin ele-

manlar sifirdir.

Eger A matrisi (a), (b) ve (c) sartlarmni sagliyorsa bu matrise satir eselon formundadir denir. Benzer

bir tanim "indirgenmis siitun eselon form" ve "stitun eselon form" i¢in yapilabilir.

16
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Ornek 1.50
(15 0 2 —2 | - - (00135 7 9]
1 000
010 3 4 8 000 01 —2 3
0100
A=1]100 0 1 7T -2 | B= C=|100000 2
0 010
0 0 0O 0 0 0 0 0 OO 01
0 001
|0 000 O ] - - |00 00O 0 |
satir eselon form indirgenmis satir eselon form
satir eselon form
(1000 —2 4]
01 00 4 8 1 2 001 1 2 0 4
D=0 001 v 2|E=|00123|F=|000
0 0 0 O 0 0 00 0O 0 01 -3
|00 00 0 O]
indirgenmis satir eselon form indirgenmis higbiri (a)
satir eselon form
1 0 3 4 1 2 3 4
3 4
01 -2 5 01 —2 5
G = -2 5 | H= J =
1 01 2 2 00 2
00 00O 00 0
hicbiri (b) hicbiri (c) satir eselon form

Simdi her matrisin (indirgenmis) satir eselon forma getirilebilecegini gorecegiz.

Tanim 1.51 Asagidaki islemlerin her birine bir elementer satir (siitun) islemi denir.

LTIP: A nin i. ve j. satirlarini (siitunlarma) yer degistirmek.
ILTIP: A nn 4. satirm (siitununu) bir ¢ # 0 sayisl ile carpmak.

IILTIP: A nn i. satirinin (sitununun) ¢ katin j. satira (stituna) eklemek. (i # 7)

Bu satir islemleri matrisler tizerinde asagidaki sekilde gosterilir: (Kolon iglemi i¢in K kullanilir)

LTIP: S; «+— S; ILTIP: S; +— cS; ILTIP: S; «— ¢S; + S,

17
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Ornek 1.52

001 2 3 36 —9 ) 112 -3

S S. S1+3S
A=|2 30 —2 | 228 B—|230 —2| —25Cc=|23 0 -2
3 36 —9 001 2 001 2

11 2 -3

S —2)S1+S
C 2+ (—2)S1+ 2> D= 0 1 —4 4
1

Tanim 1.53 Eger bir B m X m matrisi A matrisine sonlu sayida elementer satir (stitun) igslemlerinin

uygulanmasi ile elde edilebiliyorsa A matrisi B matrisinin satir (siitun) esdegeridir denir.

1 2 4 3 2 4 8 6
Omek 154 A = | 2 3 2|veD=|1 -1 3 | matrisleri satir esdegerdir. Ciinkii
1 —1 2 3 4 -1 8
1 2 4 3 1 2 4 1 2 4 3
A= |2 3 g | ZE2BHR g |4 2% oc=|1 -1 2 3
1 -1 2 3 1 -1 4 —1 7 8

olup C nin 1. satir1 2 ile ¢arpilirsa D matrisi elde edilir.

Bu tanima gore asagidakiler dogrudur.
(a) Her matris kendisinin satir esdegeridir.
(b) A, B nin satir esdegeri ise B de A nin satir esdegeridir.

(c) A, B nin; B de C nin satir esdegeri ise A, C nin satir esdegeridir.

Teorem 1.55 Her A = [a;;] m X n sifir olmayan matrisi satir (stitun) eselon formdaki bir matrise
satir (siitun) esdegerdir.
Ispat: Yani, bir A matrisi satir eselon formdaki bir matrise satir egdegerdir. Yani, A {izerinde elemen-

ter satir iglemleri yapilarak bir satir eselon formda matris elde edilebilir. (Ornek iizerinde agiklana-
cak)

Ornek 1.56 Asagidaki A matrisini satir egelon forma getirecegiz. Once 1. kolonun en iist kisminda;
yani (1, 1). pozisyonda bir bag eleman (yani 1) olusturalim. (1. kolon tamamen 0 ise 2. kolona gece-

riz). Eger a11 # 0 ise biitiin satir1 a1 e boleriz; aksi halde asagidaki satirlardan birisi ile 1. satir1 yer

18
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degistirir ve 1. satir1 yeni elde edilen (1, 1)-inci elemana béleriz:

0 2 —4 1 2 2 -5 4
00 4 00 2 4
A: Sl<—>53 B_
2 2 -5 4 0 2 —4 1
2 0 —6 7 2 0 —6 9 7
- 5 -
11 -5 12
S1+S1 00 2 4
o=
02 3 —41
2 0 —6 9 7

Bag eleman 1 elde edildikten sonra bunun altindaki sayilarin 0 yapilmas: gerekir. Bu amacla bu sati-

rin (bas elemaninin bulundugu satirin) uygun katlar1 asagidaki satirlara eklenir:

1 0 -2 12
s4<—(—2)sl+s4>D: 0 O 2 3 4
0 2 3 —41
0 -2 -1 7 3

Bu asamada 1. kolon ile isimiz bitmistir. Simdi (2, 2)-inci pozisyondaki sayiy: 1 yapmaliyiz. (Eger
bu eleman ve altindakilerin tamami 0 ise 3. siituna gegilir). Bunun icin ya 2. satirin tamami bu sayiya

boliintir veya alt satirlardan (iist satirlardan degil) biri ile yer degistirilip sonra bolme islemi yapilir:

1 1 -3 12 11 =3 1 2
Sa»83 | 0 2 3 —4 1| 5232 0 1 g —92 %
0 0 2 34 0 0 2 3 4
0 —2 -1 7 3 0o —2 -1 7 3

Simdi 2. siitunda da bas eleman olustuguna gore bunun altindaki sayilar 0 yapilir. (Bu satirin uygun

katlar1 asagidaki satirlara eklenir):

(11 -2 1 2]
Si—(2)Sa+ss |0 1 2 —2 1
00 2 4
00 2 34

Daha sonra 3. siitunda bas eleman olusturulur ve bunun altindaki sayilar 0 yapilir: (Dikkat: Bas

elemanlar saga dogru gidildikg¢e asagiya dogru en az bir basamak kaymalidir)

(11 -2 1 2]
Ss«iss |0 1 3 —2 2
o0 1 32 2
00 2 3 4
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|
N =

1

_ 0

Sa<+( 2)53+54) = H diyelim.
0

O O = M
O = N N
o Nlw

O N NIR N

0

H matrisi satir eselon formdadir ve A matrisinin satir-esdegeridir.

Teorem 1.57 mXn tipinde her A = [a;;] sifir olmayan matris, indirgenmis satir (siitun) eselon
formdaki bir matrise satir (stitun) esdegerdir.

Ispat: Bir onceki teoremin ispatindaki yontem uygulanir. Ancak bu sefer bir bag elemanin bulundugu
kolondaki diger elemanlar (yani hem altindaki hem de tistiindekiler) 0 yapilacak sekilde gerekli ele-

menter satir islemleri yapilir. O

Ornek 1.58 Bir 6nceki H matrisinden devam edelim:

11 -2 12 10 -4 33
H_ |01 3 =23 Sie(-1S: 451, | 0 1 5 2 1
o0 1 3 2 o0 1 2 2
00 0 00 00 0 00
100 9 2
524—(—%53)4-52\ 010 —% —g K
Sie@Sats: [0 0 1 2 2|
000 0 O

K matrisi indirgenmis satir—eselon formdadir ve A’ya satir-esdegerdir.

Not: Bir matrise satir esdeger olan indirgenmis satir eselon formda bir tek matris mevcuttur. (Ispati

athiyoruz)

Teorem 1.59 AX = B ve CX = D, m denklemli ve n bilinmeyenli iki lineer sistem olsun. Eger

[A:B] ve [C:D] ek matrisleri satir—esdeger ise bu lineer sistemler eg sistemlerdir; yani ¢6ziimleri
aynidir.

Ispat: Elementer satir iglemleri; lineer sistem diisiiniildiigiinde agagidakilere kargilik gelir:
e LTip: Iki esitligin yer degistirmesi
o IL.Tip: Bir esitligin ¢ # 0 ile carpilmasi

o IIL.Tip: Bir esitligin bir katinin baska bir esitlige eklenmesi
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Ispat; "satir egdegerlik" tanimindan kolayca ortaya cikar. Ayrica bir lineer sistemin ¢6ziimii yoksa

digerinin de yoktur. O

Sonug: Eger A ve B iki satir esdeger m X n matris ise AX = 0 ve BX = 0 homojen sistemleri es

sistemlerdir.

Gauss ve Gauss—Jordan Indirgeme Metodlar1

Tanim 1.60 Yukaridaki teoremlerde izah edilen; bir lineer sistemin ek matrisi [A:B] yi satir eselon

forma getirme yontemine Gauss indirgeme metodu; indirgenmis satir eselon forma getirme yonte-

mine de Gauss-Jordan indirgeme metodu denir.

Gauss indirgeme metodu iki adimdan olusur:
Adim.1. [A:B] ek matrisinin satir egelon formdaki [C:D] matrisine indirgenmesi (doniistiiriilmesi).

Adim.2. [C:D] den yararlanarak ¢oziimiin bulunmas.

Omek 1.61 : (n X n tipi igin)

1+ 2x2+3x3 = 9 1 2 3 9
201 —xo+x3 = 8 pekmatris[A:B]=|2 —1 1 @ 8
3t1—xy = 3 3 0 —-1: 3

Bu matrisi satir—eselon forma cgevirirsek:

123 :09
[CDl=|011: 2
001 : 3

elde ederiz. (Kontrol ediniz). Daha sonra denklemi ¢6zeriz:

$1+2$2+3ﬂ33 =
o + x3 = 2 — x2=2—x3=—-1,21 =9—3x3 — 202 =9—-9+4+2=2

T3

Cozim: 1 = 2,29 = —1, 3 = 3.

Genel durumda A matrisi m X m matris ise asagidaki 6rneklerdeki durumlar ortaya ¢ikabilir:
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Ornek 1.62 ) )
1 2 3 4 5 6
. 01 2 3 -1 7
[C:D] = olsun. O zaman:
0 01 2 3 7
0001 2 9|

x4 =9 — 2x5

3 =T7—2x4 — 35 =7 —2(9 — 2x5) — 3x5 = —11 + x5

T2a=T7T—2x3 —3x4+ 25 =T7—2(—11+ x5) — 3(9 — 2x5) + x5 = 2 + 5z5
1 =6 — 2x9 — 33 — 45 — s = —1 — 1025

x5 = herhangi bir reel say1
Buradan, biitiin ¢oztimler su sekilde yazilir: (Sonsuz ¢oziim vardir)

1 = —1—10r
ro = 2+ 57
r3=—11+4+7
rg =9 —2r
x5 = r (herhangi bir say1)
Ornek 1.63
1234 :5
[C:D]=|0 12 3 : 6
0000O0:1

olsun. CX = D nin ¢oziimii yoktur. Ciinki, son satirdan: 0z + Ox2 + 0x3 + Ox4 = 1 cgeliskisi

vardir.
Ornek 1.64
1 0 0 O 5
. 0100°:6 o
[C:D] = olsun. Coziim: 1 = 5,2 = 6,3 = 7,24 = 8.
0 010 7
0001 : 8,
Ornek 1.65
5 3
1120 -3 32
P — 1 1
[C:D]=10001 i1
0 0 0O 0 0
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Buradan x4 = % - %w5, r = % — x9 — 2x3 + gmg, elde edilir. 2, x3, x5 herhangi reel sayilardir.

O halde genel ¢oztim: (r, s, t : reel sayilar)

xlzé—r—2s—|—§t
2 2
To2 =T
r3 =S8
1 t
=57
x5 =1

Ornek 1.66 Asagidaki lineer sistemi hem Gauss hem de Gauss—Jordan yontemi ile ¢ozelim.

1+ 2x2+3x3 = 6 1 2 3 : 6
271 — 3x0 + 225 = 14 Ek matris: [A:B]= | 2 -3 2 ! 14
3v1+ o2 —w3 = —2 3 1 —1 : —2

Ek matrisi satir-eselon forma getirelim:

1 2 3 6 1 2 3 : 6
S (25 +5% 7 —4 1 2 525 0 1 2 4
’ — —4 —_— :
S34-(—=3)51+53 ' Sonra:Sﬂ——% )
0 -5 —10 : —20 0 -7 —4 : 2
12 3 : 6 1 23 : 6
S3<(7)S2+Ss ) S3 33 .
E— 1 2: 4|—]01 2 : 4
0 0 10 : 30 001 : 3
Buradan; x3 = 3,23 = 4 — 223 = —2,x1 = 6 — 225 — 3x3 = 1 bulunur.

Gauss—Jordan metodu igin matrisi indirgenmis satir eselon forma getirelim:

1 2 3 : 6 10 —1 : —2 100 : 1

01 2 DB 01 2 4| BB g 10 2

i ’ S2<—(—2)53+52, T

001 : 3 00 1: 3 001: 3
Buradan 1 = 1, x3 = —2, 3 = 3 bulunur.

Homojen Sistemler

m denklem ve n bilinmeyenden olusan AX = 0 homojen sistemini diisiinelim.
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Ornek 1.67 Ek matrisi asagida verilen homojen sistemi diisiinelim.

0 0
0 0
0 1
0 0

o © © o

1 0 2
0 1 3
0 0 4
0 0 0

Bu matris indirgenmis satir eselon formda oldugu igin, biitiin ¢oziimler:

1 = —27r

To =S

x3 = —3r [ (r ve s herhangi iki say1)
x4 = —4r

s =7

Genel olarak m < n ise ve A indirgenmis satir eselon formda ise sonsuz ¢oziim vardir. (AX = 0‘in

sonsuz ¢oziimi vardir.)

Asagidaki teoreme gore A matrisi genel bir matris olabilir.

Teorem 1.68 m denklemli, n bilinmeyenli bir homojen sistemde eger m < n ise bu sistemin her
zaman bir trivial olmayan ¢oztimii vardir.

Ispat: (Atliyoruz.)
Sonu¢ 1.69 A m X n matris ve AX = 0‘in sadece trivial ¢oztimii varsa m > n dir.

r1+x2+x3t+xg = 0 1111:0
Ornek 1.70 1+ x4

0 pekmatrisi: | 1 0 0 1 : 0
T1 + 2x2 + o3 =0 1210°:0

Bu matrisin satir esdegeri:

100 1:0 1 ="
A T2 =T
010 —1 0 | olup ¢oziimler:
rg — —r,

001 1:0 x4 = 1 (reel say1)

Ornek 1.71 Eger n X n A matrisi indirgenmis satir eselon formda ise ve A # I, ise A’nin tamami

sifir olan bir satir1 vardir.
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1 0
Coziim: Asikar. n = 3 alalm. | 0 0 | = I, tamamu sifir olmayan satir1 yok ve indirgenmis
0 1

S = O

0 o0
satir eselon formda. 0 1 | olabilir ama tamamu sifir olan satir1 var.
0 o0

o o =

Ornek 1.72 Asagidaki lineer denklem sisteminde a‘min hangi degerleri i¢in (a) Hig ¢dziim yoktur.

(b) Tek ¢oziim vardir. (c) Sonsuz sayida ¢oziim vardur.

x1+ T2 — I3
T, + 2x2 + 23

x1+x2+ (a® —5)xzz3 = a

Coziim: Gauss indirgeme metodunu kullanalim:

11 -1 : 2 11 -1 : 2
) S24—(—1)S1+S2 )
A:B| = N :
[A:B] 1 2 1 e (15115 1 2 1
11 a2-5 : a 0 0 a2—4 : a—2
11 —1 : 2
Simdia =2ise | 9 1 2 : 1 | elde edilir ki sonsuz ¢6ztim vardir. a = —2 ise
00 O0:0
11 —1 : 2
01 2 1
00 O0: —4

elde edilir ki ¢6ztim yoktur. a # F2 ise tek ¢oziim vardur.

Odev: Bir 6nceki soruyu asagidaki sistemler icin ¢oziiniiz.

T1 + 2 + x3 = 2 n
£ €T —
(a) 2xq1 + 3x2 + 2x3 =5 (b) ! 2
1 + ((12 — 8)(132 = a
221 +3x2+ (a2 — 1)z = a+1
Ty + x2 + X3
() 1 + 2x2 4 x3 =
x1 +x2+ (a®> —5)xz3 = a
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1.6 Elementer Matrisler ve A~ ! in Bulunmasi

Tanim 1.73 I,, matrisine Ltip, ILtip ve IIL.tip bir elementer satir veya siitun isleminin sadece bir defa

uygulanmasi ile edilen bir n X n A matrisine, sirasiyla Ltipte, ILtipte, IIL.tipte elementer matris denir.

Ornegin;
0 01
E,= |0 1 0 | Ltipteelementer matris. Ciinkii I 5185, E,
1 00
1 00
S —2)8
E;=| 0 —2 0 | ILtipte elementer matris. Ciinkii I3 —>2<_( 2)52 E-
01
1 2 0
s S24-S
Es = | 0 1 0 | IIltipte elementer matris. Ciinkii I S1e@)5+5, E;
0 01
1 0 3
K3+ (3)K1+K
Ey;= | 0 1 0 | IllLtipte elementer matris. Clinkii I AN OLSES % Ej
0 01

Teorem 1.74 A m X n bir matris olsun A {izerinde Ltip, IL.tip veya IILtip bir elementer satir (siitun)
islemi yapilarak B matrisi elde edilmis olsun. E matrisi de I, ye (I,,"ye) ayn1 elementer satir (siitun)

islemi uygulayarak elde edilen matris olsun. O zaman B = EA dir. (B = AE dir).

1 3 21 -5 3 0 -3
. S —2)S3+S
Omek175 A= | —1 2 3 4 | 2%, p_ | 4 2 3 4
3 01 2 3 01 2
Ayni elementer satir islemini birim matrise uygulayalim:
1 00 1 0 -2
S —2)S3+S
Is=|0 1 o | 2EE2%H5 1 g 1 o | = Ediyelim.
0 01 0 01
1 0 -2 3 21 -5 3 0 -3
FA=|0 1 0 — 3 4| =|-1 2 3 =B
00 3 01 2 3 01 2

oldugu goriiliir.
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Teorem 1.76 A ve B m X n matrisler olsun. A nin B ye satir(siitun) esdeger olmasi igin gerek ve
yeter sart Eq, Eg - - - , E}, elementer matrisler olmak tizere B = EpFEj_1 - - - E2 E; A seklinde olma-
sidir (B = AE 1 E5 - - - Ey, seklinde olmasidir.)

Ispat: A’ya bir tane elementer satir islemi uygulamak demek A’y1 soldan bir E; elementer matrisi
ile carpmak demektir. Benzer sekilde iki tane uygulamak demek A’y1 soldan E9 E; ile carpmak de-
mektir. Bu sekilde devam edilirse ispat agiktir. (Benzer bir ispat “siitun esdegerlik”) i¢in yazilabilir.
O

Teorem 1.77 Elementer matris olan bir E matrisi singtiler degildir ve tersi de aym tipte bir elementer

matristir.

Lemma 1.78 A n X n bir matris olsun. AX = 0 homojen sisteminin tek ¢6ziimii X = 0 olsun

(trivial ¢o6ztim). O zaman A matrisi I,,'nin satir esdegeridir.

Teorem 1.79 A singiiler degildir <=> A elementer matrislerin bir ¢carpimidur.
Ispat: (<) A = E 1 E; - - - Ej, olsun. E; ler singiiler olmayip bunlarin garpimi da singiiler degildir.
Yani A singiiler degil.

Ispat: (=) A singiiler olmasimn.
AX =0= A"1AX)=4A"10=0=I1,X=0= X =0

olup AX = 0homojen sisteminin sadece trivial ¢6ziim vardir. Lemma 1.78 den dolay1 A, I,,'nin satir
esdegeridir. Bu demektir ki; 6yle Eq, Ea, - - - , Ej, elementer matrisleri vardir ki I,, = E--- E1A
dir. Simdi

I,=Ey---EyA=—= A= (Ey---E1) ' =E;'E;"---E!

Simdi E;” "ler de elementer matris olup (Teorem 1.77) ispat biter. O

Sonug 1.80 A singiiler degildir = A, I,,"in satir esdegeridir.

Buradan su teorem sdylenebilir:

Teorem 1.81 n denklemli n bilinmeyenli AX = 0 homojen sisteminin trivial olmayan bir ¢oztimii-

niin olmasi igin gerek ve yeter sart A nin singiiler olmasidir.

ac1+2:1:2:()
2:121—|—4£E2:0

1 2 1 0 1 2 ] 12 :0
= A= , Ek matris:
2 4 To 0 2 4 2.4 0
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Ek matris indirgenmis satir eselon forma getirilirse:

ro =T

= -2
. Coztimler: { e " } (7 : reel say)
00 :0

Not 1.83 A n X n matris ise asagidakiler birbirine denktir:
1.) A singiiler degildir.
2.) AX = 0'in sadece trivial ¢oztimii vardir.
3.) A, I,/in satir(stitun) esdegeridir.
4) AX = B lineer sistemi her n X 1 B matrisi i¢in tek ¢dziime sahiptir.

5.) A, elementer matrislerin bir ¢arpimidir.

A~! in Bulunmas1 I¢in Bir Yontem

Teorem (1.79) un ispatinin sonunda A singiiler degil ise A = E; 1E2_ ... E, ! elde ettik. Buradan:
A ' = ExEy_1--- E2E;

olur. Bu esitlik bize A~'’in bulunmasi igin bir algoritma (yéntem) saglar. A iizerinde I,,’i elde edene

kadar elementer satir islemleri yapariz. Bu elementer matrislerin carpimy; yani Ey, - - - E1; bize A~Vi

verir. Bunun igin [A:I,,] pargali matrisi yazilir ve sonra:
(ExEg—_1--+E1)[AT,] = [ExEgx—_1--+ E1A'ExEg_1 -+ B1E,] = [I[,; A7}

islemlerinde sonra [A:I,,] matrisi [I,,:A~1] matrisine doniisiir. Simdi bir érnek verelim:

(11 1
Omek1.84 A= | 0 2 3 | matrisinin tersini bulalim:
5 5 1
111 1 00 11 1 : 1 00
. S3+—(—5)S1+S .
[AIs]= |0 2 3 : 0 1 2 A 2 3! 010
| 551 :001 00 —4: —-501
11 1: 1 00 10 —-1/2 : 1 —-1/2 0
Sz(_% . Sl<—(—1)s2+sl .
— |0 13/2: 0 1/2 0 > 1 3/2: 0 1/2 0
00 —4 : —5 01 00 —4 : —5 01
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10 —1/2 : 1 —1/2 0
s /2 /
— |01 3/2: 0 1/2 0
00 1 : 5/4 0 —1/4
1 0 —1/2 : 1 —1/2 0
Sz(—%sS;z—l-Sz .
10 1 0 : —-15/8 1/2 3/8
0 0 1 : 5/4 0 —1/4
100 : 13/8 —1/2 —-1/8
Sl<—%53—|—51 .
— |0 10 : —15/8 1/2 3/8
0 0 1 : 5/4 0 —1/4
13/8 —1/2 —1/8
Buradan A=!' = | —15/8 1/2  3/8 | bulunur. Yani AA~! = A=1A = I olmaldir. (Kont-
5/4 0 —1/4

rol ediniz.)

Bu yontemde A singiiler ise bu durum nasil anlasilir?

Teorem 1.85 n X n A matrisi singliler <= A matrisi bir satir1 tamamen sifir olan bir B matrisine

satir esdegerdir.

1 2 -3
Ornek 1.86 Ayniyontemle A = | 1 —2 1 | matrisinin tersini bulmaya ¢alisalim.
5 —2 —3
1 2 -3 :100 1 2 -3 : 100
. . So+——851+52 .
A: I3l = _ : > _ o
[A:I3] 1 -2 11010 "7~ 10 —4 41110
5 —2 -3 : 0 0 1 0 —12 12 : -5 0 1
1 2 —3 : 1 00
Sz(—% .
—> |0 1 -1 : 1/4 —1/4 0
0 —12 12 : —5 01

10 -1 : 1/2 1/2 0

S1+——2852+4851 .
> 01—1:1/4 —1/40

S3+—12S5+S3 ’

00 0 : -2 -3 1
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0
Burada islemi durduralim. Ciinkii A matrisi | 0 1 —1 | matrisine satir esdegerdir. Yani A nin

0 0 O
tersi yoktur.

Not 1.87 Boltim 1.4’de A nin tersini, AB = BA = I,, olacak sekildeki B matrisi olarak tanimladik.
Simdji, bu esitliklerden sadece AB = I,,'in yeterli oldugunu ispatlayalim.

Teorem 1.88 A ve B n X n matrisler ve AB = I, olsun. O zaman BA = I,, dir. Yani B = A~}
dir.

Ispat: Once AB = I,, =—> A’nin singiiler olmadigin gosterecegiz. Farzedelim ki A singiiler olsun.
O zaman A, bir satir1 tamamen sifir olan bir C' matrisine satir esdegerdir. Yani C' = EpEp_1 -+ E1 A

seklindedir (E; ler elementer matris). O halde

CB = E Ey_1 -+ E1AB —> AB, CB'ye satir esdeger

== CB’nin bir satir tamamen sifir olup A B singiilerdir

Simdi AB = I,, oldugundan I,,’in singiiler oldugu geliskisi bulunur. Yani A singiiler degildir. O
zaman A~ mevcuttur. AB = I, esitliginden (A~1)AB = A~1I,, — B = A leldeedilir O

1.7 Esdeger Matrisler

Daha 6nce bir A matrisinin bir B matrisine “satir-esdeger” ve “stitun—esdeger” olmasinin tanimin

verdik. Bu tanimin bir genellemesini sdyle verebiliriz:

Tanim 1.89 A ve B m X n matris olsun. Eger B yi A ya sonlu sayida elementer satir ve/veya

siitun islemi uygulayarak elde edebilirsek A matrisine B nin esdeger matrisi denir ( veya A, B'ye

esdegerdir denir.)

Teorem 1.90 n X n A matrisi singiiler degil <= A, I,,’e esdegerdir.
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Reel Vektor Uzaylari

Diizlemde Vektorler (Genel Tekrar)

Pek ¢ok uygulamalarda “kiitle”, “basing” ve “uzunluk” gibi 6l¢tilebilir biiyiikliiklerle karsilasiriz.

Bunlar sadece bir tek say1 (yani biiytikliik) ile ifade edilebilirler. Bu tiir biiytikliiklere skaler denir. Bir

de hiz, gii¢ ve ivme gibi biiytikliikler vardir ki bunlar ayrica bir “y6ne” sahiptirler. Bunlar “vektor-

ler” ile ifade edilebilir. Bu yilizden bu biiyiikliiklere vektor denir. Burada skalerleri kiigiik harfler ile;

vektorleri de ¢, 3,7, . . . gibi Yunanca harfler ile gosterecegiz.

Dik Koordinat (Kartezyen Koordinat) Sistemi

Birbirine dik ve bir O noktasinda kesisen iki dogru ¢izelim. Bu O noktasimna orjin denir. Yatay olan
dogruya x—ekseni ve diisey olan dogruya y—ekseni denir. z—ekseninde ve O noktasinin saginda
bir nokta segelim. Bu noktanin orjine uzunluguna bir "birim" diyelim. Benzer sekilde y—ekseninde
ve O noktasmnin yukarisinda bir nokta secelim dyle ki bu noktanin orjine uzakli1 bir birim olsun.
Boylece x—eksenini saga dogru ve y—ekseni de yukari dogru pozitif yonlendirelim. Bu eksenlere
koordinat eksenleri denir. Bu eksenler bir dik koordinat sistemi veya kartezyen koordinat sistemi o-
lustururlar. (Sekil 2.1)

Diizlemdeki her bir P noktasina bir (x, y) reel sayu ikilisi karsilik getiririz. Bu siral ikiliye P nok-
tasinin koordinatlari denir. Bu noktay1 P(x, y) sembolii ile de gosterebiliriz. Tersine, her bir (x, y)

reel say1 ikilisine diizlemde bir nokta karsilik getirebiliriz. Bu yapilan esleme 1-1 ve 6rtendir:

1—1 esleme

Ditizlemde bir P noktasi (x, y) ikilisi (z, y € R)
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y—ekseni

Pozitif yon

x—ekseni

Pozitif yon

Sekil 2.1: Dik koordinat (kartezyen koordinat) sistemi

y—ekseni

P(z,y)

0(0,0) x—ekseni

Sekil 2.2: Diizlemde yonlendirilmis bir dogru pargast.

Bu diizleme R? veya 2-boyutlu uzay denir.

Simdi X =

x
] matrisini diisiinelim. (x,y € R). X matrisine, baslangi¢ noktasi orjinde, bitis
Yy

(ug) noktas1 P(x,y) de olan yonlii dogru pargasini karsilik getirelim. Bu yonlendirilmis dogru par-
casini da ﬁ% ile gosterelim. Baslangi¢ noktasi ve bitis noktasini ayirt etmek icin O P’nin tizerindeki
okun yoniinii bitis noktasina dogru yazalim. (Bkz. Sekil 2.2) Bu yonlii dogru parcasinin uzunluguna

OP nin normu denir. Boylece yonlii dogru pargalar: hiz, ivme, kuvvet gibi seyleri agiklamak igin

kullanilabilir.

Tersine baslangic ve bitig noktalar1 O (0, 0) ve P(x, y) olan oP yonlii dogru parcasimi ! v ] matrisi
Yy
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ile temsil edelim.

Yy
Bundan sonra kisaca vektor diyecegiz.

x
Diizlemde bir “vektor” bir o = [ ] matrisine denir. (z,y € R) x ve y'ye a nin bilesenleri denir.

L1 T2
o = [ ] ve ag = [ ] olsun. 1 = ag <= 1 = x3 Ve y; = ys olur.
Y1 Y2

Her matrise bir P(x, y) noktasy; her noktaya da bir yonlendirilmis dogru pargasi karsilik gelir:

Y [ z ] Artelome by ETEEE 5B 0(0,0), Pl )
Yy

Iki vektoriin toplam:

a = !xll ve 3 = !az2] isea+ 8 = [wl—i_le
Y1 Y2 Y1+ y2

seklinde tanimlanir. Tki vektoriin toplami Sekil 2.3 de gosterilmistir.

(x1 + 22,91 + Y2)

Sekil 2.3: Tki vektoriin toplamu.

Sekil 2.3 de: : baslangi¢ noktasi (1, y1) , 3 yoniinde ve 3 nin normuna sahiptir. O zaman a4+ 3 nin
baslangi¢ noktasi (0, 0) ug noktasi (1 +x2, y1 +y2) dir. Veya a ve 3 lizerine kurulan paralelkenarin

kosegeni o + 3 dir.

CI

o= [ ¥ ] ve c bir skaler (reel say1) ise caw = [ ] , o nin skalerle ¢arpimidr.
Yy

cy

c > Oise ca, avile ayn1 yonde d < 0 ise da, « ile ters yondedir (Sekil 2.4). Ayrica o + (—1)8 =
a — (3 vektoriine « ile 3 nin farki denir (Sekil 2.5).
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Sekil 2.4: Bir vektoriin skalerle carpima.

Sekil 2.5: Iki vektoriin fark:.

2.1 Vektor Uzaylar ve Altuzaylar

Tanim 2.1 Uzerinde @ ve @ islemleri tanimli olan bir V' kiimesi agagidaki 6zellikleri sagliyorsa V'ye

bir gergel (reel) vektor uzayi denir.

@ a,8 € Vikena @ B € V dir. (Yani V, @ islemine gore kapalidir.)

1) Va,BeVigna®dB=0d«

(2 Va,B,y € Vicna® (BD~) = (a®B) ®~

B) Va e Vicina @ 0 = 60 @ a = o sartini saglayan bir tek 8 € V' vardir.

4) Va € Vigcina® B = 8@ a = 0 sartin1 saglayan bir tek 8 € V vardir. Bu elemana a’nin
negatifi denir ve —a ile gosterilir.

(b) Hera € Vvec e Ricinec ® o € V dir.

G cO@df)=(CcOa)d(c®B) (Va,B € Vvec € Rigin)
6) (c+d)Pa=(cQa)d(dd®a) (Va € Vvee,d e Rigin)
7 cOdea)=(cd)®a (Va € Vvece,d € Rigin)
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®10a=a (Vo€ Vign)

Burada V' nin elemanlarina vektorler; R nin elemanlarina skalerler denir. @ islemine vektor toplamasy;

© islemine skaler carpmasi denir. @ vektoriine de sifir vektorii denir ve genelde, hangi uzayin sifir

vektorii oldugunu belirtmek igin, v ile gosterilir. Gergel vektor uzayina kisaca "vektor uzay1" diye-

cegiz.
o
Ornek 2.2 022 seklindeki n X 1 gercel degerli matrislerin kiimesine R™ diyelim. @ ile matris
an

toplamasini, ® ile de skaler carpimu gosterelim. Boliim 1.3 de gosterildigi gibi, R™ bir vektor uzayidar.
ai
matrisine bir "vektor" denilebilir.

Qan

Omek 23 m x n tipindeki matrislerin kiimesi ,,R,, bir vektor uzayidir. (6 ile matris toplamasini

ve (© ile de matrisin reel say1 ile carpimini gosterelim.)
Ornek 2.4 Reel sayilar kiimesi R, bilinen toplama ve ¢arpma islemi ile bir vektor uzayidir:
rPhy=x+y, cOx=cx

Ornek 2.5 R,, ile a1, az,...,ay], 1 X ntipindeki matrislerin kiimesini gosterelim. @ ile matris top-

lamini ve © ile de matris skalerle ¢carpimini gosterelim. R,, kiimesi bu islemlerle bir vektor uzayidir.

Ornek 2.6 ag,ay, -, a, € Rolmakiizere, p(t) = ant™+an,_1t" "1+ -+ajt+ag fonksiyonuna
(t cinsinden) bir polinom denir. a,, 7 0 ise p(t) nin derecesi n dir denir. Mesela p(t) = 2t 4 1 in

derecesi 1; p(t) = 3 tin derecesi 0 dir. p(t) = 0 fonksiyonuna sifir polinomu denir.
P,, = { derecesi < n olan polinomlar }

olsun. p(t) = ant™ + an_1t""' + -+ + a1t + ag, q(t) = bpt™ + bpy_1t"" 1 4 - + byt + by

polinomlar1 ve ¢ € R i¢in toplama ve skaler ¢arpma soyle tanimlansin:

Toplama: p(t) ® q(t) = (an + bu)t" + -+ + (a1 + b1)t + (ao + bo)
Skalerle carpma: ¢ ® p(t) = (can)t”™ + -+ + (ca1)t + cag

Simdi P, ’in bir vektor uzay1 oldugunu gosterelim:

(@) p(t) & q(t) derecesi < n olan bir polinomdur.
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(1) Her ¢ igin a; + b; = b; + a; oldugundan p(t) @ q(t) = q(t) & p(t) dir

(2) Benzer sekilde; 7(t) = cpt™+cp_1t" "1+ - -+cp alinirsa, her i icin (a; +b;)+c¢; = a;+(b;+c;)
oldugundan (p(t) @ q(t)) @ r(t) = p(t) @© (q(t) © r(¢)) dir.

(3) 8 elemanu sifir polinomdur.

(4) p(t) nin negatifi —a,t™ — ap—1t""1 — ... — a1t — ag polinomudur.
(b) ¢ ® p(t) derecesi < n olan bir polinomdur.

B c® (p(t) D q(t)) =c®p(t) dc®q(t),cinkii c(a; + b;) = ca; + cb;
6) (c+d)® (p(t)) =c®p(t) ®d®p(t),cinki (c + d)a; = ca; + da;
(7) ¢ ® (d ® p(t)) = (cd) © p(t), cinkii e(da;) = (cd)a;

8) 1 ® p(t) = p(t), ciinkii 1a; = a;.

Benzer sekilde P ile biitiin polinomlarin (derecesi ne olursa olsun) kiimesini gosterirsek; P bilinen

polinom toplamasi ve skaler ¢arpimi ile bir vektor uzayidir.

Ornek 2.7 V ile R de tamimli ve reel degerli siirekli fonksiyonlarin kiimesini gosterelim. f,g € V

ve ¢ € R olmak tizere f @ g ve ¢ ® f fonksiyonlarmi sdyle tanimlayalim:
(fF®9)(x) = f(z) +9(x), (cOf)(z)=c-f(x)
Bu durumda V bir vektor uzayidir. (Kontrol edin). Bu uzay C'(—oo, co) ile gosterilir.

Ormek28 V =Rolsuna® B8 = a — Bvec® a = ca olsun. V bir vektor uzay1 midir?
Coziim: (a) ve (b) saglanir: a @ Bvec® o, V ninelemanlanidira @8 =a - pBveBPa =0 -«
olup genelde a @ 3 # B @ a dir. (1) saglanmadig icin V' bir vektor uzay: degildir. (Ayrica (2),(3),(4)

ve (6) saglanmaz.)

Ornek 2.9 V kiimesi (x, y, z) sirali ticliilerinden olusan kiime olsun. (z, y, z € R).
(z,y,2) ® (', vy, 2)=(sy+v,2+2) ve c®(xz,y,2)= (cz,cy,cz)

olarak tanimlansin. (1), (3), (4), (6) saglanmadig1 igin V' bir vektor uzay: degildir.

Ornek 2.10 V = Z olsun. @ ve ® bilinen toplama ve ¢arpma olsun. V' vektor uzay: degildir. Cilinkii
c = /3 € R alnirsa, genelde, 0 # a € V igin ca ¢ V dir.

Teorem 2.11 V bir vektor uzayi olsun.
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(@ Hera e Vicin0 @ a = 6
(b) Herc € Ricinc ® 6 = 0
() c®a =~0iseozamanyac = 0diryadaa = 6 dir.
(d) Hera € Vigin (—1) @ a = —«
Ispat @ 0@ a=(0+0)®a= (00 a)® (0® «) olup her iki tarafa — (0 ® «) eklersek (2), (3)
ve (4) den 0 ® a = 6 elde ederiz.
Ispat (b) Odev.
Ispat (c) Odev.

Ispat(d) (-1)0a®a = (-1)0a®lea=(-14+1)0a=00a =folurve (—1)Oa = —«
elde edilir.

Altuzaylar

Tanim 2.12 V bir vektor uzayive W C V olsun. Eger W, V' deki iglemlerle birlikte bir vektor uzay:

oluyorsa W ya V nin bir alt uzay1 denir.

Ornek 2.13 Her vektér uzayinm en az iki alt uzay: vardir: kendisi ve {0} (yani toplamanin birim

elemani). Bu uzaylara trivial (asikar) alt uzaylar denir.

Ornek 2.14 P, = { derecesi < 2 olan polinomlar } olsun. P, C P dir. Ayrica P,, P nin alt uzayidir.

Genelde P,, = { derecesi < n olan polinomlar } kiimesi P nin alt uzayidir.

Ornek 2.15 V = { derecesi 2 olan polinomlar } olsun. V' C P dir. Fakat V, P nin alt uzay1 degildir.
Ciinkii 2¢2 + 3t + 1 € V ve —2t2 + t + 2 € V polinomlarinin toplami 4t + 3 ¢ V dir.

Teorem 2.16 V, @ ve © islemleri ile bir vektor uzayive @ 2 W C V olsun. W nun V nin alt uzay1

olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidakilerin saglanmasidir: (Her o, 3 € W5 ¢ € R igin)
@ aoa,BeW=—apBeW

b) ceRveaeW —=cOaecW

Ispat: (=) W C V bir alt vektor uzay1 olsun. W bir vektor uzayi oldugu icin o, 3 € W ise
a®p e Wveec®a & W oldugu agiktir.
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Ispat: (<=) (a) ve (b) saglansin. (b)’den dolay1 (—1) ® o € W dir (her &« € W igin). (a)’dan dolay1
a®(—1) ®a € Wdir; fakata ® (—1) ®a = a ® (—a) = 6 oldugundan & € W olur. O zaman
a®0 =adrHera € Vigin (—1) ® @ = —a € V olur ( (b)den dolay1). W C V oldugundan

1,2,5,6,7 ve 8 ozellikleri saglanir. O halde W, V nin bir alt uzayidir. a
Ornek 2.17
a
W = b :a,be R} CR3olsun.
a+b

W, R3 iin alt uzay1 midir?

ai as a1 + a2
a = by ve B = ba olsun.a @ 8 = b1 + bs € W dur;
ay + by az + bz (a1 4+ b1) + (a2 + b2)
¢linkii (a1 + b1) + (a2 + b2) = (a1 + az2) + (b1 + b2).
cai
ceERisecP® a = cby € W dur; ¢iinkii ca; + ¢by = c(a1 + b1). Teorem (2.16) dan
c(a1 -I— bl)

W, R3 {in alt uzayidir.

Not 2.18 Bundan sonra ¢ € R ve a, B8 bir V' vektor uzayinin elemani ise o @ 3 yerine o + 3 ve

c ® o yerine ca yazacagiz.

Ornek 2.19 V bir vektor uzayl ve aq ve az, V nin iki sabit elemani olsun. W = {a1a1 + az2az :
ai,az € R} kiimesi V nin bir altuzayidir. Clinkii, Teorem (2.16) dan, 81 = aia1 + a282,

62 = b1a1 + b2a2 ise:
B1+ B2 = (a1 +bi)as + (a2 + b2)az € W ve B = (car)ay + (caz)az € W

dir. (¢ € R). Cunkii a3 + by, a2 + b2, ca,caz € R

Not: Bu son 0rnegi genellestirebiliriz; yani 2 yerine daha fazla vektor alabiliriz:
Tanim 2.20 V bir vektor uzayive S = {a1,az,..., a5} C Vise
Span(S) = {a1a1 + -+ + agag : a; € R}

kiimesi V' nin bir alt uzayidir. Bu uzaya S nin gerdigi (dogurdugu, tirettigi) uzay denir.

a b 0

Ornek 2.21 W =
0 ¢ d

] ta,b,c,d € R} kiimesi 2R3 tin alt uzayidir. (Gosterin)
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Ornek 2.22 A, m X m matris olsun. AX = 0 homojen sistemini diisiinelim. Biitiin ¢ziimler

L1

2

Tn

seklindedir; yani R™ de bir vektordiir. O halde biitiin ¢6ztimlerin kiimesi R™ in bir alt kiimesidir. X

ve X iki ¢ozlim olsun.

A(Xl + X2) = AXl + AX2 =04+0=0 olup X1 + X2 bir gozumdur
A(cX1) = ¢(AX;1) = c0 = 0 olup c¢X; bir ¢oztimdiir

Yani, Teorem (2.16) dan, ¢oziimler kiimesi bir alt uzaydir. Bu uzaya homojen sistemin ¢6ziim uzay1

denir.

Odev: AX = B, B # 0, sisteminin ¢dziimleri R in bir alt uzay1 degildir. Gosteriniz.

ODEVLER

(1) Asagidaki V kiimelerinin verilen @ ve ©® islemleri ile birer vektor uzayi olup olmadiklarini bulu-

nuz. Degil ise 6zelliklerden hangilerini saglamadigini sdyleyiniz.
(@) V =Rt, ® ve ® bilinen + ve - islemleri
b) V={(z,y) : z,y € R}, (z,9) ® (z,y) = (z+ 2,y + ¢'),r © (z,y) = (z,7ry)

© V= {(337 Y, Z) 1x,Y,2 € R}’ ((IZ, Y, z)@(mla ylv zl) = (2L'+il3,, y+y,7 Z+Z,); r@(m, Y, Z) =
(x,1, 2)

d V= {[ a:] rx,y € Ry < 0} bilinen matris toplamas: ve skaler carpimi
Yy
e V ={(z,y): z,y € R}, (z,y) B (2,y) = (z+ 2",y +¥');7 O (z,y) = (0,0)
) V=R, a®dpB=aB,c®a=af
(g) V:R—'_?a@/@:aﬁ_l’C@a:a
h V=RadpB=aB,cOa=c+ o

@A V=RadpB=2a—83,c®a=cx
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(2) Asagidaki tipteki matrislerden olusan kiimelerin hangisi 2R3 iin alt uzayidir?

(a)[a b c],b=a+c (b)[a b a b c
00 0

,c>0 (C)[ ],a:—2c,f:2e—|—d
d I

d d e

(3) Asagidaki tipteki matrislerden olugan kiimelerin hangisi R? {in alt uzayidir?

a
@ | b () | b (0 b d|b|;a>0 (@] 0 (f)
1 0 a-+ 2b c

(4) Asagidaki kiimelerin hangisi 2R2 nin alt uzayidir?

(a) Simetrik matrisler

(b) Singiiler matrisler

(c) Singiiler olmayan matrisler
(5) Asagidaki fonksiyonlardan olusan kiimelerin hangisi reel-degerli siirekli fonksiyonlarm (Bkz. Or-
nek (2.7) ) bir alt uzayidir?

(a) Negatif olmayan fonksiyonlar

(b) Sabit fonksiyonlar

() f(0) = 0 sartim1 saglayanlar

(d) f(0) = 5 sartini saglayanlar

(e) Tiirevlenebilir fonksiyonlar.

2.2 Lineer Bagimsizlik

Eleman sayis1 sonlu olan tek vektor uzay1 {6} uzayidir. Ciinkii V' bir vektor uzay1 0 # a € V ise

her ¢ € Ri¢in ca € V olacagindan V sonsuz elemanl olur.

Tanim 2.23 V bir vektor uzay1 ve S = {a1,a2,...,ar} C V olsun. Eger bir « € V vektori

ai,asz,...,ar € Rolmak tizere
a=ajay + azaz + - - + apog

seklinde yazilabiliyorsa o ya S deki vektorlerin bir lineer kombinasyonu (dogrusal birlesimi) denir.
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2 1 1 1
Ornek 224 R3dea = | 1 | vektérias = | 2 |,ae =] 0 |veas=| 1
5 1 2 0

vektorlerinin bir lineer kombinasyonudur. Gosterelim.

1 2
a=aa1 +azazx+asag —>a1 | 2 | +a2| 0| +az | 1 | = 1
1 2 0 5
a;+az+az = 2
Buradan ¢ 2a; + a3 = 1 , denklem sistemi ¢oziiltirse a; = 1, az = 2, a3 = —1 bulunur.
ay —|— 2&2 = 5
Yani @ = a1 + 2cx3 — g olur.
2 1 2 1 0
Omek 225 R3dea; = | 1 ,ao = [0 |[,a3=| 1| veay = 0 |olsuna = | —2
2 1 0 —1 4

vektorinin Span{a;, oz, as, oy} kiimesinde olup olmadigini inceleyiniz.
Coziim: a = ajaq + aza2 + azas 4 asoy olacak sekilde aq, az, as, a4 sayilar1 bulunursa o« €

Span{ai, a2, as, ay} olur.

2 1 2 1 0 2a1+a2+2a3—|—a4 = 0
ai 1 |+az2 | O | +as 1 |+as 0= —2 — a1 + asg = -2
2 1 0 -1 4 201 + a2 — ay = 4

Ek matrisi satir eselon forma getirirsek:

1 1

1 212 0

010 4 4 |,buradan ay = a4, a2 = 4 — a4, a3 = —2 — a4, ay = bir reel say1.
0 01 1 —2

Yani a € Span{as, az, ag, as} olur. (Sonsuz miktarda a1, a2, as, a4 bulunur.)

Tanim 2.26 V' bir vektor uzayr S = {ag,a2,...,0r} C V olsun. Eger V' deki her vektor S

deki vektorlerin bir lineer kombinasyonu ise S, V' yi dogurur (gerer, iiretir) veya V, S tarafindan

dogurulur (gerilir, {iretilir) denir.

Omek227 V = R3olsun.a; = | 2 |,aea = | 0 |,a3 = | 1 | olsun. S = {a1, a2, a3}
kiimesi V'yi gerer mi?
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Cozim: o = b € V olsun. (a, b, c herhangi 3 reel say1) @« = ajo1 + azaz + azas denk-

c
leminin ¢oziimiine bakalim. (yani her a, b, c i¢in a1, a2, ag bulunabilecegini gostermeye calisalim.)

a;t+az+az = a

2a; + as = b [ cozilirsea; = _2%%“;

as = 7‘1_3"“; as = 74"_3_20 bulunur.
a1 + 2as = c

Gortldugi gibi, her a, b, cigin a1, az, az vardir. O halde Span{a;, a2, a3z} = V dir.

Ormek 228 V = Py olsun. a1 = t2 + 2t + 1 ve ag = t2 + 2 ise Span{ai, a2} = V midir?
Coziim: a, b, c reel sayilar olmak tizere o = at? + bt + ¢ € V alalim. a = aja1 + asas olacak

sekilde a1, a2 sabitleri bulmaliy1z.

at’> + bt + ¢ = a1 (t> + 2t + 1) + ax(t? + 2) = (a1 + a2)t® + (2a1)t + (a1 + 2a3)

a1 + as a
esitliginden ¢ 2a, = b  sistemielde edilir. Ek matrisi yazip indirgenmis forma getirirsek:
a1 +2a3 = c

1 0 : 2a — ¢
01 : c—a
0 0 : b—4a+2c

bulunur. Eger b — 4a 4+ 2c # 0 ise ¢doziim yoktur (bu esitsizligi saglayan a, b, ¢ vardir.) Yani

{a1, a2}, V yi dogurmaz.
Tanim 2.29 V bir vektor uzay1 S = {a1, a2,...,ar} C V olsun. Eger
aiay + azaz + -+ + agap = Oy

olacak sekilde, hepsi birden sifir olmayan a1, az, . . . , a sabitleri varsa S kiimesine lineer bagimlidir

denir. Aksi halde (yani a; lerin hepsinin 0 olmas1 zorunlu ise) S ye lineer bagimsizdir denir.

Omek230 V = Rgolsun.a; = [1012],a =[0112]veasg =[1113]ve

S = {a1, a2, a3} olsun. a1 + azaz + asaz = 0 diyelim. a4, az ve az’ti bulahm

a1 + as
az + ag
a1 + a2 +as
2a1 + 2a9 4+ 3ag =

¢oziiliirse a; = a2 = a3z = 0 bulunur. Yani S lineer bagimsizdur.

S © © ©o
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1 -3
Ornek 2.31 R3 de a; = 2 |, = -2 | ,a3 = 2 | veay = 0 | olsun. § =
-1 1 -1

{a1, a2, ag, as} kiimesi lineer bagimli midir?

Coziim: a1y 4 azaz 4+ azas + agoy = 6 esitliginden

a1+a2—3a3+2a4 =0
2(11 — 20,2 -+ 2a3 =0
—a1 +az —ag =0

denklem sistemi elde edilir. m < n oldugundan Teorem (1.68)’den dolay1 bir trivial olmayan ¢6ziim

vardir. Ornegin a1 = 1,a2 = 2,a3 = 1, a4 = 0 bir ¢oztimdyiir. Yani S lineer bagimlidur.
Ornek 2.32 Rz dea; = [1 0 0],az = [0 1 0], = [0 O 1] vektorleri lineer bagimsizdir. (Odev)

Omek 2.33 Podea; = t2 +t + 2,0 = 2t + t,a3 = 3t% 4+ 2t + 2 verilsin. § = {a1, az, a3}

lineer bagimlidir. Ciinkii vy + a2 — a3 = 0 dir.

Teorem 2.34 S, ve S bir vektor uzaymin sonlu alt kiimeleri ve S; C S3 olsun.

(@) S; lineer bagimli ise S3 de lineer bagimhidir.

(b) S> lineer bagimsiz ise Sy de lineer bagimsizdir.

Ispat: (@) S; = {a1,2,...,ax} ve So = {a1, Q2+ , kg, Apt1,* -+ , Ay} olsun. S; lineer ba-
gimli oldugundan hepsi birden sifir olmayan aq, . . ., ag sayilart igin ajoq + - - - + ago = 0 dir. O
zaman

ajoz + -+ + agag + 0agyry + O0agyz + -+ + 0y, = 60
olur. Yukardaki toplamin sol tarafindaki katsayilarin hepsi birden sifir olmadigindan S, lineer ba-

gimhidir.

ispat: (b) S lineer bagimsiz olsun. Bir an i¢in S7’in lineer bagimli oldugunu kabul edelim. O zaman,

(a) dan dolay1 S lineer bagimli olur. Bu da bir geliskidir. O halde S, lineer bagimsizdir. 0

Not 2.35 Bir vektor uzayinda S = {0} kiimesi lineer bagimhdir, ¢iinkii 5 - § = 6 ve 5 # 0 dir.

Buradan; 6 y1igeren bir S kiimesinin lineer bagimli oldugu soylenebilir. (Neden?)

Not 2.36 R? ve R? de lineer bagimli olmanin anlami nedir? {a1, a2}, R? de lineer bagimli olsun.

Yani a1, a ikisi birden sifir olmayan sayilar olmak tizere ajo1 + azap = 0 dir.

a
a1 #0—= a1 = — <2> ag, veya
ai
ai
a27£0=>a2=—()a1
az
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dir. Yani biri digerinin bir katidir. Tersine, vektorlerden biri digerinin bir kat1 olsun. Mesela oy =
aay =—> lag — aaz = 0 olup {og, az} kiimesi lineer bagimhidir. (Bkz. Sekil 2.6) Ozetleyecek

olursak

{a1, az} lineer bagimli <= Biri digerinin kati <= Merkezden gecen ayni1 dogru tizerindeler.

a2
(851
aq Qs
(0 (0]
(a) Lineer bagimh (b) Lineer bagimsiz

Sekil 2.6: R?’de lineer bagimli ve lineer bagimsiz vektorler.

Benzer bir sonug R? i¢in sdyledir: (Gosteriniz)
R3’de ti¢ vektor lineer bagimlhidir <= Bu ii¢ vektor merkezden gecen ayni diizlem icindedir.

Teorem 2.37 V bir vektor uzayi, S = {a1, a2,...,a,} C V sifir olmayan vektorlerin bir kiimesi
olsun. S nin lineer bagimli olmas: icin gerek ve yeter sart bir a; vektoriiniin kendinden 6nce gelen
vektorlerin bir lineer kombinasyonu olmasidir.

Ispat: (<) aj = arog + azas + -+ - 4+ aj_105_1 olsun. O zaman
ajoy +azaz + -+ +aj_105_1 + (—1)a; + 01 + -+ - + 0, = 6
olup (katsayilarmn hepsi birden 0 olmadigindan) S nin lineer bagiml oldugu goriiliir.
(=) S lineer bagiml olsun. O zaman hepsi birden sifir olmayan a1, a2, .. ., a, sayilari i¢in
aro + azaz + -+ - + apo, =0

dir. j sayist a; # 0 olacak sekildeki en biiyiik j olsun. Yani j = max{j : a; 7 0} olsun. Eger j =1
iseaja; = 0 =—> a1 = O olur, ki bu da S deki vektorlerin sifirdan farkli olmasi ile ¢gelisir. O halde
7 > 1 dir. Bu durumda

al a aj_1
a; = — — a1 — — Qg — ¢ — ] aj;_1.
a; a; a;

Yani S deki vektorlerin biri kendinden 6ncekilerin bir lineer kombinasyonudur.
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Omek238 V =Rzvea; =[12 —1],az = [12 —1],a3 = [-32 — 1],a4 = [20 0] olsun.
a1 + 2az + ag + 0y = O olup oz = —ag — 2a2 olur. Ayrica o + az + 0as — ag = 6 olup

a4 = a1 + az + Oas. Yani, biitiin vektorlerin digerlerinin lineer kombinasyonu olmas: gerekmez.

Sonu¢ 2.39 S = {a3,az,: -+ ,an} bir V vektor uzaymin alt kiimesi olsun. S lineer bagimh <=

S deki bir vektor digerlerinin lineer kombinasyonudur.

Sonug 2.40 V bir vektor uzay1 olsun ve S = {a1, az,...,an} V yi dogursun. a;; kendinden 6n-

ceki vektorlerin lineer kombinasyonu olsun. O zaman

Sl =S \ {aJ} = {al,ag, BEIRICN 8 7/ P8 7 HEy B ,an}

kiimesi de V' yi dogurur.

Ispat: @ € V olsun. Span(S) = V oldugundan ay, as, . . . , a,, skalerleri vardir dyle ki
a=aiog + -+ aj_105-1 + ajo; + ajri10G41 + -0+ Anogp.
Eger aj = by + bz + -+ + bj_1j_1 ise 0 zaman

a=ajay + -+ aj10j_1+aj(biasr +beaz + -+ bj_10j1) +ajp1ai41 + -0+ apan

=cog t o+ -+ Ci_1og—1 + Cip10G41 + s+ Cpo

olur. (Burada c; ifadeleri hesaplanabilir). Son toplamda «a; olmadigindan Span(S;) = V oldugu

goriilir. (Her o € V i¢in bu yapilabildiginden) 0
1] 1] 0 | 2 ]
. . 1 0 1 1
Ornek 241 R*de a; = , Qg = , 3 = , Qg = ve S = {a1, a2, 3,04}
0 1 1 1
0 0 0 0

olsun. W = Span(S) olsun. a4 = a1 + ae olduguhdaﬁ S1 = {Exl, g, ag} olmak tizere W =

Span(S1) diyebiliriz. Yani W uzayini dogurmak icin a4 elemanina ihtiyag yoktur.

ALISTIRMALAR

1. Pydepi(t) =t2+2t+1,p2(t) = t2 + 3, p3(t) = t — 1 olsun. Asagidaki p(t) vektorlerinden
hangileri Span{p (t), p2(t), ps(t)} kiimesine aittir.

@p(t) =t2+t+2 G)p(t) =2t2+2t+3 (©p(t) = —t2+t—4 (D p(t) = —2t2+3t+1

2. Rg de asagidaki kiimelerden hangisi lineer bagimlidir. Lineer bagiml olanlarda bir vektorii diger-

lerinin lineer kombinasyonu olarak yaziniz.
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(a) {[1, 1, 0], [07 2, 3]5 [17 2, 3]’ [35 6, 6]}
() {[1,1,0],[3,4,2]}
(© {[1,1,0],0,2,3],[1,2,3], [0,0,0]}

3. ¢ nin hangi degerleri icin, P;’de, {t 4+ 3,2t + c? + 2} lineer bagimlidir.

2.3 Baz ve Boyut

Tanim 2.42 V bir vektor uzayi, S = {a1,a2,...,ar} C V olsun. Eger S lineer bagimsiz ise ve

Span(S) = V ise S ye V nin bir baz1 (tabani) denir.

1 0 0
Ornek 243 V = R3 olsun. S = o|,|1],]0 olsun. S, R3 iin bir bazidir. Bu baza R3
0 0 1
tin dogal baz1 denir. Benzer sekilde Rg tin dogal baz1 S = {[1 0 0],[0 1 0], [0 O 1]} kiimesidir. R™
uzaymin dogal bazinin elemanlari €1, €2, . . . , €, ile gosterilir. Burada €; elemani i—inci satir1 1 diger
elemanlar1 0 olan vektordiir. -
0
€i= | 1 | + ¢.satir.
L 0 -
] 0 0
R3 {in dogal bazinin elemanlari, ayrica, i = | 0 | ,5= | 1 | ,k= | 0 | ile gosterilir.
0 1
ai
R3 deki herhangi bir « = | ay | vektorii a1t + a2j + ask seklinde yazilir.
as

Ornek 244 S = {t?> + 1,t — 1, 2t + 2} kiimesinin P, nin bir bazi oldugunu gosteriniz.
Coziim: Span(S) = P; ve S nin lineer bagimsiz oldugunu gostermeliyiz. at® + bt 4+ ¢ € P» alalim.
at? + bt +c = a1(t?) + a2(t — 1) + a3(2t + 2) olacak sekilde a1, a2, az € R bulmalyiz. Buradan:

a; = a
as +2a3 =0 — a; = a,ap = ——,a3 =

a1 —as + 2az = c¢
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bulunur. Her a, b, c i¢in a1, a2, ag bulunabildiginden Span(S) = P, dir.

Simdi de S nin lineer bagimsiz oldugunu gosterelim. aq(t2 + 1) + a2(t — 1) + a3(2t +2) = 0

dersek buradan a; = az = as = 0 olmasi gerektigi goriiliir. (Odev). Sonug: S, P, icin bir bazdir.

Ormek 245 a; =[1 01 0),az =[01 —1 2,a3=1[022 1]veay =[1 0 0 1] olsun.

S = {a1, a2, ag, oy} kiimesinin Ry igin bir baz oldugunu gosterin. (Odev)

Teorem 2.46 Eger S = {ai,a2,...,a,} kiimesi bir V' vektor uzaymn bir bazi ise V' deki her
vektor S deki vektorlerin bir lineer kombinasyonu olarak tek tiirlii yazilabilir.
Ispat: Span(S) = V oldugu icin her a € V vektorii S deki vektorlerin bir lineer kombinasyonu

olarak yazilabilir.

a = a1y + azaz + -+ - + a0y, Ve

a=bia; + boz + -+ 4+ bra,
iki farkl sekilde yazilmis olsun. ¢ = 1, 2, ..., n i¢in a; = b; oldugunu gostermeliyiz. Simdi

0 =a—a= (a1 +agaz+ -+ apay) — (biar + baaz + -+ - + bpay,)
= (a1 —bi1)as + (a2 — b2)ag + -+ + (an — bn)ay,

olup S lineer bagimsiz oldugundan z = 1,2,...,n i¢in a; — b; = 0 olmahdir; yani a; = b;

olmalidar. 1spat biter. O

Teorem 2.47 Eger S = {1, oz, . .., o, } kiimesi sifir olmayan vektorlerin bir kiimesi ve Span(.S)

V ise S kiimesi V icin bir T bazi igerir.

Ispat: Eger S lineer bagimsiz ise S, V igin bir bazdir; yani T = S alinabilir. S lineer bagimli ise bir v
vektorii kendinden oncekilerin lineer kombinasyonudur. §; = S \ {«;} yazilir ve Span(S;) =V
dir. S; lineer bagimsiz ise S bazdir. S; lineer bagimli ise benzer sekilde S2 = S \ {o;} bulunur.

Bu sekilde devam edilirse T' C S lineer bagimsiz olacak sekilde bir T" bazi bulunur. O

V yi geren bir S kiimesinden T baz1 soyle elde edilir:

Adim.1. ai101 + az02 + - - - + apa, = 0 esitligi olusturulur.

Adim.2. Buradan ek matris olusturulur ve bu matris indirgenmis satir eselon forma getirilir. (Not:

Satir eselon forma getirmek de yeterlidir.)

Adim.3. Bas eleman olan 1 sayisin1 bulunduran kolona ait vektorler V' = Span(S) uzayi igin bir

baz olusturur.
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Ormek248 V = Rzolsun.a; = [1 0 1],a2 = [0 1 1,a3 =[1 1 2],aq = [1 2 1],a5 =
[-1 1 — 2]olsun. § = {1, a2, a3, a4, a5} kiimesi V' yi gerer. (Kontrol ediniz.) Simdi S nin alt

kiimesi olan ve V nin bazi olan T kiimesini bulalim.

Adim.1.
a1l 0 1]4a2[0 1 1]+ as[l 1 2]+ aqfl 2 1] +as[-11 —2]=1[0 0 0]

Adim.2.

a1+a3+a4—a5:0 . ®O 1 0 -2 0

4 4 20, + 0 . Ek matris:
a a a as = 0 1 0 -1 0
2 3 * ° (ind. satir eselon formu) D
a1 +az + 2a3 +ag4 — 2a5 =0 0 001 :0

Adim.3. Bas elemanlar 1., 2. ve 4. kolonlardadir. Yani T' = {3, a2, a4} kiimesi R3 i¢in bir bazdur.

Not: S nin yazihiginda vektorlerin sirasi degistirilirse V' nin bagka bir bazi elde edilebilir. Ornegin
Br = as,82 = a4,83 = as, B4 = az,B5 = ay yazilirsa S = {81, B2, B3, B4, Bs} kiimesinden
{B1, 82,83} = {as, ay, a3z} baz1 elde edilir.

Teorem 2.49 Eger S = {1, a2, ..., ay,} kiimesibir V vektor uzayminbazive T’ = {31, 82,...,0r}
lineer bagimsiz vektorlerin bir kiimesi ise » < n dir.

Ispat: (Uzun oldugu igin atliyoruz)

Sonug 2.50 Eger S = {a1,a2,...,an} veT = {B1,82,...,08m} bir V vektor uzaymin bazlar
isen = m dir.

Ispat: S bir baz ve T lineer bagimsiz oldugundan m < n dir. Ayrica T bir baz ve S lineer bagimsiz
oldugundan n < m dir. Yani n = m dir. Sonug olarak “bir vektdr uzayinin her bazinda ayni sayida

eleman vardir” deriz. O

Tanim 2.51 Bir V' vektor uzaymin bir bazindaki eleman sayisina (sonlu ise) V' nin boyutu denir ve
boy (V) ile gosterilir. V' = {0} ise boy (V') = 0 olarak tanimlanur.

Ornek 2.52 S = {t%,t,1} kiimesi P; icin bir baz olup boy (P;) = 3 diir.

Omek253 a3 = [0 1 1l,az = [1 0 1],a3 = [1 1 2]ve S = {a1,az,a3} olsun. V =
Span(S), Ra tin alt uzay1 olsun. V' deki her vektor a1 a1 + a2z + asag seklindedir. az = a1 + a2
oldugundan S lineer bagimhidir. §; = {3, az} dersek Span(S1) = V olur. Sp lineer bagimsiz
oldugundan (kontrol edin) S7, V' nin bir bazidir. Yani boy (V') = 2 dir.
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Sonug 2.54 V nin boyutu n ise, V' deki lineer bagimsiz en biiyiik kiime (en fazla elemanl kiime) n

elemanlidir ve V nin bir bazidir.

Ispat: S = {1, 2,...,0;} C V en biiyiik lineer bagimsiz kiime olsun. Eger Span(S) = V ise
S bir baz olup ispat biter. Eger Span(S) # V ise V'de a1, az, . . . , o larin lineer kombinasyonlari
olarak yazilamayan bir a vektorii vardir. O zaman {ay, aa, . . . , o, a} lineer bagimsizdir. Buda S

nin en biiyiik lineer bagimsiz kiime olmast ile gelisir. Yani V' = Span(S) dir. O halde S bir bazdir
ve k = n dir. O

Sonug 2.55 Eger boy(V') = n ise V'yi geren en kiiciik kiimede n vektor vardir ve bu kiime V' nin
bir bazidir. Yani boy (V') = n ise n + 1 elemanl kiime lineer bagimhdir. Ayrica n — 1 elemanl bir

kiime V’yi doguramaz.
Sonug 2.56 boy(V') = n ise m > n elemanl bir kiime lineer bagimli olmalidur.
Sonug 2.57 boy (V) = nise m < n elemanl bir kiime V"yi doguramaz.

Ornek 2.58 boy(R?) = 3, boy(Rs) = 2, boy(R™) = n, boy(R,) = n dir. boy(P;) = 4 diir;
ciinkii {¢3,¢2, ¢, 1} bir bazdir. Genelde boy (P,,) = n + 1 dir.

Tanim 2.59 Sonlu elemanl: bir bazi olan vektor uzayma sonlu-boyutlu vektor uzay: denir. Sonsuz

sayida elemanli bazi olan vektdr uzayinda sonsuz-boyutlu vektdr uzay1 denir. Ornegin; biitiin poli-

nomlarin vektor uzay1 P sonsuz boyutludur.

Odev: Eger V sonlu boyutlu bir vektdr uzayi ve {8} # W, V'nin bir alt uzay1 ise boy(W) <
boy (V') oldugunu gosterin.

Ornek 2.60 R? nin biitiin alt uzaylarini belirleyiniz?
Coziim: Yani zy— diizleminin alt uzaylarini belirleyelim. Oncelikle {8} ve R? trivial alt uzaylari
vardir. Bunlar 0 ve 2 boyutludur. Bir 8 # o vektorii tarafindan gerilen uzay tek boyutludur ve

orjinden gecen dogrulardan olusur.

Teorem 2.61 Eger S bir n-boyutlu V' vektoér uzaymin bir lineer bagimsiz kiimesi ise V" nin §” yi
iceren bir T bazi1 vardir.

Ispat: S = {a1,2,...,a,} ve m < n olsun. {v1,72,...,7n}, V nin bir baz1 olsun. §; =
{ag,a2 ..., 00m5 71,72, - - - s Yn} Olsun. Span(S1) = V oldugundan S; kiimesi V igin bir T baz1
igerir. (Teorem (2.47) den dolay1). T bazi, S; den, kendinden 6ncekilerin lineer kombinasyonu olanlar
atilarak elde edilirdi. S lineer bagimsiz oldugundan «;’lerin higbirisi atilamaz. Dolayisiyla S C T

olmalidir. 0
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Ornek 2.62 Rz de a = [1 0 1] vektoriinii iceren bir baz bulunuz.

Cozim:e; = [1 0 0],e2 = [0 1 O],e3 = [0 O 1] olmak tizere {e1, €2, €3}, R3’tin dogal bazidir.
S1 = { a,e1,€e2,e3} olsun. £1 a’nin lineer kombinasyonu olmadigindan &1 tutariz. ep vektori a
ve €1 in lineer kombinasyonu mudur? Cevap hayir oldugu igin €2’yi de tutariz. e3 vektorii a, €1 ve

g2 nin lineer kombinasyonu oldugundan (kontrol edin) €31 sileriz. Istenen baz {c, €1, €2} dir.
Teorem 2.63 V, n-boyutlu bir vektodr uzay: olsun.

(@) Eger S = {au, asz,..., 0} lineer bagimsiz ise S, V'nin bir bazidir.

(b) Eger S = {a, a2,...,0,} V yidogurur ise S, V'nin bir bazidir.

Ornek 2.64 Asagidaki homojen sistemin ¢dziim uzay1 V' igin bir baz bulunuz.

1 2 0 3 1 T 0
23 031 T2 0
112 2 1 zz3 | = | 0
3 50 6 2 T4 0
2325 2| 2] |0
Coziim: Gauss-Jordan yontemiyle asagidaki sistem elde edilir.

(100 -3 -1 [a1| [o0] [ 35+t ]
010 3 1 T2 0 —3s —t
001 1 3 3 | = | 0 | Genelgozim: X = | —s — 1t | (s,t €R)
0 00 0 0 T4 0 s

| 0 0 0 0 0] [ =5 | | 0 | i t 1
g R

-3 —1
X=s| -1 |+t —% seklinde yazilabilir. { i i ; } ve { j i S } verilirse
1 0 B B
L 0 . L 1 .
g o
-3 —1
Xi=| -1|veXo=| -2
0
L 0 . L 1 .

¢oztimleri bulunur. Span({Xi, X2}) = V oldugu agiktir. Ayrica { X1, X2} lineer bagimsiz oldugu

icin (biri digerinin kat1 olmadigindan) ¢6ziim uzay1 igin bir bazdir. Yani boy (V') = 2 bulunur.
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2.4 Koordinatlar ve izomorfizmler

V bir vektor uzayi ve S = {a1, a2,...,an}, V'nin sirali bir bazi olsun. (Yani S’deki vektorlerin
bir yazilis siras1 olsun). a € V vektorii aq, az,...,a, € Rolmak izere « = aja1 + agag 4 -+ - +
ax

a
anay, seklinde (tek tirlii) yazilir. Bu durumda [a]s = ‘2 vektoriine o nin S sirali bazina gore

a"n
koordinat vektorii denir. [a] s'nin elemanlarina da o nin S”ye gore koordinatlari denir.

. 5
Ornek 2.65 : P, de S = {t,1} bir bazdir. « = p(t) = 5t — 2 olsun.[a]s = [ 0 ] dir. T =
3
{t+1,t — 1} de Py inbir bazsdir. o« = 5¢t — 2 = 3(t + 1) + Z(¢t — 1) olup [a]r = [ ; ] dir.
2
Bazdaki yazilis siras1 degisirse koordinatlar da degisir.
1 2 0
Ornek2.66 R3dea; = | 1 |,aa=| 0 |,a3 = | 1 | olmak iizere S = {a1, a2, ag} kiimesi
0 1 2
1 3
bir bazdir. o = 1 | olsun. @« = 31 — a2 — 2agolup [a]ls = | —1 | dir.
—5 —2
Not 2.67 {a1, az,...,ay,} bir V vektor uzaymin sirali bazi, « € V ve 3 € V olsun. [a]s = [B]s
al bl
az b2
olsun. [a]g = | velBls=| . |olsun.Yania; =b; (1 =1,2,...,n)dir.
- an - - bn -
a = aiay + azaz + -+ -+ apan = biag + b2az + -+ - + bpa, =B
olup a = 3 dur. Yani ayni siral1 baza gore koordinatlar1 ayni olan iki vektor esittir.
Izomorfizmler
a ve 3, n-boyutlu bir V' vektor uzaymin elemanlari olsun. S = {a1, a2,...,a,} V nin bir siral
baziolsun. « = a1y + azas + -+ - + ana, ve 3 = biay + baag + - - - + by, oOlsun. a ve 3
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vektorlerine R™ de [a]s ve [B]s vektorleri karsilik gelir.

a — [a]s

B — [Bls
a+ B =(a1+b)ar+ -+ (an + bn)ay olup [a + B]s = [a]s + [B]s dir. Yani
a+pr— [a]s + [Bls
Ayrica ca = (cai)aq + - - + (¢an)an olup [cals = cla]s dir.
ca — clals

Yani cebirsel olarak V' uzayiile R™ uzayi "benzer" 6zellikler gosterir. Bu tiir uzaylara bir isim verece-

giz:

Tanim 2.68 V, @ ve © islemiyle bir vektor uzayi ve W da H ve [ islemleriyle bir vektor uzayi olsun.
Eger V den W ya 1-1 ve drten L fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa L ye V' den W iizerine bir

izomorfizm denir.
(@) L(a ® B) = L(a) B L(B), (her a, B € V igin)

b) Lc®a) =cBL(a), (hera € V,c € Rigin)
Bu durumda V, W ya izomorfiktir denir.

Not: V, W yaizomorfik ise W da V' ye izomorfiktir. Bu durumda V' ile W izomorfiktirler diyebiliriz.

Hatirlatma: Eger a1, a2 € V igin L(a1) = L(a2) = a1 = a2 oluyorsa L ye 1-1 dir denir. Eger
her 3 € W icin L(a) = 3 olacak sekilde en az bir « € V varsa L ye rtendir denir. Ornegin,

aj
LR RLL| | ay | [ =] T
ai

as
b “
doniistimii ortendir; gosterelim. 3 = [ bl ] verilsin. L(a) = (3 olacak sekilde « = | a9

2

as

ariyoruz. (a1, az, az lerin by, by cinsinden her zaman bulunabilmesi gerekir.)

L(a) = [a1—|—a2]

b
:[ 1]:>a1:b2,a2:b1—bzvea3€R
ai

b2
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elde ederiz. Yani L ortendir. Ama L 1-1 degildir. Ciinkii
. 3 .
ar=| 2| veaz=| 2 | igin L(ay) = L(az) = [ ) ] dir.

Izomorfik uzaylarin elemanlari farklidir, ama cebirsel 6zellikleri aynidir.

Teorem 2.69 Eger V, n-boyutlu bir vektor uzayi ise V, R™ ye izomorfiktir.

Ispat: S = {3, a3,...,ay} V ninbir sirali bazi olsun. L : V. — R™ doniisiimii

L(a) = la]s =

ai

az

(277

olarak tanimlansin. Burada o = a1 + aza2 + -+ - + anay, oldugu agiktir. L nin bir izomorfizm

oldugunu gosterelim.

L 1-1dir: o, 3 € V olsun. L(a) = L(/3) olsun. Yani [a]s = [B]s olsun. (Bu iki vektoriin S’ye gore

koordinatlar1 ayn1 olsun.) Not (2.67) de gosterildigi gibi "ayn1 baza gore koordinatlar1 ayni olan iki

vektor esittir". O halde o« = 8 dir.

b1
b2
L ortendir: 8 = € R” verilsin. « = byag + baag + - -+ 4+ bpoy, segilirse L(a) = B oldugu
- bn -
aciktir. Yani L ortendir.
o
a
Simdi de tanumda verilen iki sartin saglandigini gosterelim: o, 3 € V verilsin. [a]s = ‘2 ve
- an -

ve ¢ € Rigin [cals =

cai

cas

can,

b1 ai+ by |
b b
Bls=| 7 | olsun. fa+gls = | T
b, a, + b,
halde i i
L(a+ B) = [a+ B]s = [a]s + [B]ls = L(a) + L(B)
ve

L(ca) = [ca]s = cla]s = cL(a)
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olup L doniigiimii 4 sart1 sagladigindan V' uzay1 R™’e izomorfiktir. 0

Lemma2.70 L : V — W bir izomorfizm olsun. O zaman

(a) L(ev) = OW
(b) L(a — B) = L(a) — L(B) (hera, B € V icin)
Ispat (a): L bir izomorfizm oldugundan:

Oy + 0y = 0y — L(GV + 0v) = L(ev)

— L(av) + L(ev) = L(ev)
S——— = SN——
eEw cew cw
= L(0y) = Ow. (L(Oy) sadelesirse)

Ispat (b): Once, Teorem (2.11.d) kullanilirsa:
L(-B) = L((-1)B) = (-1)L(B) = —L(B)
elde edilir. Daha sonra da ispat soyle tamamlanir:
L(a = p) = L(a + (=1)B) = L(a) + L((=1)B) = L(a) + (=L(8)) = L(a) — L(B).

Teorem 2.71 Izomorfik olma bagmntisi asagidaki 6zellikleri saglar:

(a) Her V vektor uzay: kendine izomorfiktir.

(b) V, W yaizomorfik ise W da V' ye izomorfiktir.

(c) U,V ye; V de W ya izomorfik ise U, W ya izomorfiktir.
Ispat @) L : V — V, her a € V igin L() = a birim (6zdeslik) déniigtimiiniin bir izomorfizm
oldugu gosterilerek ispat yapilir.

Ispat (b) L : V. — W bir izomorfizm ise L~! : W — V déniisiimiiniin bir izomorfizm oldugu

gosterilerek ispat yapilir. (L 1-1 ve érten oldugundan L~! mevcuttur.)

ispat (L, :U — V,Ly : V — W ikiizomorfizm ise Ly Ly : U — W bileske dontisimii-

niin bir izomorfizm oldugu gosterilerek ispat yapilir. OJ

Teorem 2.72 Sonlu boyutlu iki vektdr uzayinin izomorfik olmalari i¢in gerek ve yeter sart boyutlari-
nin esit olmalaridir.

Ispat: («<=)V ve W n-boyutlu iki uzay olsun. V ile R™ izomorfiktir ve W ile R™ izomorfiktir (Te-
orem (2.69)). Simdji; Teorem (2.71.c) den dolay1 V ile W izomorfiktir.
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Ispat:(=>)V ile W izomorfik olsunlar. L : V. — W bir izomorfizm olsun ve boy (V') = n olsun.
(Biz boy(W) = n oldugunu gosterecegiz). S = {a1,a2,...,an},V nin bir sirali baz1 olsun.
Simdi T = {L(a1), L(a2),...,L(ay,)} kimesinin W nun bir baz1 oldugunu gosterecegiz. Baz

olmanin iki sartinin saglandigini gosterelim.

Span(T) = W dur: 3 € W olsun. L orten oldugundan bir « € V i¢in L(a) = B dir. a =

aioq + azaz 4 - - - + anp oy, seklinde yazilms olsun. (a; ler tek tiirlii belirlenir).

L(a) = L(aiay 4+ azaz + ... + apay,) —r a1L(a) + azL(a2) + ...+ apnL(ay)

izomorfizm

olup Span(T) = W dur.

T lineer bagimsizdur:

a1L(a1) + azL(o2) + +++ 4+ apL(a,) = Ow olsun. L bir izomorfizm oldugundan L(aioq +
azaz + + -+ + apay) = Ow elde ederiz. Simdi L(0y) = 6w oldugundan (Lemma (2.70)) ve L 1-1
oldugundan ai oy 4 aza2 4 - - - + anpa, = Oy olmahdir. Simdi de, S lineer bagimsiz oldugundan

a1 = az = ... = a, = 0elde edilir. Yani T lineer bagimsizdir.

Sonug olarak; T', W icin bir bazdir. T' kiimesi aslinda S kiimesinin goriintiisiidiir. S kiimesi n-
elemanl oldugundan ve L 1-1 oldugundan T kiimesi de n—-elemanldir. O halde boy(W) = n
dir. 0

Sonug 2.73 V sonlu boyutlu ise ve R™’e izomorfik ise boy (V) = n dir. P, ile R**! ve R,, 11 izo-

morfiktirler; ¢linkii boyutlar1 (n + 1) dir.

Doniisiim Matrisleri

S = {ai,a2,...,an}veT = {B1,B2,...,8n} bir n-boyutlu V vektdr uzay igin iki sirali baz

olsun. a € V igin

_ o _
C2
a = cioq + ceaz + - - - + e seklinde ise [a]s =
- cn -
dir. O halde
[a]r = [cra1 + c2a2 + - -+ + cpap]r = ciar]r + cz2[az]r + ... + cnlon]T.
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aq;
T az;
Simdi [aj]r= } olsun. O zaman
[ Onj |
ai a2 Q1n ailr ai2 -°° Qin 1
az az2 azn az1 a2z -+ Qa2p C2
[a]T:cl . + c2 . +--.+Cn . =
_anl_ _anZ_ _ann_ _anl (2275 B ann_ _Cn_
a1 aiz -+ Qinp
a21 a22 T azn . . . . .
veya P = ] i olmak tizere [a|r = P - [a]s dir. Buradaki P matrisine S-
Anl Ap2 *°* Qnpn

bazindan T-bazina dontisim matrisi denir.

Acaba P singiiler midir, singtiler degil midir?

Bir a i¢in P[a]s = Ogrn olsun. Yani Pla]s = [a]r = Orn dir. Simdi

b1
‘ bs 0
a="b131+ b8+ -+ b3, ise ) =la]r = Orn = | | olur.
- bn - - O -

Yani « = 081 + --- + 03, = Oy dir. O halde [f]s = O~ olur. O zaman PX = 0 homojen
sisteminin tek ¢oziimii trivial ¢oztimiidiir. Buradan P nin singiiler olmadig1 goriiliir (Teorem (1.81)).
Bu durumda [a]s = P~ ![a]r olup P! de T-bazindan S-bazina doniisiim matrisi olur. P~1 in

j—inci kolonu [3;]s dir.

6 4 1 1
Omek 2.74 V = R3 olsun. S = 3|, -11],|5 ve T = ol|,|2],]1
3 3 1 1
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kiimeleri V' nin sirali bazlari olsun. S bazindan T bazina déniisiim matrisini bulalim:

6 2 [ 1] [ 1] 2
ar=|3|=2|0|4+1|2|4+1]|1 | = [ai]r=
3 1 0 1
4 [ 1] 1] 2
az=| -1 |(=2|0|(-D)|2|+1|1 | =[x2]r=]| —1
3 1 0 1 1
2 [ 1] [ 1] [
az = =1(0|+2 +1|1 | = [as]lr=| 2
1 1
2 21 4
P= |1 —1 2 | istenen donisiim matrisidir. Simdi « = | —9 | verilsin. [a]7 yi bulmak i¢in
1 11 5
a y1 S deki vektorler cinsinden yazalim.
4 6 4 5
a=|-9|=1[3|4+2| -1 | —2|5 | olup[a]s = 2 | dir
5 3 3 2 —2
2 21 ] 4
Bu durumda [a|r = P - [a]s = -1 = | —5 | olmaldir. Gergekten de:
1 11 —2 1
2 1]
41 01| -5 +1| 1 | = aeldeedilir.
1 0 1
4
Yani [a]r = | —5
1
T bazindan S bazina doniisiim matrisi (Q diyelim):
3 1 5
2 2 T2
-1 _ 1 1 3
Pm=1-3 -3 2
-1 0 2

57




Boliim 2. Reel Vektor Uzaylar Hiiseyin BILGIC

dir. Kontrol edelim:

[ 6 | [ 4] (5] [2]
3 3 ! 1|5 | =
2 2| -
3 3 2 1
[ 6 | [ 4] (5] [1]
! 3 ! +0|5 | =12
2 2| -
3 3 2 0
[ 6 | [ 4] (5] [1]
5 3 +3 1| +2|5 ]| =11
2 2| -
3 3 2 1

Yani Q = P~ dir.

Ornek 2.75 V = P; uzaymin iki siralibaz1 § = {t — 1,t + 1} ve T = {t,t — 2} olsun.

1 1

N= N

3 1
a2:t+1:§t—§(t—2):>[a2]q~=

N N[

olur. S den T ye doniistim matrisi P = bulunur.

N N[
NIR N[

2
Mesela; a = 5t 4 1 in S bazina gore koordinatlar:: [a]s = [ ] tiir. a nin T bazina gore koordi-
3

IR

olmalidir. Kontrol edelim. Ger¢ekten de « = 5t + 1 = 11t — %(t — 2) oldugu goriiliir. Bu 6rnekte

natlari:

MT=PWM5=[

N N[

T bazindan S bazina dontislim matrisi:

1 3
P_lzlf _f] dir
2 2
1
Omek276 3, = | 0 |,B2= | 1 |,83 = | 0 | olsun. T = {B1, B2, B3}, R3 icin bir bazdir.
0
1 1 2
(Kontrol edin.) S = {a1, a2, a3} diyelim. S den T' ye doniistim matrisi P = 2 1 1 | ise
-1 -1 1

58



Boliim 2. Reel Vektor Uzaylar Hiiseyin BILGIC

S yi bulunuz. (Odev)

2.5 Bir Matrisin Ranki1

aijx a2 -°° Qin

azy Q22 -+ a2y ) _ ) .
Tanim 2.77 A = ] ] ) bir m X n matris olsun. A nin satirlar1 (R,, nin vektor-

aml am2 *** Qmn

leri olarak diisiiniiliirse) R,, nin bir alt uzay_lru dogururlar. Bu uzaya A nin satir uzayi denir. A nin
siitunlar1 da R™ nin vektorleridir ve R™ de bir alt uzay dogururlar. Bu uzaya da A nin siitun uzay:

denir.

Teorem 2.78 Eger A ve B iki tane m X n satir (siitun) esdeger matrisler ise A ile B nin satir (siitun)
uzaylar1 aynidir.

Ispat: (Ispat1 "satir” igin yapiyoruz) A ve B satir esdeger ise B nin satirlari A nin satirlarindan sonlu
sayida elementer satir islemleri ile elde edilmistir. Yani B nin her satir1 A nin satirlarinin bir lineer
kombinasyonudur. O halde B nin satir uzay1 A nin satir uzayi icindedir. Benzer sekilde, A nin satir

uzay1 B nin satir uzayi igindedir. Yani bunlar esittir. 0

Not: Bu teoremi verilen bir kiime tarafindan dogurulan uzaymn bir bazini bulmak igin kullanabiliriz:

Omek2.79 a; =[1 —2 1,az =[-111],a3=[1 —3 3],as =[3 —5 1]veas =[1 —4 5]

olsun. Rg’de S = {a1, a2, ag, ayg, a5} kiimesi tarafindan dogurulan V' alt uzayi igin bir baz bula-

lim. ) )
1 -2 1
—1 11
Cozim: A = 1 —3 3 | matrisi olsun. V' uzayr A matrisinin satir uzayidir. Elementer sa-
3 —5 1
1 —4 5
(1 0 -3 ]
01 —2
tir islemleri uygulanirsa B = | 0 0 0 | matrisi elde edilir. Bu matris indirgenmis satir eselon
00 0
00 O

formdadir. A nin satir uzayziile B nin satir uz_ayl aynudir. B nin satir uzayiiginbirbaz 8; = [1 0 —3]
ve B2 = [0 1 — 2] olmak tizere {31, B2} kiimesidir. Dolayisiyla {31, 82}, V igin bir bazdur.
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Not 2.80 A’y1 indirgenmis satir eselon forma getirmek zorunda degiliz. Fakat (kolaylik agisindan)

eger B matrisi indirgenmis formda ise B nin sifir olmayan satirlar1 V' igin bir bazdur.
Not 2.81 Dikkat edilirse bu metodla elde edilen bazda S nin elemanlar1 olmayabilir.
Ornek 2.82 V uzay1 Py de

S={t*4+t>+2t +1,t* + 2+ 2t + 2,2t + 3+t + 2,1 + 13 — 12 — t}

a1 a2 a3 Qg

kiimesi tarafindan dogurulan uzay olsun. V' i¢in bir baz bulalim.

Coziim: P, ile R5 izomorfiktirler; ¢linkii
L:P,—Rs, L(at*4+bt3+ct? +dt+e)=[a b c d €]

seklinde verilen fonksiyon bir izomorfizmdir. V' uzay1 Rs deki bir W alt uzayina izomorfiktir. Bu W
uzay1 {L(a1), L(a2), L(a3), L(c)} tarafindan dogurulmustur. Simdi W icin bir bazi Ornek 2.79’

daki yontemle bulalim. W uzay1 asagidaki matrisin satir uzayidir.

10 1 21 10 1 20

10 1 2 2 . 01 -2 -320 .
A= . Bunun satir esdegeri B = matrisidir.

21 0 1 2 00 0 01

11 -1 -1 0 00 0 00

Bu durumda W iginbirbaz, 31 =[1 012 0],82=[01 —2 —3 0]veB83 = [0 0 0 0 1] olmak
tizere olmak tizere T' = {31, B2, B3} kiimesidir. V icinbirbazda {L~1(831), L7 1(82), L=1(B3)} =
{t* + t2 + 2t,t3 — 2t%2 — 3t, 1} kiimesidir.

Tanim 2.83 Bir A matrisinin satir(siitun) uzayimn boyutuna A nin satir (stitun) ranki denir. Verilen

bir A matrisinin satir rankini bulmanin kolay yolu:

i .
A e B, "B nin sifir olmayan satirlarinin sayist"= satir-rank (A)
satir eselon form
- - _ L. -
1 2 31 2 1021 3 o0
" 2 1 23 1 . 01 5 —3 1 .
Ornek 2.84 A = matrisi B = matrisine satir es-
3 3 5 4 3 000 O O
1 -1 -1 2 -1 000 O O

degerdir. Yani satir-rank(A) = sati-rank(B) = 2.

Not 2.85 A matrisi m X n matris olsun. boy(R,,) = n oldugu i¢in satir-rank(A) < n dir. Ay-
rica A nin satir uzayr m vektor tarafindan doguruldugu icin satir-rank(A) < m dir. O halde

satir-rank(A) < min{m, n} diyebiliriz.
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Teorem 2.86 Bir A = [a;;] m X m matrisinin satir ranki stitun rankina esittir.

Ispat: a1, a2, . . . , oy, vektorleri A nin satir vektorleri olsun. Yani

a; = [@i1,052, ..y Qin],t =1,2,...,m.

satir-rank(A) = s olsun. {31, B2, . . ., s} kiimesi A nin satir uzayz1 i¢in bir baz olsun.

olsun. Satir vektorlerin her biri 81, B2, . -

Bi = [bil,bﬁ,...,bin],i:1,2,...,8

o] =

a2 =

Ay =

c1181 + ci1282 4+ -+ - + c150s
c2181 + c2282 + - - - + c250s

cm1fB1 + cm2B2 + -+ 4 CcmsBs

diyelim (burada c;; ler tek tiirlii belirlenmistir.) Iki matrisin esitliginden

veya

alj

azj

amj

alj

azj =

C11

C21

Cmil

+ baj

c11b1j + c12b2j + -+ - + c1sbsj
c21b1j + ca2b2j + - - - + casbs;j

leblj + cm2b2j + -+ Cmsbsj

C12

C22

Cm2

+ bsj

Cis

C2s

Cms

(4=

. » B’ lerin bir lineer kombinasyonudur.

1,2,...,n)

A nin her kolonu, s—tane vektoriin lineer kombinasyonudur, bu ytizden siitun-rank(A) < s =

satir-rank(A). Benzer sekilde satir-rank(A) < siitun-rank(A) elde edilir. Yani bunlar esittir. O

Ornek 2.87 A matrisi Ornek 2.84’deki matris olsun. A’nin kolon uzayl A'nin kolonlar tarafindan

dogurulan uzaydir. (R* {in alt uzayidir)

1
2
3

1
satir olarak yazarsak: -

2
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(1 2 3 41 ] (101 —1]
21 3 —1 011 1
A"= 13 2 5 —1 |.A’niindirgenmis satir eselon forma getirirsek: C = | 0 0 0 0
1 3 4 2 0 0O 0
|2 1 3 —1 | |0 0 0 O |
elde edilir. Bu durumda {[1 0 1 —1],[0 1 1 1]} kiimesi A’ niin satir uzay: i¢in bir bazdir ve
C 11 Tol
0 1 . e . .
N kiimesi de A nin siitun uzayz1 i¢in bir bazdir. Yani siitun-rank(A) = 2 dir.
—1 1

Not: A nin satir-ranki, A nin siitun-rankma esit oldugundan bundan sonra kisaca "A nin ranki"

diyecegiz. O halde rank(I,) = n dir.

Teorem 2.88 A ve B esdegerdir <= rank(A) = rank(B)

Teorem 2.89 A, n X n matris olsun. rank(A) = n <= A, I, in satir esdegeridir.
Sonu¢ 2.90 A, n X n matris olsun. A singiiler degil <= rank(A) =n

Sonug¢ 2.91 A,n X n matris olsun. AX = 0 homojen sisteminin trivial olmayan ¢6ziimii var <=
rank(A) < n.

1 2 0

Omek292 A = | 0 1 3 | olsun. A’y1 indirgenmis satir eselon forma getirirsek I5 elde edilir.
21 3

Yani rank(A) = 3 = A singiiler degil. AX = 0 sisteminin tek ¢6z{imii trivial ¢6ztimdir.
1 2 0 1 0 —6

Omek293 A = |1 1 —3 | olsun. Amatrisi | 0 1 3 | matrisine satir esdegerdir. (Bu
1 3 3 00 0

matris indirgenmis satir eselon formdadir.) Yani rank(A) < 3 ve A singiilerdir. AX = 0’in trivial

olmayan ¢oziimii vardir.

Rankin Son Uygulamasi

AX = B, m denklemli ve n bilinmeyenli bir lineer denklem sistemi ve A = [a;;] olsun. Bu sistemi
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asagidaki sekilde de yazabiliriz:

ail ai2 ain b1
a1 azz azn b2
1 . + x2 . + ot xn . =
_a'ml_ _am2_ _amn_ _bm_

Bu durumda “AX = B sistemi tutarhidir (en az bir ¢oztim vardir)" <= “B, A'nin kolonlarmin

bir lineer kombinasyonudur. (Yani B, A'nin kolon uzayina aittir)" diyebiliriz. Yani; AX = B’nin
¢dziimii var ise rank(A) = rank[A:B] dir. Tersine, rank[A:B] = rank(A) olsun. O zaman B,

A’nin kolon uzayimndadir. Yani sistemin bir ¢6ztimii vardir.

Sonu¢ 2.94 AX = B sistemi tutarhidir <= rank[A:B] = rank(A).

(2 1 3| [ o]

Ornek295 | 1 —2 2 x2 | = | 2 | sistemi verilsin. rank(A) = rank[A:B] = 3 oldugu
i 0 1 3 ]|z |

i¢in sistemin ¢ozitimii vardir.
(1 2 3| [ e ]

Ormek296 | 1 —3 4 xy | = | 5 | sisteminin ¢ozlimii yoktur, ¢linkii rank(A) = 2 fakat
| 2 -1 7] | =3 |

rank[A:B] = 3 diir.
Not: S = {a, a2,...,a,} C R, olsun ve A matrisi de j—inci satir1 a; olan matris olsun. Gosteri-
lebilir ki:

S lineer bagimsizdir <= rank(A) = n.

Not: A,n X n matris olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

—

. A singiiler degildir.

2. AX = 0'm tek ¢oztimii trivialdir.

3. A matrisi I,,'ye satir (siitun) esdegerdir.

4. Her B € R™ vektorii icin AX = B nin tek ¢oztimii vardir.
5. A, elementer matrislerin bir ¢arpimidir.

6. rank(A) = n dir.

7. A nin satirlar (stitunlari), R,, de (R™ de) lineer bagimsizdur.

63



ic Carpim Uzaylari

3.1 R?iin Standart i¢ Carpim1

ax

a = | ay | € R3 olsun. Burada R? uzaymu bildigimiz 3-boyutlu kartezyen diizlem olarak diisii-
as

niiyoruz ve asagida inceleyecegimiz kavramlar1 R™ uzaymna ve genel olarak vektor uzaylarina genel-

legtirecegiz. Simdi, R3 de a nin, || ile gosterilen, uzunlugunu (veya biiyiikliigiinii) hesaplayalim.

T3
C
1s"
as
(0] T2
a 1
A a3 5

1

Sekil 3.1: R%de bir vektoriin uzunlugu.

Sekil 3.1’de a uzunlugunu bulmak i¢in O AB dik {i¢geninde Pisagor teoremi uygulanirsa:

2 _ 2 2 — /a2 2
a” =aj t+a, = a= /a7 + a5
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elde edilir. Daha sonra OC B dik tiggeninde Pisagor teoremi uygulanirsa

|a|2 :a2—|—a§:> la| = \/a? + a2 = \/a? + a2 + a2

aq b]_ a; — bl
elde edilir. Egera = | agy | ve B= | by |isea— 3= | ay — by | olup

la — B| = \/((11 —b1)2 4 (az — b2)% + (a3 — b3)2.

Bu a ile 3 arasindaki uzakliktir. Ayn1 zamanda R3 de P(a1, az,a3) ile Q(by, bz, bg) noktalar: ara-

sindaki uzakliktir.

1 —4
Omek3l a= |2 |ve B= 3 |ise|a] = v1dve|a — 3| = v/5%2 + 12 4+ 22 = /30 dur.
3 5

R3 de bir vektdriin yonii bu vektoriin 1 —,z2— ve x3— eksenleri ile yaptig1 acilarin kosiniisleri

verilerek belirtilebilir. Bunlara yon (dogrultman) kosiniisleri denir.

ai b1
Simdi iki vektor arasindaki agiyr bulalm. o« = | ay | ,8 = | by |,0 < ¢ < 7 kabul edelim.
as b3
x3
Q B—a
8 ¢ P
o
T2
(0

L1

Sekil 3.2: R%’de iki vektor arasmdaki aci

Sekil 3.2'de gosterildigi gibi; O PQ tiggeninde kosiniis kurali uygulanirsa:
|PQ? = |a|? 4 |B]* — 2|a| - |B] - cos ¢
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esitligi gecerlidir. |PQ| = |8 — a oldugundan
|o|® + 18]* — |8 — o

cos¢p =
2|al|B
_ai+4aj+ai+b34b3+b5— (by —a1)? — (b2 — az)? — (b3 — a3)®
2|a||8]
_aibi + a2bz + asbs
||| 8]
seklinde bulunur.
1 0
Omek32 a= |1 |,3=| 1 | arasindaki ac1 ¢ nedir?
0 1
Coziim:
1-0+1-14+0-1 1 .
cos ¢ = = — olup ¢ = 60° dir.
V12 +12402-v/02+124+12 2
ai b1
Tanim 33 a = | ap | veB = | by | € R3iki vektor olsun. R¥de v ile 8'min standart i¢ garpim1
as b3

a1b1 + azbz + agbs sayisi olarak tanimlanir ve (a, 3) (veya a - 3) seklinde gosterilir. Bu durumda

ol = V{aa) ve cosé= T“[Q, 0<p<m
(8

oldugu agiktir. Ayrica
a ve 3 diktir (ortogonaldir) <— («a, 3) = 0.

Teorem 3.4 R¥’deki standart i¢ carpim asagidaki 6zelliklere sahiptir.
(@) a # fise (a,a) > 0dir.
(b) (@, B) = (B, )
© (a+B8,7) = (@) + (B;7)

(d (ca, B) = c(a, B)

Ispat: Aligtirma olarak birakiyoruz.

Not 3.5 R% deki (o, 3) standart i¢ carpimina ayni zamanda skaler carpim (veya nokta carpim) denir.
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3.2 I¢ Carpim Uzaylan

Simdi “skaler ¢arpim”, “dik olmak”, “uzunluk” ve “a¢1” gibi kavramlari vektor uzaylarina genelles-

tirelim.

Tanim 3.6 V bir vektor uzayi olsun. Her a, 3 € V ciftini bir (o, 3) reel sayisina esleyen ve asagidaki

sartlar1 saglayan kurala V' nin bir i¢ ¢arpim1 denir.
@ (a,a) >0 (her a # Oy igin)
(b) (e, B) = (B, ) (herc, 3 € V igin)
© (a+B,7) = (@,7) +(B,7) (hera, 8,7 € Vigin)

(d (ca,B) =c{a,3) (hera,B € V veherc € Rigin)

Bu 6zellikleri kullanarak asagidaki 6zelligi de kolayca elde edebiliriz:
(a,eB) = (B, a) = c(B,a) = c(a, B) .
Ornek 3.7 R3’ de daha &nce tanimlanan standart i¢ garpim bir i¢ garpimdar.

Ornek 3.8 R™de standart i¢ carpimi sdyle tanimlayabiliriz:

_ o - _ b, -
a b2
o= ) ve B = ) olsun. (a, 8) = a1b1 + az2bz + - -+ + anby,.
- aln - - bn -
_ ) - _ i}
. .. —2 .
Ornegin o = 5 ve 3 = 0 ise (a,3) =3—4—-6+4=-3
1
Ornek 3.9 V sonlu boyutlu vektor uzay1 ve S = {aq,az,...,a,}, V'nin sirali bir bazi olsun.

a, B € Vicin (o, 8) = ([a]s, [B]s) olarak tanimlansin. « = a1a1 + + - + anan ve 3 = b181 +
oo 4 bpBy ise (o, B) = a1b1 + a2b2 + -+ + apby, olur. Bu tanima gore (o, B3) bir i¢ carpimdr.
(Gosterin)

Sonug 3.10 Her sonlu boyutlu vektdr uzayinda bir i¢ carpim tanimlanabilir.
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Not: R™ deki asagidaki ozelligi ispatlayalim: A = [a;;] n X n matris ve v, € R™ ise
(A~,d) = <’y, A’5> .
Bunu ispatlamak i¢in o, 3 € R™ ise (a, B) = o’ esitligini kullanacagiz. Buradan
(Av,0) = (A7)0 = (v Ao = v/ (A'9) = (v, A’3)
elde edilir.

b1

Ornek 3.11 a = [ a1 ve 3 = [ . € R2olsun. {a, B) = a1b; — az2b; — a1bs + 3azbs olarak

a2

2
tanimlayalim. Bu kural R? nin bir i¢ garpimudir.

(a, ) = af — 2aia2 + 3a§ = arf — 2a1a2 + a% + 2a§ = (a1 — a2)2 + 20%

elde edilir. Simdi, eger o # 0 ise (yani a1 # 0 veya az # 0ise) (o, a) > 0 oldugu goriiliir. Diger

ti¢ 0zellik de saglanir. (Gosteriniz)

Ornek 3.12 V, [0, 1] aralig1 {izerinde tauml, siirekli ve gercel fonksiyonlarin uzayi olsun. f,g € V
icin
1
(r.0) = | 10at)a

olarak tanimlayalim. Bu, V' nin bir i¢ carpimudir. Analiz derslerindeki bilgilerimizi kullanarak bunun

bir i¢ ¢carpim oldugunu gosterelim. Eger f # 0 ise; yani f sifir fonksiyonu degilse:

1
o f) = /0 F(t)?dt >0

oldugunu biliyoruz. Ayrica

(frg) = / F(Ha(t) dt = / g(H)F(t) dt = (g, ) -

1 1 1
(F+g,h) = / [£(£) + g()]h(t) dt = / F(OR(E) dt + / g(t)h(t) dt = (£, h) + (g, h).

1 1
(cf,g) = /0 cf (t)g(t) dt = c /0 F(Bg(t) dt = c(f,g).

Sonug olarak 4 dzellik de saglanmistir. Ornegin; f(t) = t + 1 ve g(t) = 2t + 3 fonksiyonlari igin:
! ! 37
(f,g) = / (t+1)(2t + 3)dt = / (2t? + 5t + 3)dt = 5
0 0

Ornek 3.13 V = R, olsun. o = [a1, az] ve B = [b1, bs] icin (v, B) = a1b1 — a2b; — a1ba + 5a2bs

kurali bir i¢ carpimdir.
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1
Ornek 3.14 V = P olsun. p(t), q(t) € P polinomlari i¢in (p(t), q(t)) = / p(t)q(t) dt bir i¢
0

carpimdr.

Tanim 3.15 Uzerinde bir i¢ garpim tanimli olan uzaya bir i¢ carpim uzay1 denir. Eger bu uzay sonlu-

boyutlu ise Oklidyen uzay denir. Bir i¢ garpim uzayinda o vektoriiniin uzunlugu (veya vektdr normu)

el = V(e )

olarak tanimlanir. (Yani bir vektoriin normu, kendisi ile carpiminin karekokiidiir.)

Soru: ||0|| = 0 oldugunu gosteriniz. (lpucu: 0 + 0 = 0)

Coziim:
(0,0) =(64+0,0) = (0,0) + (0,0)

olup esitligin her iki tarafindan (6, 8) sayis: sadelesirse (8,0) = 0 elde edilir. Uzunluk (norm)
tanimindan: ||0|| = /{0, 0) = 0 elde edilir.

Soru: V bir i¢ garpim uzay1 ise her a € V i¢in (a, 8) = 0 oldugunu gosteriniz.

Coziim: Her a € V igin
(@, 0) = (a,0 + 0) = (v, 0) + (v, 0)

olup esitligin her iki tarafindan (a, 8) sayis1 sadelesirse (a, @) = 0 elde edilir.

Teorem 3.16 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) o ve 8 bir V i¢ carpim uzayinin elemanlari iseler

(@, )" <llell® - 18I

Ispat: Eger a = O ise ||| = 0 ve (e, B) = 0 olup esitsizlik dogrudur. O halde o # 0 olsun. r bir

skaler olsun. ra 4 3 vektoriine bakalim. Bu vektoriin kendisi ile carpimi > 0 oldugundan,
0 < (ra+B,ra+8) =r*(a,a) +2r (o, B) + (8, 8) = ar® + 2br + ¢
diyelim. (a = (o, ) ,b = (o, 8) , ¢ = (3, 8) olsun.)

Eger o ve (3 sabit kabul edilirse ar? + 2br + ¢ = p(r) polinomu > 0 olan bir polinomdur ve en
fazla bir kokii vardir. O halde diskriminant1 < 0 dir. Baska bir deyisle

4b2—4ac<O=>b2—ac<O:>b2<ac

olur. Buradan (a, 3)2 < ||la||? - ||8||? elde edilir. O
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-3
Ornek 3.17 o = 2 | vep = 2 | R3 de iki vektor olsun.
-3 2

(a,8) =1(=3)+2-2-3-2= =5, |a| =+Vv14, |B]=Vv17
olup (e, 8)2 < |l||? - ||B]|? oldugu goriiliir.

Tanim 3.18 « ve (3 bir V i¢ carpim uzayinda iki vektor olsun. Cauchy-Schwarz esitsizligi asagidaki

sekilde yazilabilir.
2
(az,ﬁ) _<1 veya—1< (B _
lle” - 18]l el - 1181l
Bu durumda
cosp= 2P g g
el - 1181l

olacak sekilde bir tek ¢ agis1 vardir. Bu agiya avile 3 vektorleri arasindaki ag1 denir.

Sonug 3.19 (Ucgen Esitsizligi) Eger a ve 3 bir i¢ carpim uzayinda iki vektor ise

[lloe+ B < llal + 1181]] .

ispat:
loe+ B> = (a+Bra+B) = (o) +2(xB) + (8, 5)

= llal® + 2 (e, 8) + 11817

Cauchy-Schwarz esitsizligi der ki: (o, 8) < | (o, 3) | < ||| - || B]|. O zaman

2
loc+ 812 = llel® + 2 v, B) + 1812 < el + 2 | - 181 + 1811% = (llexll + 11511

Her iki tarafin karekokii alinirsa:

e + Bl < lleell + 118l
elde edilir. 0

Not: Buna gore Ornek 3.8 deki Cauchy-Schwarz esitsizligi sdyledir:

n 2 n n
o (o () 5
=1 =1 =1

Ornek 3.12 deki Cauchy-Schwarz esitsizligi soyledir:

(.9)% = ( / " Fe() dt)2 < ( / 1 f2(t)dt> : < / ' g2<t)dt) .
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Ornek 3.20 V = P, olsun. i¢ carpim Ornek 3.14 deki i¢ carpim olsun. p(t) = t + 2 ise p(¢) nin

uzunlugu:
! 19
POl = VoD p0) = [ @+ 22a0 = /%

q(t) = 2t — 3 ise p(t) ile q(t) arasindaki a¢inin kosintistinti bulalim:

1 1
la(@®)]l = \//0 (2t — 3)2dt = \/?, (p(t),q(t)) = /0 (t + 2)(2t — 3)dt = _19

cos b = (p(t),q(t)) _  —29
lp@®Il - lla@®)I  2v19-13

olup

olarak hesaplanur.

Tanim 3.21 V bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. o, 3 € V vektorleri arasindaki uzaklik

d(a, B) = [la - Bl|
seklinde tanimlanir.
Tanim 3.22 V bir i¢ carpim uzay1 olsun. Eger (o, 3) = 0 ise v ile B vektorlerine ortogonaldirler
(diktirler) denir.
PR o
.. ) 0 2 . .
Ornek 3.23 R* de standart i¢ carpima gore o = 0 ve = 5 vektorleri ortogonaldir, ¢linkii
1 0

(a, B) = 0 dur.

Ormek 3.24 V = P, olsun. I¢ carpim, Ornek 3.14 deki i¢ garpim olsun. ¢ ve t — % vektorleri ortogo-

(o-2)= [ oo 3)= [ (-

Not 3.25 Bir V i¢ carpim uzayindaki 8y vektorii her vektore ortogonaldir. Ayrica iki vektor arasin-

naldir; ¢tinkii

daki ac1 g ise bu vektorler ortogonaldir.

Not 3.26 Bir V i¢ carpim uzayindaki bir sabit vektore ortogonal olan biitiin vektorlerin kiimesi, V'

nin bir alt uzayidir. (Gosteriniz, 6dev)

Tanim 3.27 V bir i¢ carpim uzay1 olsun. § C V olsun. Eger S deki her iki vektor cifti ortogonal ise
S kiimesine ortogonaldir denir. Buna ilaveten S deki her vektoriin uzunlugu 1 ise (uzunlugu 1 olan

vektore birim vektor denir) S kiimesine ortonormaldir denir.

71



Béliim 3. i¢ Carpim Uzaylar Hiiseyin BILGIC

Not 3.28 Eger a # 0 ise v ile ayn1 yonde (yani aralarindaki agi sifir olacak sekilde) bir birim vektor

her zaman vardir. 3 = n olsun. Simdi
e"
a  «a (o, o) e
mw=¢wwvwﬂ,>= — el
el llex]] llexl] - llex]] el

olur. Yani 3 bir birim vektordiir. Ayrica acile 8 arasindaki aginin kosintisii 1 dir. Cilinkii

(@.8) _{mn) _ (ea) _faf? _
fol- 181 = Tl flal? _ lial?

Yani o ile 8 ayn1 yondedir.

1—=¢=0°

cos ¢ =

Ornek 3.29 R™ ve R,, in standart bazlari ortonormal kiimelerdir. (Standart i¢ carpima gore)

Teorem 3.30 S = {1, a2,...,a,} kiimesi bir V' i¢ carpim uzayinda ortogonal olsun ve her k igin
ap, # 0 olsun. O zaman S lineer bagimsizdir.
ispat: aioq + azaz + -+ 4+ apo, = 6 olsun. Bir a; € S alalim ve bu esitligin her iki tarafinin o

ile i¢ garpimini hesaplayalim.
(a1a1 + azaz + -+ + a;a; + - -+ + anan, ;) = (0, ;) =0
elde ederiz. Son esitligin sol tarafin1 diizenlersek:

ay (a1, 0;) +az (az, ;) + -+ - + a; (@3, 3) + -+ + an (Qn, ;)
N—— N—— —— N——
0 0 >0 0
elde ederiz. S ortogonal oldugu igin bu ifade a; (a;, a;) ye esittir. Yani a; (o, o;) = 0olup (o, o) 7#
0 oldugundan a; = 0 elde edilir. Buislemi < = 1, 2,...,nigin yaparsaka; = az = -+ =a, =0

bulunur. Yani S lineer bagimsizdur. O

Ornek 3.31 [—m, 7] araligindaki siirekli fonksiyonlarm uzay1 V olsun. f,g € V igin

U@=[ﬂmwa

kurali tanimlansin. Bu kural V' nin bir i¢ carpimidir. (Gostermesi kolay). Simdi asagidaki fonksiyon-
lar1 diistinelim.

1,cost,sint, cos 2t,sin 2t, ..., cos(nt), sin(nt), - - - (3.1)

Bu fonksiyonlarin hepsi V' nin elemanlaridir. Asagidaki bagintilar dogrudur:

/ cos(nt) dt = / sin(nt) dt = / sin(mt) cos(nt)dt = 0 her m, n igin.

—Tr —T —T

/ cos(mt) cos(nt) dt = / sin(mt) sin(nt) dt = 0 her m # n igin.

—T —T

Yani f # gise (f,g) = 0 duir. Yani (3.1) deki fonksiyonlardan segilen sonlu bir kiime ortogonaldir. O

halde Teorem 3.30’dan dolayz, (3.1) deki fonksiyonlardan segilen sonlu bir kiime lineer bagimsizdar.
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ALISTIRMALAR

1.) V,n X n matrislerin reel vektor uzayi olsun. (A, B) = Tr(B’A) olarak tanimlanan fonksiyon

bir i¢ carpimdir, gosterin. (Tr iz fonksiyonudur; bkz. Ornek 1.19)

2.) V = R3 olsun. Standart i¢ garpim verilsin.

1 a
(@) a’ninhangi degerleri i¢cin o = 1 | veB = | —1 | vektorleri ortogonaldir.
—2 2
1/v2 a
b) a= 0 ve3 = | —1 | olsun. a ve bnin hangi degerleri i¢in {, 3} kiimesi ortonor-
1/V/2 —b

maldir.
3.) V,Ornek 3.14 deki uzay olsun.
(@) a’min hangi degerleri i¢in p(t) = 3t + 1 ve q(t) = at vektorleri ortogonaldir.

(b) a ve b'nin hangi degerleri i¢in p(t) = 3t 4+ 1 ve q(t) = at + b vektorleri ortogonaldir.

3.3 Gram-Schmidt Yontemi

Bu kisimda her Oklidyen V uzay1 i¢in ayni zamanda ortonormal bir kiime olan bir S bazi elde edile-

bilecegini gosterecegiz. Boyle bir baza ortonormal baz denir. Boyle bir baz bulmak igin kullandigimiz

yonteme de Gram-Schmidt Yontemi denir.

Teorem 3.32 (Gram-Schmidt Yontemi) V' bir i¢ carpim uzay1 ve {8} # W alt uzayi da baz1 S =
{a1,az,...,an} olan bir alt uzay olsun. O zaman W nun bir T' = {~1,72,...,7¥n} ortonormal
bazi vardir.

Ispat: Ispati adim—adim yapacagiz. Once T* = {31, B2, - - - ; Bn} ortogonal bazini bulacagiz. 31 =
a; diyelim (Baska bir a; de segilebilir.) §imdi W nun {a, a2} tarafindan gerilen W3 uzayinda bir
B2 vektorii artyoruz oyle ki B2, 31 e ortogonal olmali. 31 = oy oldugundan W; = Span{3, a2}

dir. B2 = @131 + a2 seklindedir. a; ve a2 yi dyle segeriz ki (81, B2) = 0 olur.

0 = (B2, 81) = (a181 + az2a2, B1) = a1 (B1,01) + az (a2, B1) -
Simdi 81 # 6 oldugundan (31, 81) # 0 dir. O zaman
<O{2, /61>

a; = —agz———

(B, By
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Burada az’ye sifirdan farkl degerler verilebilir. az = 1 alalim.

alZ—M: ﬁ2:a161+a2:a2—M[31

(:61’61> </61’ /81>

Simdi, {81, B2} , W nun ortogonal bir kiimesidir. Simdi de hem (3;’e hem de 3, ye ortogonal olan ve

Span{ai, oz, ag} = Ws uzayinda bir 33 eleman ariyoruz. Wo = Span{31, B2, a3} oldugundan

53 = blﬂl =+ bzﬁz + b30£3 dir. b3 = 1 alalim.

0 = (B3,81) = (b1B1 + b2B2 + a3, B1) = b1 (B1, 1) + (a3, B1)
0 = (B3, B2) = (b1B1 + b2B2 + a3, B2) = bz (B2, B2) + (a3, 32) .

Buradan: by = —igi’:g}ll;, by = —ig:”’gz; bulunur.
_ (e, B1) . (as,B2)
Ps = as (B1,B1) & (B2, B2) Pa.

Bu durumda {31, B2, 83} C W ortogonaldir. Benzer sekilde

(aq, B1) (ag, B2) (aq, B3)
Bs=as— ——P1— 5 B2— 5 Fs-
(B1, B1) (B2, B2) (B3, B3)
Bu sekilde T* = {81, B2, . . . , Bn} ortogonal kiimesi bulunur.
Teorem 3.30’dan, T* kiimesi, W uzay1 i¢in bir bazdir. §imdi¢ = 1, 2, ..., nigin
= Bi
1Bill
dersek, T = {~v1,72,- - -, Yn} kiimesi, W uzay1 igin ortonormal bir baz olur. O
1 —1 —1
Omek333 a3 = | 1 |,z = 0|, as = 2 | olsun. R? uzayi icin S = {au, a2, as}
1 —1 3

bazin diistinelim. Simdi S’yi T' = {v1, Y2, ¥3} ortonormal bazina dontistiirelim.

1
B = og = 1
1
(a2, Ba) -t 2 ~1/8
_ _\e2,P1) o _—“ _
B2 = o2 (,31,51>ﬂ1 0 3 1 2/3
1 1 ~1/3
(s, B1) . (o, Ba) B T A -2
_ _\es,P1) o0 \98,P2) 5 _ 2 _4/e _
s = o= 8 B0 T By, Ba) 2| 75| Y| Tepe| 3
3 1 ~1/3 2
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Simdi, {31, B2, 83} ortogonal bir bazdir. Her bir 3;’yi bir sabitle ¢arparsak yine bir ortogonal baz

1 —1 —2
elde ederiz. Yani 1, 21, 0 kiimesi de R3 igin bir ortogonal bazdir. Ortonormal
1 —1 2

baz i¢in her bir 8; kendi uzunluguna boliintir:

1//3 —-1//6 —1/v/2
1/vV3 |,| 2/v6 |, 0
1/v/3 —-1//6 1//2

kiimesi de R3’iin bir ortonormal bazidir.

Ornek 3.34 V = P; olsun. (Daha &nce tanimlanan i¢ carpimla birlikte.) W da § = {t2,t} tara-
findan dogurulan alt uzay olsun. W igin bir ortonormal baz bulalm. a; = t? ve az = t diyelim.

B1 = a1 = t? olsun.

(a2, B1)

B2 =042—7<ﬂ 3 >61 dir.
1s M1
1 1 1 1 1
(B1, B1) :/ t2t? dt:/ ttdt = - ve (as,B1) :/ tt?dt = = bulunur.
0 0 5 0 4
Buradan
1/4 5 1 5 .)\2 1
B2 = ag — 1;5152 =t— Zt2 ve (B2,B2) = /0 (t — 4t2) dt = 18 bulunur.
Sonug olarak:
i)~ V5V (- 0
, = V= /B2 Va8 ([t — —t
{”,31“ I B2]| 4

istenen ortonormal bazdir. Eger oy = t ve aa = t? segilseydi { V/3t,4/30 (2 — %) } ortonormal

bazi bulunurdu. (Kontrol ediniz.)

Not 3.35 Gram-Schmidt yonteminde vektorleri bulduktan sonra normallestirmek (uzunluklarini 1
yapmak) yerine vektorii bulur bulmaz normallestirilip bir sonraki vektdr bulunabilir. (Bagka bir yon-

tem )

Teorem 3.36 V, n-boyutlu bir Oklidyen uzay, S = {a1, a2,...,a,} de V nin bir ortonormal bazi

olsun. Eger
a = ajay + azaz + -+ +apa, ve B =bai+baz+ -+ byay,

ise <O£, B> = (llbl + a2b2 4+ 4 anbn dir.
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1, 1 =jise
0, @ # jise

Ispat: S ortonormal oldugundan (a;, ;) = { dir. O halde

(a, B) = (@101 + azaz + - -+ + anan, biags + baas + - - - + bpay,)
= a1b; (a1, 1) + a1bz (1, a2) + - -+ 4+ a1by, (a1, o)

+ a2by (a2, a1) + azbs (a2, a2) + + -+ + azb, (a2, ay)

+ anbl (an7 O’.1> + anb2 <an7 0{2> + oo+ anbn <an7 an)
= aiby + azbz + -+ anby 0

Sonug 3.37 T, bir V' vektor uzayinin ortonormal bazi ve o € V igin

aj

a2 - 2 2 :
[a]r = : ise |la|| =1/af+ a5+ -+ a2 dir

an

Ornek3.38 V = Rz olsun. W da § = {[2 1 1],[1 1 2]} tarafindan dogurulan alt uzay olsun.
a =[5 3 4] € W olsun.

[534]:2[211]+1[112]=[534]5=[i]

bulunur. @’'nin uzunlugu ||| = v/52 + 32 + 42 = /50 dir. S’ye gore koordinat vektoriini kul-
lanirsak ||a|| = /22 + 12 = +/5 bulunur ki bu yanlistir; ¢iinkii S, ortonormal olmaliydi. S’yi

ortogonal yaparsak (Gram-Schmidt yontemini kullanarak):

{[2 1 1],[—‘; 1 7”veya{[2 11],[-4 17}

bazini buluruz. Bu bazi ortonormal hale getirirsek:

SN CEa)
%

bulunur. Simdji, [a]r = 6 olup (kontrol edin) ||||’y1 bu koordinat vektoriine gore hesap-

6

17v6\>  [v66\° /1800

bulunur; ki bu da dogru cevaptir.

larsak:
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Teorem 3.39 S = {1, az,...,a,} kiimesi bir V' vektor uzayi i¢in ortonormal bir baz ve o € V'
olsun.z = 1,2,...,nicin ¢; = (o, a;) olmak tizere
o =ciay + csag + - -+ + e, dir

(Bu teorem bir elemanin bir ortonormal baza gore koordinatlarini kolayca bulmamiza yarar.)

1/3 2/3 2/3
Ornek 3.40 S = 2/3 |, 1/3 |, | —2/3 R3 i¢in bir ortonormal bazdir. Bu baza gore
2/3 —2/3 1/3
15
a = 3 | vektoriiniin koordinatlarin1 bulalim. (S nin elemanlarina, sirasiyla, a1, a2 ve ag diye-
3

lim.) Teorem 3.39 kullanilirsa; 2 = 1, 2, 3 i¢in ¢; = (o, a;) hesaplanir:
.1 [1/3
c]_:< 135 , 2/3:|>:9,
L 3 . | 2/3

151 [ 2/8
< ki ,| 1/8 ]> =9,
L3 1" [ —2/3

Cy =
k1 [ 2/3
(33:< 135 ) —2/3:|>:9
L 3 | 1/3
Kontrol edelim:
15
9a1 + 9a2 + a3 = 3 = Q.
3
ALISTIRMALAR
1 0 1
1.) Gram-Schmidt yontemini kullanarak R3 de 1,1 ],] 2 bazini ortonormal baza
1 1 3
geviriniz.

2.) P; uzayi igin {1, t, t*} bazin1 ortonormal baza geviriniz.

1
3)V = Pyolsun. (f,g) = / f(t)g(t) dt olarak tanimlansin. {1, t, t2} standart bazini ortonormal
—1

baza geviriniz. (Boyle elde edilen polinomlara Legendre polinomlar: denir.)

-3 -1
4)R3de S = o, 2 tarafindan dogurulan uzay W olsun. a = 2 | olsun.
—2 1 -3
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(@) anin uzunlugunu direkt olarak bulunuz.
(b) S’yibir T ortonormal bazina doniistiirtiniiz.

(c) anmn uzunlugunu T ye gore koordinat vektoriinii kullanarak bulunuz.
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Lineer Donistmler ve Matrisler

4.1 Tanim ve Ornekler

Tanim 4.1 V ve W iki vektor uzay1 olsun. L : V' — W bir fonksiyon olsun. Eger
a) Hera, 8 € Vigin L(a + 3) = L(a) + L(B) ve

b) Herc € Rvehera € Vigin L(c - a) = ¢ L(«) ise

L’ye V’den W'ya bir lineer doniisiim denir. Eger V' = W ise L’ye V iizerinde bir lineer operator

denir.
Dikkat:
Lla+p8) = L)+ LB), Lc-a) = c-La)
1 4 4 {
V deki W daki V deki W daki
toplama toplama skaler carma skaler carpma

Eger Tanim 2.68 gozoniine alinirsa sunu yazabiliriz:

L : V — W lineer doniisiim + 1-1 + Orten <= Izomorfizm

Lemma4.2 L : V — W fonksiyonunun bir lineer doniistim olmasi i¢in gerek ve yeter sart her
a,b € Rveher o, 8 € Vicin L(aax 4+ b3) = aL(a) + bL(B) olmasidir.
Ispat: (=) L bir lineer dontisiim olsun.

L(aa 4+ bB3) = L(aa) + L(bB) = aL(a) + bL(3)

olup ispat tamamlanur.
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Ispat: (<) Simdidehera,b € Rveher a, 3 € V igin L(aa+b8) = aL(a)+bL(B)olsun.a = 1,
b = 1 alimirsa L(a+ 8) = L(a) + L(3) elde edilir. Ayricab = 0,a = cdersek L(c:-a) = ¢+ L(«)

bulunur. O
al al ] bl
Ormek 4.3 L:R3 —» R?, L as = [ “ ] olsun.aa= | ay | ve 3= | by | olsun.
a
as 2 as b3
a b _
Lo ai + by ai b1
La+B8)=L||a+b | | = = + = L(a) + L(B).
az + by as b2
asz + b3 -
Ayrica cay
L(ca) =L cas = ! ZZI ] =c ! Zl = CL(CY)
cas 2 2

Yani L bir lineer dontistimdiir. L’ye bir projeksiyon (izdiistim) denir. Ciinkii P(a1, a2, a3) noktasi-

nin L altindaki goriintiisii; ucu bu nokta olan 3-boyutlu dogrunun R2deki golgesidir.
Ormek 44 L : P, — P, L(at? + bt + ¢) = 2at + b olsun. L bir lineer doniisiimdyir.

Ormek 45 L : R3 —» R3 , r € R bir skaler olmak iizere

aj aj
L a2 =T az
as as

olsun. L, R? de bir lineer operatordiir. (Kontrol ediniz) » > 1 ise L'ye uzama, 0 < r < 1 ise

biiziilme denir. Clinkii; » > 1 ise vektor uzar, 0 < r < 1 ise btiziilir.
Ornek 4.6 L : P, — R,
1
L(at®> + bt +c) = / (at? + bt + c)dt
0
olarak tanimlanan L, bir lineer dontistimdiir. (GOsteriniz.)

Ornek 4.7 L : R® — R2?,

a a
. ! 10 1 !
a - a
2 01 —1 2
as as

seklinde tanimlanan L bir lineer dontisimdiir. Gosteriniz.
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Ornek 4.8 A bir m X n matrisise L : R® — R™, L(a) = A - a fonksiyonu her zaman bir lineer

e[ ]) =

R? de bir lineer operatordiir. L'ye z-eksenine gore refleksiyon (yansima) denir. (Sekil 4.1)

dontisimdtir. Gosteriniz.

Ornek 49 L : R? — R2,

Yy
(a1,a2)
(8%
5 T
L(a) (al, —az)
Sekil 4.1:

Ornek 4.10 L : R?2 — R?,

I x | cos¢p —sing T
Yy B sing cos¢ ]

dontistimii bir o vektoriinii ¢ acis1 kadar dondiirmekle elde edilen doniistimdiir. Bu dontistime bir

rotasyon (donme) denir. (Sekil 4.2) Bu dontisiim baslangi¢ noktas: orjin ve ug noktas1 P(«,y) olan

vektorii, uzunlugunu degistirmeden, saatin ters yoniinde ¢ agis1 kadar dondiirtip, baslangi¢ noktasi

orjin ve ug noktas1 P’(z’, y") olan vektore dontistiiriir.

y
P'(x',y’)
L(a) \
) P(x,y)
«
xr
o
Sekil 4.2:
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Ornek 4.11 L : R3 — R3,

ai a; +1
L as = 2as olsun.
as as
ai | [ by
a=|ay | ,8=| by | olsun.
as | | bs
a1-|—b1_ a1 +b1+1
Lla+pB)=1L az + b2 = | 2(az2+b2)
as + bs | az + b3
fakat
a1 +1 by +1 ay + by + 2
L(a) + L(B) = 2az + 2b2 = | 2(az+b2) | #L(a+pP)
ag bs asz + b3

olup bir L bir lineer dontisiim degildir.

Omek4.12 L : Ry — Ry, L[a; a2] = [a? 2a2] seklinde verilen L bir lineer déniigiim miidiir?
Neden?

Coziim: Odev

Teorem4.13 L : V — W bir lineer doniisiim ve V' de n-boyutlu bir vektdr uzay: olsun. § =
{a1,a2,...,ay, }, V nin bir bazi olsun. « € V ise L(«) eleman1 { L(a1), L(a2),..., L(ayn) }
elemanlari tarafindan tamamem belirlenir.

ispat: a € V ve Sbirbazoldugundan ai, as ..., a, belirli sayilar olmak tizere o« = a1ov1 +aza2+

-+ + 4+ anay seklinde yazabiliriz. Simdi; L lineer dontisiim oldugundan:
L(a) = L(ayay + azaz + -+ - 4+ anoy) = a1 L(ay) + azL(az) + -+ 4+ apnL(ay,)

olup L(a) elemani L(a), L(a2), . .., L(ay,) tarafindan tamamen belirlir. O

Not: Bu teoremi soyle ifade edebiliriz: L : V. — W ve T : V — W iki lineer doniistim olsun.
S ={ai,a2,...,a,}, V nin bir bazi olsun. Eger her ¢ = 1,2,...,nicin L(a;) = T(a;) ise o

zaman her a € V i¢in L(a) = T'(ex) duir; yani L = T dir.

Ornek4.14 L : Ry —+ Ry bir lineer doniigiim olsun. iy = [1 0 1 0, 2 = [0 1 — 1 2],

a3 =1[0221],as=[100 1]veS = { a1, a2, a3, aq }, R4 in bir baz1 olsun. Simdi

L(al) = [1 2], L(az) = [0 3], L(Olg) = [0 0], L(a4) = [2 0]
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verilsin.a = [3 —5 —5 0] ise L() nasil hesaplanir? Bunun i¢in 6nce a elemani S’deki vektorlerin
lineer kombinasyonu olarak yazilir. Bir takim hesaplamalardan sonra o = 2a; + a2 — 3az 4+ oy

elde edilir ve daha sonra:
L(a) = L(2a1 + a2 — 3ag + ay) = 2L(a1) + L(a2) — 3L(a3) + L(ay) = [4 7]
bulunur.

Teorem 4.15 L : V. — W bir lineer dontistim olsun.
(@) L(6v) = 6w

(b) L(ax — B) = L(ax) — L(B) dir. (Her a0, 3 € V igin.)

Ispat: Lemma 2.70'in ispatinin aynusidir.

4.2 Bir Lineer Doniisiimiin Cekirdegi ve Goriintiisii

Tanim 4.16 Eger bir lineer dontisiim, fonksiyon olarak 1-1 ise, bu dontisiime 1-1 lineer dontisiim

denir. L : V. —— W bir lineer dontisiim olsun.
o # Oy —> L(Oél) # L(Otz) veya L((Xl) = L(Oéz) — 01 = Q02
onermesi dogru ise (her a1, a2 € V icin) L 1-1 dir deriz.

ai a1 + as ay b1
= olsun. a1 = L Qg =
as a; — az a2 b2

olsun. L(a) = L(az) oldugunu kabul edelim: Buradan

Ornek 417 L : R? — R2, L (

a1 +az = by + by

—> 2a1 = 2b; —> a1 = b1 = a2 = by
a; — a2 = b1 — b2
olup oy = a2 dir. Yani L, 1-1 dir.

ai
Omek 4.18 L : R® — R2, L as = [ o ] olsun. L
az

as 3 -2

w
I
~
w

olup L,

1-1 degildir.
Tanim 4.19 L : V — W bir lineer doniistim olsun L nin ¢ekirdegi
Cek(L) ={a €V :L(a) =0w}

kiimesi olarak tanimlanir. L(6y) = 0w oldugundan (Teorem 4.15) 6y € Cek(L) olup, gekirdek en
az bir elemanlidir; yani Cek(L) # 0.
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Ornek 420 L : R3 — R2, Ornek 4.18'deki doniisiim olsun.

L 0 = [ g ] olup | 0 | € Cek(L). Fakat 2 Z Cek(L).
2 —1

Acaba Cek(L) kiimesini nasil bulabiliriz?
a
! al 0
L as = = — a3 =az=0

bulunur. a3 € R keyfi secilebilir. O halde

Cek(L) 0|:a€eR (Yani Cek (L), z—ekseninin kendisidir. )

a
Teorem 4.21 L : V. —— W bir lineer doniisiim olsun
(@) Cek(L), V nin bir alt uzayidur.
(b) L1-1dir <= Cek(L) = {6y}

Ispat (a) a, 3 € Cek(L) ve c € Rolsun. a + 3 € Cek(L) ve ca € Cek(L) oldugunu gosterelim.
(Teorem 2.16 kullanilacaktir.) o, 8 € Cek(L) oldugundan L(a) = L(B) = 6w dur. Simdi:

L(a+ B) = L(a) + L(B) = 6w + 0w = 0w = a + B € Cek(L)
L(ca) = cL(a) = cOw = Ow (bkz. Teorem 2.11.b) = ca € Cek(L)
olup Teorem 2.16’dan dolay1 Cek(L), V nin bir alt uzayidir.
Ispat (b) (=) L 1-1 olsun. Cek(L) = { 0y } oldugunu gosterecegiz. o € Cek(L) alalim. L(c) =
Ow dur. L(0y) = 0w oldugundan ve L 1-1 oldugundan @ = Oy olmalidir. O halde Cek(L) =
{ov }.
Ispat (b) (<=) Cek(L) = { 6y } olsun. L nin 1-1 oldugunu gosterecegiz.
L(al) = L(Ocz) — L(al) — L(Oﬂz) = Ow

—— L(a1 — Ozz) = Ow

= a1 — az € Cek(L) (Teorem 4.15.b)

= a1 — oy = Oy

— 1] = O3
olup L 1-1 dir. O
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1

Omek 422 L : P, — R,L(at?> + bt + ¢) = / (at? + bt + ¢)dt lineer doniisiimii verilsin.
0

Cek(L) uzaymu (ve boyutunu) bulalim.

Coziim: a € P, alalm. a = at? + bt + c olsun. Eger a € Cek(L) ise L(a) = Og = 0 olmalw.

toa atd  bt? a b
L(a):/(at +bt4e)dt=—+ —+ct| =—4+-—4+c=0
0 3 2 0 3 2
bulunur. Yani ¢ = —5 — g dir. O halde

Cek(L):{at2+bt—+—<—§—Z> :a,beR}

ktimesidir. Cek (L) nin boyutunu bulalim. Simdi

a b 1 1
t2 + bt —C_ ) =al(?-Z ble— =
T +< 3 2> a( 3>+ ( 2)

olup Cek(L)’deki her vektor ay = 2 — % veop =t — % vektorlerinin bir lineer kombinasyonudur.
Yani Cek(L) = Span({ a1, az }). Ayrica bu vektorler lineer bagimsizdir (¢tinkii birisi digerinin
kat1 degil). O halde boy(Cek(L)) = 2 dir. Ayrica, Teorem 4.21.b’den L 1-1 degildir.

Tanim 4.23 L : V — W bir lineer doniisiim olsun. L nin goriintiisii (veya V nin L altindaki
goriintiisii)
G(L)={weW: BirveVignL(v) =w}

kiimesi olarak tanimlanir. Yani 8 € G(L) ise bir o« € V bulunabilir; 6yle ki L(a) = B dir. Eger

G(L) = W ise L’ye orten (lizerine) lineer doniistim denir.

Teorem 4.24 L : V — W bir lineer dontisiim olsun. G(L), W nun alt uzayidir.
ispat: B1, B2 € G(L) olsun. O zaman bir a1, a2 € V igin L(a;) = (31 ve L(az) = B2 dir.

L lineer

B1 4+ B2 = L(ay) + L(az) m Loy + a2)

olup a1 + a2 € V oldugundan 3; + B2 € G(L) dir. Simdi de ¢ € R olsun.

L lineer

cfB1 = cL(a1) L(car)

dontstim

olup ca; € V oldugundan ¢3; € G(L) dir. O halde, Teorem 2.16 dan dolay1 G(L), W nun bir alt

uzayidir. O
ai
.. a
Ornek 4.25 L : R® — R2, L as = ! ! ] olsun. L 6rten midir?
az
as

85



Boliim 4. Lineer Doniisiimler ve Matrisler Hiiseyin BILGIC

ai

Cozim: 8 = [ :l € R?alalm. @ = | a, | ve L(a) = B olacak sekilde a € R3 ariyoruz (her
as

¢, d igin).

L(a):[;b:]:[(j]éalzc,azzd

secilirse L(a) = B3 olur. (a3 herhangi bir say1 secilebilir). Yani L 6rtendir. Bu durumda G(L) = R?
olup boy(G(L)) = 2 dir.

1
Ornek4.26 L : P, — R,L(at®> + bt +c) = / (at? 4 bt + c¢) dt lineer dontisiimii verilsin. L
0
orten midir? boy(G(L)) =7

Coziim: r» € R verilsin. L(a) = r olacak sekilde a € P» bulunabilir mi? a = at? + bt + c olsun.
o, a b
L(a) :/ (at® + bt + ¢)dt = §—|—5+c
0

bulunur. Eger (mesela) a = b = 0ve ¢ = r alinirsa L(a) = r olur. Yani L ortendir. boy(G(L)) =1
dir.

ai 1 1 ai
Omek4.27 L :R® — R3, L as =11 2 as | ile tanimlanan doniisiim orten
as 2 3 as
midir? boy(G(L) =7
Coziim: Verilen her 3 = | b | € R3icin L(a) = B olacak sekilde « € R3 bulunabilir mi?
c
ai
a = | ay | olsun.
as
10 ai a1 + a3
Lla)=|1 1 2 as | = | ai+a2+2a3 | = | b
2 1 as 2a71 + as + 3asg c

Simdi ek matrisi indirgenmis satir eselon forma getirelim:

101 : a 10 1 : a
112 :b|l—|011: b-—a
21 3 : ¢ 0 00 : c—b—a
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Yani sadece ¢ — b — a = 0 oldugundan bir ¢6ziim vardir. O zaman L 6rten degildir. Simdi G(L) igin

bir baz bulalim:

ai a1 + asg 1 0
L a- = a1 + as + 2as3 =a1|1)|+az2|1 ]| +az| 2
as 2a1 + as + 3ag 2 1
olur. Yani
1 0
1,17,
2 1

kiimesi G (L)’yi dogurur. Ugiincii vektor ilk iki vektoriin toplami ve ilk iki vektor lineer bagimsiz
oldugu i¢in (biri digerinin kat1 degil), ilk iki vektor bir baz olusturur. O halde boy(G(L)) = 2 olur.

—a
Not 4.28 Son ¢rnekte boy(Cek(L)) = 1 bulunur ve | —a | (@ € R) seklindeki vektorlerden

a
olusur. (Kontrol edin.)

Omek 429 L: Ry — R3, L ([a1,a2,a3,a4]) = [@a1 + a2, a3 + a4, a1 + asg] olarak tanimlansin.
G(L) icin bir baz bulunuz.

Cozim: L ([a1, a2, as,a4]) = a1[1,0,1] + a2[1,0,0] 4+ a3[0,1,1] 4 a4[0, 1, 0] olup
{ [1, 0, 1], [1, 0, 0], [O, 1, 1], [0, 1, 0] }

kiimesi G (L) yi dogurur. Bu kiimedeki vektorlerden lineer bagimsiz olanlari bulalim:
10 1 00

matrisini indirgenmis satir eselon forma getirirsek elde ederiz. Yani

S = O =

10 010
01 0 01
01 0 0O

{[1,0,0],]0,1,0],[0,0,1] }

kiimesi G(L) igin bir bazdir. boy(G(L)) = 3 olup L ortendir.

Not: Ornek 4.27’de gordiik ki

’ boy(Cek(L)) + boy(G(L)) = boy(L’nin tanim kﬁmesi)‘

Teorem 4.30 L : V. — W bir lineer doniisiim ve V, n-boyutlu bir uzay ise
boy(Cek(L)) + boy(G(L)) = n.
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Ispat: k = boy(Cek(L)) diyelim.

k = nise: O zaman Cek(L) = V dir. = her a € V i¢in L(a) = 0w — G(L) = {w} —
boy(G(L)) = 0 olup esitlik dogrudur. (n + 0 = n)

1 < k < nise:boy(G(L)) = n — k oldugu gosterilecek. {a1, a2, ..., ar}, Cek(L) icin bir baz ol-

sun. Bunu S = {1, az,..., a, 41, - , @y} bazina genisletebiliriz (V igin). Bu durumda ispat
T = {L(ok+1), L(agy2), - . ., L(ay)} kiimesinin G(L) igin bir baz oldugu gosterilerek tamamla-
nir. (Ayrintilar athiyoruz.) 0

Tanim 4.31 L : V — W lineer dontisiim ise boy (Cek(L)) sayisina L'nin sifirlig1 denir.

Sonu¢ 4.32 L : V — W bir lineer dontisiim ve boy (V') = boy (W) olsun.

(a) L 1-1 ise ortendir.

(b) L orten ise 1-1 dir.

Not: A = [a;j],m X n matris ise L : R — R™, L(a) = A« seklinde bir lineer dontisiim
tanimlanabilir. AX = B, m—denklemli, n-bilinmeyenli sistem ise AX = B nin ¢oztimiinii bulmak
demek, verilen B € R™ i¢in L(X) = B olacak sekilde X € R™ bulmak demektir. O zaman
Cek(L) = {X € R* : L(X) = AX = 0} oldugundan Cek(L), AX = 0 homojen sisteminin
¢oztimlerinden olusur. Ayrica G(L), A nin kolonlar1 tarafindan dogurulan, (R™ nin) alt uzayidir.

Yani

G(L) = (A'min kolon uzay1) | olup ’boy G(L) = rank(A) ‘ olur.

Teorem 4.30’dan:

'boy(Cek(L)) = n — rank(A). |

Yani

(AX = 0 homojen sistemin ¢6ziim uzaymin boyutu) = n — r| (r = rank(A))

Teorem 4.33 L : V. — W lineer doniigiimiiniin tersi vardir <= L, 1-1 ve 6rtendir. Ayrica L~}

de bir lineer doniigiimdiir ve (L~1)~! = L.

aq 1 11 ai
Omek4.34 L : R® — R3, L as =12 21 a, | olarak tanimlansin. Cek(L) =
as 011 as

{6} oldugu kolaylikla gosterilebilir. Yani L, 1-1 di

fonksiyonunu bulalim.

. Ayrica drten olup (Sonug 4.32) tersi vardir. L™1

=

al bl
La)=L| | a | |=8=] b
as b3
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Daha sonra,
ay+az+az3 =b
2a1 + 2a9 + ag = bs sistemini a1, az, az’e gore ¢dzeriz.
az + as = bs

Devaminda sunu buluruz:

b1 (11 1] [b 1 0 —1|[b
L1 by = |2 21 b |=| -2 1 1 by
bs (011 bs 2 -1 0| bs
[ by — b
= —2b1 + bz + b3
| 261 — b

Teorem 4.35 L : V — W lineer doniistimiiniin 1-1 olmas: icin gerek ve yeter sart V' deki lineer
bagimsiz her kiimenin goriintiisiiniin W da lineer bagimsiz olmasidir.
Ispat: (=) L 1-1 olsun. S = {a1,az2,...,ar} C V lineer bagimsiz bir kiime olsun. Biz T =

{L(a1),...,L(ag)} C W kiimesinin lineer bagimsiz oldugunu gosterecegiz.

a1L(a1) + -+ axLl(ag) = 0w = L(a1a1 + azas + -+ - + apag) = 0w (L lineer don.)
—> L 1-1oldugundan ajax1 + - -+ + apap = Oy
— S lineer bagimsiz oldugundana; = a2 =+ =ar =0

= T lineer bagimsiz.

Ispat: («<=) Lineer bagimsiz her kiimenin goriintiisii de lineer bagimsiz olsun. @ # 0y icin {a} C
V kiimesi lineer bagimsizdir. O halde, kabulimiiz geregi, {L(a)} C W lineer bagimsizdir. —>
L(a) # 6w dur. Yani sifir olmayan her vektoriin gortintiisti de sifir degildir. O halde sadece sifir
vektoriiniin goriintiisi sifir olup Cek(L) = {0y } olmak zorundadir. Teorem 4.21.b den dolay1 L
1-1 dir. O

Sonuc¢ 4.36 L : V — W lineer dontisiim ve boy (V') = boy(W) olsun.

L 1-1 dir (yani tersi vardir) <= V deki bir bazin goriintiisii, W da bir bazdur.

Not: A n X n matris olsun. Buna gore asagidakiler denktir.
1. A singiiler degildir.
2. AX = 0'in sadece trivial ¢oztimii vardir.

3. A, I, 'in satir (siitun) esdegeridir.
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4. AX = Bsistemihern X 1 B € R™ matrisi igin tek ¢oziime sahiptir.
5. A, elementer matrislerin bir ¢arpimdir.

6. A'min ranki n dir.

7. A’'min satirlari (stitunlari) R,, de (R™ de ) lineer bagimsizdir.

8. AX = O 'm ¢dziim uzayinin boyutu sifirdur.

9. L: R" — R", L(X) = AX, (X € R") ile tanimlanan lineer dontisiim 1-1 ve ortendir.

ALISTIRMALAR

1. L : Ry — R3, L([a1,az2]) = [a1, a1 + a2, az] olsun.
(a) Cek(L) nedir? (b) L, 1-1 midir? (c) L, orten midir?

2.L : P, — P3, L(p(t)) = t? - p/(t) olarak tanumlansin. Cek(L) ve G(L) nin boyutlarin ve

bunlar i¢in bir baz bulunuz.

3.L:R3 — R3,

1 1 0 0 0
L 0 =121, L 1 =|11|, L =
0 3 0 0 0
seklinde verilsin.
(@) L'nin tersinin oldugunu ispatlayinz. (b) L1 3 nedir?
4

4.3 Bir Lineer Doniisiimiin Matrisi

Teorem 4.37 L : V. — W lineer dontisiim, V' n-boyutlu ve W m-boyutlu vektdr uzaylari (n #
0,m #0)veS ={ai,az,...,an}veT = {B1,B2,...,8m} desirasiyla V'nin ve W’nun siral
bazlar1 olsun. j. kolonu L(c;) nin T ye gore koordinatlari; yani [L(c;)]r; olan m X m tipindeki A

matrisinin su 6zelligi vardir:
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Eger bir o € V i¢in L(a) = Bise o zaman [B]r = A - [a]g dir. (Burada [a]s: a’nin S"ye gore koor-
dinatlary; [3]7: B'min T"ye gore koordinatlar1.) Ayrica A matrisi bu 6zellikleri saglayan tek matristir.

ispat: Ispat1 athyoruz.

Ornek4.38 L : P, — Py, L(p(t)) = p’(t) olsun. S = {t2,t,1} ve T = {t,1} de P, ve P, icin

sirali bazlar olsunlar. Simdi L i¢in A matrisini bulalim.

Lt*)=2t=2-t40-1 = [L(t*)|r =

2 00

L) =1=0-t+1-1 = [LWt)]r= T

= A = [ ] bulunur.

L1)=0=0-t4+0-1 = [L(1)]r =

Ornegin; p(t) = 5t2 —3t+2 = L(p(t)) = 10t — 3 diir. Ayrica L(p(t))’yi A matrisini kullanarak

bulabiliriz.

p(t)]s=| —3
2

olup

5
2 00 10
[L(p(t))]T = A - [p()]s = [0 . 0] . _z — [ ]

=—> L(p(t)) = 10t — 3 bulunur.

Ornek 4.39 L : P, — P; Ornek 4.38'deki doniisiim olsun. S = {1,t,t?} ve T = {t,1} de P, ve

P, igin sirali bazlar olsunlar. Bu durumda L i¢in A matrisi:

0 0 2
A= .
[ 010 ]
Ornek 4.40 L : P, — P; Ornek 4.38'deki doniisiim olsun. § = {t2,¢,1} veT = {t+1,t—1}'de

P5 ve P, igin sirali bazlar olsunlar.

L)) =2t=1-(t+1)+1-(t—1) = [L(tz)]T:[

L) =1=1¢t+1)-it—-1) = [LOr= [

b
Il
| — |
= =
I
N N[ =
=)
| E—

L1)=0=0-(t+1)4+0-(t—1) = [L()]r

O O N NF

I
|
L
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bulunur. Simdi p(t) = 5t% — 3t + 2 alalm. L(p(t)) = 10t — 3 tiir.

5
[L(p(t))]T:[1 1/2 0]. 4 :[ 7/2]
2

1 -1/2 0 13/2

olmalidir. Gergekten: L(p(t)) = %(t +1) + 173(t — 1) = 10t — 3 bulunur.

Tanim 4.41 Teorem 4.37 de aciklanan A matrisine L'nin S ve T sirali bazlarina gore temsili denir.

Ayrica; A matrisi "S ve T’ye gore L’yi temsil eder" deriz. Yani L yi A ile, a y1 [a]s ile, B y1 [B]r
ile yer degistiririz. Boylece L(a) = B esitligi A[a]s = [B]r olur. Yani lineer dontisiimler yerine

matrisler ile galigabiliriz.

aq ax
.. 3 o 1 11
Ornek 442 L : R® — R4, L as = - | ag | olsun.
1 2 3
as as
1 0
o 1 L 0
€1 = 0 y€2 = 1 y€3 = 0 y€1 = y€2 = ’
0 1
0 0 1

olsun. § = {e1,€2,e3},R3icin ve T = {€71, €3}, R? icin standart baz secilirse,

111
A=
1 2 3
bulunur. Bu matris L'nin tanimindaki matrisin aynisidir. Bunun sebebi; S ve T'nin standart baz
secilmesidir.

Ornek 4.43 L : R® — R? bir 6nceki 6rnekteki doniisiim olsun.

1 0

=Ll e = (GEB)

0 1

R3 ve R? icin sirali baz secilirse:

bulunur.

Not4.44 L : V — V olsun. S ve T sirali bazlar verilsin. Eger § = T segilirse bu durumda elde

edilen A matrisine L'nin S’ye gore temsili denir.
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Not 4.45 Bu durumda birim lineer operatoriin herhangi bir baza gore temsili I,, dir. (V' n-boyutlu

ise.)

Not4.46 L : V — V tersiolan lineer operator ise ve A da L'nin bir S sirali bazina gore temsili ise

A~ de L7Vin S’ye gore temsilidir.

Not4.47 L : V. — W lineer doniisiim, A da L'nin iki sirali baza gore temsili olsun. Cek (L) nin
bulunma problemi ile AX = 0'in ¢6ziim uzayin: bulma problemleri aynidir. G(L) uzaymi bulmak

da A’nin kolon uzaymi bulmak demektir.

Not4.48 5. L : V. — W lineer dontisim ve boy (V') = boy(W) olsun. Asagidakiler denktir.

1. L tersi alinabilirdir.
2. L 1-1dir.
3. L ortendir.

4. L'nin, S ve T"ye gore temsil matrisi olan A singtiler degildir.

ALISTIRMALAR

1 2
1. A= [ ] olsunve L : 3Ry —> 2Ry, L(X) = AX — X A doniisimii verilsin.

) -
{3 L )

de siral1 bazlar olsunlar. L'nin;

(a) S’ye gore, (b) T"ye gore, (c) S ve T"ye gore, (d) T ve S’ye gore

temsilini bulunuz.

4.4 Matrislerin Vektor Uzay1 ve Lineer Doniistimlerin Vektor Uzay:

Tanim 4.49 V ve W boyutlari n ve m olan iki vektor uzayiolsun. Ly : V. — Wve Ly : V — W

lineer doniistimler olsun. L : V. — W doniistimiinii soyle tanimlayalim:
L(a) = L1(a) + L2(ax) (her a € V igin)
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Buradaki +, W daki toplamadir. L’ yi L1 H L ile gosterelim ve Ly ile L nin toplami1 diyelim. Ayrica
L :V — W lineer dontisiim ve ¢ € R ise

H:V — W,H(a) =cL(a)

seklinde tanimlayalim. H ye L nin c ile skaler ¢arpimi diyelim ve ¢ [J L ile gosterelim.

Ornek 4.50 V = Rz, W = Ry olsun. Ly : Rg —> Ro, La : Rg —> Ro
Li(a) = L1 ([a1 a2 ag]) = [a1 + a2 a2 + as]
ve
Ly(a) = Lz ([a1 a2 ag]) = [a1 + a3 a2]

olsun. O zaman
(Ll H Lz)(a) = [2(11 + a + asg 2(12 + a3]

ve
(3 ] Ll)(a) = [3a1 —|— 30,2 3a2 —|— 30,3]

olur.

Not 4.51 Eger L ve Ly, V' den W’ ya iki lineer dontisiim ve ¢ € Rise L1 B L3 ve ¢ [ L de lineer
dontisimdiir. Ayrica V' den W ya biitiin lineer doniistimlerin kiimesi U, bu islemlerle bir vektor
uzayiwdir. O : V. — W, O(a) = Ow olarak tanimlanan O dontisiimiinii U nun sifir vektorudir.
Ayrica L 8 ((—1) @ L) = O dir. (—1) D L yerine —L yazariz. Ayrica S = {Ly,L2,..., Ly}
kiimesinin lineer bagimli olmasi demek, ¢y L1 + c2L2 4 - - - 4 ¢ L, = O olacak sekilde hepsi birden

sifir olmayan ¢y, c2, . . . , i sayilarinin var olmasi demektir. (B yerine +; [ yerine - yazacag1iz)
Ornek 4.52 Ly, L2, L3 : Ry — R3 doéniigiimleri soyle tanimlansin:

L1 ([a1 az]) = [(11 —l— a 201 az]
L2 ([a1 az]) = [az — ai 2CL1 + a a1]

L3 ([a1 az]) = [3a1 — 2a2 al + 2(12]
S = {L1, L2, L3} kiimesi lineer bagimsiz midir?

Cozum ClLl + 62L2 + C3L3 = O olsun. €1 = [1 0] 1(;11’1

(ClLl + 02L2 + 63L3)(€1) = O([]_ 0]) = [0 0 0]

olmalidir. Yani
c1[1 20]4+c2[-121]4¢3[301]=1[00 0]

olmalidir. Buradan ¢; = ¢2 = ¢3 = 0 bulunur. Yani S lineer bagimsizdir.
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Teorem 4.53 U, V den W ya lineer dontistimlerin uzay1 olsun. (boy(V) = n # 0, boy(W) =
m # 0 olsun). O zaman U ile ,,R,, izomorfiktir.
ispat: S = {a1,a2,...,a,} Vninve T = {B1,02,...,Bm} de W nun bazlar1 olsun. M :
U—,.R,

M (L) = "“L’'nin S ve T bazlarina gore temsili”

olarak tanimlanan déniisiimiiniin bir izomorfizm oldugu gosterilerek ispat yapilir. O
Sonug 4.54 boy(U) = mn dir; ¢linkii boy (mRy,) = mn dir.

1 2 -1
2 -1 3
olsun. Simdi S ve T ye gore temsili A olan L : R — R? déniisiimiinii bulalim.

Ornek 4.55 A = [ , S = {e1,€e2,e3} ve T = {€1,€2} de R? ve R? i¢in dogal bazlar

I I |
L(El) = 1€1 + 252 = 9
S
L(€2) = 261 — 182 = 1
R I
L(es) = —1&1 + 3e2 = 5

ai
bulunur. Simdi« = | a, | € R3¥igin

as
L(a) = L(al€1 —|— a2€2 —|— 0383) = alL(sl) —+— azL(€2) —|— a3L(53)

S

_[ a1—|—2a2—a3]

2&1 — ag —|— 3(1,3

= A«

Yani L(a) = Aa seklinde tanimlanmalidir. Eger S ve T' dogal bazlar ise bu yapilabilir. Simdi

1 1 0 . )
1 0 1 B
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olsun. 8’ ve T’ ye gore temsili A olan L : R® — R? doniisiimii ne olmalidir?

[ 1] 2] 5]
Lilol|]|=1 +2 = ,
3 -1 1
1 - - L - L -
F ] o _ _ o
2
L 1 =2 -1 = ,
3 -1 7
0 L - L - L -
o
1 2 5
L||1]]=-1 +3 =
3 -1 —6
1
ai
bulunur. « = | ay | ise o y1.8’ deki vektorler cinsinden yazalim.
as
1 0
oao=0b1 |0 |+b2|1]|+b3g| 1
0 1

Bu durumda L () y1s6yle hesaplariz:

1 1 0
0
5 0 | 5
= b1 + b2 + b3
1 7 | —6
[ sbi4sby ]
| b1+ 7b2 — 6b3 |
1
seklinde hesaplanir. Simdi, L 2 nedir?
3
1 1] 1 0
2|=1|0|+0(1]|+2]|1
3 1 0 1

bulunur. (Yani b = 1, b3 = 0, bg = 2 olmalidir.) Buradan:

1

15
L 2 =

3
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bulunur. Genel olarak; L'nin formulii sdyledir:

ax
50,3
L a,2 = .
7a1 — 6(13
as

Tanim 4.56 Vi, V5 ve V3 boyutlari sirasiyla m, n ve p olan ti¢ uzay olsun. Ly : Vi3 — V3, Ly :

Va — Vj lineer dontisiimler olsun. Her a € V; igin
L20L1 : Vl — ‘/37 (L20L1)(a) = L2(L1(a))

seklinde tanimlanan fonksiyona L; ile Ly nin bilegkesi denir. Bu durumda Ly,L; de bir lineer do-

niigiimdiir (gosterin). Eger L : V. — V ise L, L yerine kisaca L? yazilir.

Ormek 457 L : R2 — R2, [, : R2 —» R2

J=ln] el

seklinde tanimlansin. Bu durumda:
al _ Ll
az

wD)=m

Teorem 4.58 Vi, V5 ve V3 sirasiyla m, n ve p boyutlu tig uzay; Ly : Vi — Vo, Ly : Vo — V3

(L1oL2) (

(L20L1) (

olup L10L2 # L20L1 dir.

lineer dontistimler olsun. Bu durumda
M (LaoL1) = M(L3) - M (L)

dir. (Buradaki M fonksiyonu Teorem 4.53'tin ispatinda gecen fonksiyondur.)

Not: Bu teorem soyle ifade edilir: “Iki lineer doniigiimiin bileskesinin temsili olan matris bunlarm

ayr1 ayr1 temsili olan matrislerin ¢arpimidir”.
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Determinantlar

5.1 Determinantin Tanimi

Bu boliimdeki biitiin matrisler kare matristir.

Tanim 51 S = {1,2,...,n}, 1 den n’e kadar tamsayilarin artan bir sirada diizenlenmis kiimesi
olsun. § deki elemanlarin j; j2 ... jn seklinde bir diizenlenisine S nin bir permiitasyonu denir.
Aslinda; S nin bir permiitasyonu S den S’ye 1-1 ve orten bir doniistimdyiir. S nin kag tane permii-

tasyonu vardir?

{ { 1 { { {

n-tane (n—1)-tane (n—2)-tane (n—3)-tane 2-tane  1-tane

Toplam: n! tane.
S deki biitiin permiitasyonlarin kiimesini S, ile gosterelim.
Ornek 5.2 S = {1, 2, 3} olsun. S3’iin 3! = 6 tane eleman1 (permiitasyonu) vardir. Bunlar:

123,132, 213,231,312 ve 321

Tanim 5.3 Eger bir j1j2 ... Jn permiitasyonunda biiyiik bir say1 kiiciik bir sayidan énce geliyorsa
(yazilmigsa) bu permiitasyonda bir inversiyon vardir denir. Eger bir permiitasyonda toplam inver-
siyonlarin sayisi ¢ift (tek) ise bu permiitasyona cifttir (tektir) denir. Eger n > 2 ise S,, de n!/2 tane

cift; n!/2 tane tek permiitasyon vardir.

Ornek 5.4 S1’in 1! = 1 tane permiitasyonu vardir: 1 dir. Bu permiitasyon cifttir; ciinkii hig inversi-

yon yoktur. (Inversiyonlarin sayis1 0 dir.)
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Ornek 5.5 Sy'nin 2! = 2 tane permiitasyonu vardir: 12 ve 21. 12 permiitasyonu gifttir (hig inversi-

yon yok). 21 permiitasyonu tektir (1 tane inversiyon vardir.)

Ornek 5.6 S’ deki 4312 permiitasyonuna bakalim.

4, 3 den Once gelir.
4,1 den 6nce gelir.
4,2 den 6nce gelir. ; 5 inversiyon = 4321 tektir.

3, 1 den once gelir.

3, 2 den once gelir.
Ornek 5.7 S3 deki biitiin permiitasyonlara bakalim:

Cift permiitasyonlar: 123, 231, 312
Tek permiitasyonlar: 132,213, 321

Tanim 5.8 A = [a;;] n X n matris olsun. det(A) (veya | A|) seklinde gosterilen determinant fonksi-

yonu soyle tanimlanur:
det(A) = Z(:F)a1j1a2j2a3j3 <t Qnj,
Burada toplam, S = {1,2,--- ,n} kiimesindeki biittin j1j2 . . . j» permiitasyonlar: tizerinden ali-

nir. Bu permiitasyon ¢ift ise isaret (4); tek ise (—) yazilir. Bu toplamda, n! tane terim vardur.
Ornek 59 A = [@11] ise det(A) = aqq dir.

a1l ai2

Ornek 5.10 A = [ ] olsun. det(A) y1 bulmak i¢in a1_az_ terimlerindeki bosluklara (tire

azi1 azz
isaretlerine) So’deki permiitasyonlar: yazariz. Bunlar 12 (gift) ve 21 (tektir). O halde

|A| = a11a22 — aiz2a21.

Ayrica bu determinant soyle de bulunur: Ana diyagonaldeki elemanlarin ¢carpimindan diger diyago-

naldeki elemanlarin ¢arpimi gikarilir:

ail ai2

a21 a22

Yani:

ailp ai2
= aji10a22 — ai12a21 = det(A)

a2 a22

2 -3
Mesela;A:‘4 5 )=>det(A):2-5—(—3)-4:22
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ail aiz2 ais
Ornek 511 A = | as; a2 as3 |,3 X3 matrisi verilsin. | A| y1 bulmak icin 6 tane terimi yazalim:

aszyp ag2 ass
ayj_az2_az_ ai_az_az_ aij_az_aiz_ aj_az2_az_ ai_az_aiz_ aij_a2_ag_

Daha sonra S3 deki 6 permiitasyon tire isaretlerinin yerine yazilir. Permiitasyon ift ise +; tek ise —

isareti verilir.

|A| = 11022033 + 012023031 + Q130421032 — Q11023032 — A12021033 — 13022031

Sarrus Kurali

Sadece 3 X 3 determinant hesaplamak i¢in bir yontem de Sarrus Kurali olarak bilinir ve soyle agik-

lanabilir: Matrisin 1. ve 2. kolonu sag tarafa ekleyelim.

ajy; ai2 aiz ai1 ai2
a21 a22 az3 a21 a23

a3y agz2 agsz azi1 as2

Daha sonra sol-iist taraftan sag—alt tarafa dogru sayilar1 ¢carpalim ve (+) isareti verelim. Sag—ist

taraftan sol-alt tarafa dogru sayilar1 carpalim ve (—) isareti verelim.

Boylece bu 3-lii sayilarin carpimindan olusan 6 ifadeyi toplayalim ve determinani elde edelim:

11022033 + A12023031 + A13021032 — A13022031 — (11023032 — A12021033

1 2 1 2 3

Omek512 A= |2 1 3 |ise| 2 1 3 | = 6olarak bulunur.
3 1 3 1 2

1 2 3 1 2

21321 —=—]A=2+1846—-9—-3—-8=6

31 2 3 1
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Not 5.13 Eger ji1j2 ... Jjn permiitasyonunda iki sayiy1 yer degistirirsek o zaman bu permiitasyon-
daki inversiyonlarin sayisi ya bir tek say1 kadar artar veya bir tek say1 kadar azalir. (Mesela 5 artar
veya 3 azalir.) Bu durumda permiitaston ¢ift ise tek; tek ise ¢ift olur. Mesela 21354 permiitasyonunda
2 tane inversiyon vardir. 1 ile 4 i yer degistirip 24351 permiitasyonunu elde edelim. Bu permiitas-

yonda 5 tane inversiyon vardir. ilk permiitasyon cift; ikinci permiitasyon tektir.

ALISTIRMALAR

1.) A = [a;j] 4 X 4 matris olsun. det(A) nin formiiliinii yazinz.

t—1 -1 —2 t—1 0 1
2)a) 0 t—2 2 =7 b)| -2 t -1 |=?
0 0 t—3 0 0 t+1

3.) Alistirma 2’deki determinantlarin sifir olmasi i¢in £ ne olmalidir?

5.2 Determinantin Ozellikleri

Teorem 5.14 A = [a;j] n X m matris olsun. det(A) = det(A’) dir
Ispat: A’ = B = [b;;] diyelim. b;; = a;; oldugunu biliyoruz. Aslinda det(B) nin agihmindaki her

bir terim (+ ve — isareti harig); det(A) nin acilimindaki bir terime esittir. Mesela; n = 5 igin

b13b24b3sba1bs2 = azia42a53a14a25 = a14a2s5a31a42a53  gibi.

Simdi ilk terime ait permiitasyon 34512 dir ve 6 tane inversiyon vardir. Son terime ait permiitasyon
45123 diir ve yine 6 tane inversiyon vardir. Bu bir tesadtif degildir; aslinda bu permiitasyonlarin biri
digerinin “tersidir” ve Soyut Cebir derslerinde gosterilecektir ki “bir permiitasyon tek ise tersi de
tektir; cift ise tersi de ¢ifttir”. Bu ytizden bu iki terimin isaretleri aynidir. O halde det(A) = det(A’)

dir. O
1 2 3 1 2 3

Omek515 A=|2 1 3| =A=|2 11
3 1 2 3 3 2

1 2 3 1 2

21121 —|A=2+6+18—9 —3 — 8 = 6bulunur.

3 3 2 3 3
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Teorem 5.16 Eger B matrisi A matrisinin iki satirinin (veya siitununun) yer degismesi ile elde edilen
matris ise det(B) = — det(A) dir.

ispat: Farzedelim ki 7. ve s. satirlar yer degissin. O halde j1j2...Js...Jr...Jn permiitasyonu
J1J2 - Jr+++Js- .. Jn permiitasyonundan iki sayinin degisimi ile elde edilmistir. Yani det(B) deki
her terim det(A) daki terimin negatifidir. (Ciinkii inversiyonlarin sayis1 bir tek say1 kadar artmistir

veya azalmistir.) =—> det(B) = — det(A) dir.

Simdi de iki siitunun yer degistigini farz edelim. = B’, A’ den iki satirin yer degismesi ile bulunur.

= det(B’) = —det(A’) diir. Fakat det(B’) = det(B) ve det(A’) = det(A) oldugundan
det(B) = — det(A) elde edilir. O
. —1 3 2
Ornek 5.17 =7 ve = -7

2 2 -1

Teorem 5.18 Eger A nin iki satir1 (stitunu) esit ise det(A) = 0 dir.

Ispat: r. ve s. satirlar esit olsun. Bu satirlar1 yer degistirip B matrisini elde edelim. = det(B) =

— det(A) dir. Fakat B = A dir. => det(A) = 0 bulunur. O
1 2 3

Omek5.19 | -1 0 7 |=0dmr
1 2 3

Teorem 5.20 Eger A nin bir satir1 (stitunu) tamamen sifir ise det(A) = 0 dir.
Ispat: A nin 4. satirinin tamamen sifir oldugunu farz edelim. Determinantin taniminda (Tanim 5.8)
toplamdaki her bir terim 2. satirdan (sadece) bir terim ile ¢arpilmistir. O zaman her bir terim sifira

esit olup bunlarin toplami da sifirdir (toplam sonlu oldugu i¢in). Yani det(A) = 0 olur. O

1
Ornek 5.21 | 4 = 0dr.
0

S o N
S o W

Teorem 5.22 A nin bir satirini (stitununu) bir ¢ € R sayisi ile ¢carpip B matrisini elde edelim. O
zaman det(B) = cdet(A) dir.

Ispat: Farzedelim ki A nin i. satir c ile garpilsin. Determinantin tanimindaki toplamdaki her bir

terim ¢. satirdan sadece bir terim igerdigi i¢in det(B) = ¢ - det(A) olur. O
. 2 6 1 3 1
Ornek 5.23 =2 =2.3 =6(4—1)=18
1 12 1 12 1
1 2 3 1 2 1 21
Omek524 |1 5 3 |=2[1 5 =2-3|1 5 1|=2-3-0=0(1.ve3.kolonlar esit)
2 8 6 1 4 1 4 1
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Teorem 5.25 Eger B = [b;;] matrisi, A = [a;;] matrisinin bir satirina (stitununa), bir baska satirin
(sttunun) ¢ katinin eklenmesi ile elde edilmis ise det(B) = det(A) dir.
Ispat: (Ispat1 “satir” icin yapalim) A matrisinin s. satirmin c katini r. satira ekledigimizi farz edelim.

1 # rigin a;; = by dir ve b,j = a,; + cagj olur. (r # s ver < solsun.) O zaman
det(B) = > (F)b1j,b2js + + - brjy - - - by,
= Z(qi)a1j1a2j2 oo (@rj, + cagj,) - - - nj,
= Z(qi)aljlazjz B RN« I Y T (5.1)
+ Z(:F)a’ljla’2j2 ... (cagj.) ... agj, ... anj, (5.2)
Burada (5.1) ifadesi det(A) ya esittir. Simdi (5.2) ifadesine bakalim:

ail a2 ... Qin

a1 a2 ... Qa2q

Ag1 0Ag2 ... Qgn o
E (Faij,azj, - - - Qsj,. - - - s, « v« Anj,, = ) <+ r—inci satir

g1 QAg2 ... Qgnp .
< s—Inci satir

anpl1 Anp2 ... Qnn
Bu determinantin degeri 0 dir; ¢linkii r. satir ile s. satir aynidir. O halde det(B) = det(A) + 0 =
det(A). O

1 2 3 5 0 9
Omek5.26 | 2 —1 3 |=|2 —1 3 |ciinkii1.satira 2. satirin iki kat1 eklenmis.
1 01 1 01

Teorem 5.27 Eger A = [a;;] matrisi iist (alt) tiggensel ise det(A) = ai1a22 ... any dir.

Ispat: A = [a;;] tist tiggensel olsun. (yani i > j ise a;; = 0 olsun). O zaman |A| nin formiiliin-
deki ayj, azj, ... anj, sayis11 < j1,2 < j2,...,1 < Jp ise sifirdan farkhidir. Simdi j1j2 ... jn
permiitasyonu {1, 2, ..., n} kiimesinin bir permiitasyonu oldugundan bu terimdeki sayilarin sifir
olmamasi i¢in j; = 1,72 = 2,...,J, = n olmaldir. O halde det(A) = aiiaz22...any, dir. (Alt

ticgensel matris i¢in benzer bir ispat yazilabilir.) O

Not: Bu sonucu; verilen bir determinanti hesaplamak igin, matrisi {ist ticgensel hale getirip determi-

nant1 daha kolay hesaplamak icin kullanabiliriz.

4 3 2 Ss 4 3 2 1 2 3
o Sz+—3 _
Omek528 |3 —2 5 | ——2-2|3 _2 5|25 (_g)|3 _g 5 |=23545
2 4 6 1 2 3 4 3 2
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1 2 3 1 2 3 Sy 1 2 3
S3+—45148 Sa7
(-=2)| 0 —8 —4 %(_2) 0 —8 —4 %(_2)(4) 0 -2 -1
4 3 2 0 -5 -—-10 0 -5 —10
< 1 2 3 ; 1 2 3
53<_?3 53<——72+S3
——(-2)4)(B)| 0 -2 -1 |————=(-2)@(’)|0 -2 -1
0 -1 —2 o o -3
olup son matris iist tiggensel oldugundan determinant: (—2)(4)(5)(1)(—2)(— %) = —120 bulunur.

Sonug 5.29 det(I,) = 1 dir.

Sonug 5.30 E;, E5 ve Ej3 sirastyla I, II. ve IIL. tipte elementer matrisler olsun. (F; : birim matriste
iki satirin yer degistirmesi; E5 : birim matrisin bir satirinin ¢ # 0 ile ¢carpilmasi; E3 : birim matrisin

bir satirinin bir ¢ katinin baska satira eklenmesi ile elde edilen matrisler olsun.) Buna gore

det(E;) = —det(I,) = —1 (Teorem 5.16’dan)
det(E2) = cdet(I,) = c (Teorem 5.22’den)
det(E3) = det(I,) =1 (Teorem 5.25’den)

(Yani bir elementer matrisin determinant1 0 olamaz.)

Lemma 5.31 E bir elementer matris ise det(EA) = det(F) - det(A) ve det(AE) = det(A) -
det(E) dir.
ispat:

E Ltip ise: det(FA) = — det(A) = det(FE) - det(A)
EILtip ise: det(EA) = c - det(A) = det(FE) - det(A)
EIIL tip ise: det(FA) = det(A) = det(FE) - det(A)
AyricaB = E,E,_1---E;FE;Aise

det(B) = det(E,) det(Ey_1E,_5...E1 A)
= det(Er) det(E»,-_l) det(ET_2 cee E2E1A)

= det(E,)det(E,_1)...det(E2) det(E;) det(A) O

Simdi bir matrisin singtiler olup olmamasi ile determinatinin iligskisini gosteren énemli bir teoremi

verelim:
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Teorem 5.32 A, n X m bir matris olsun.

A singiiler degildir <= det(A) # 0.

Ispat:(==) A singiiler olmasin. = A elementer matrislerin bir carpimidir. O zaman
A=FFE>...FE, — det(A) = det(El) det(Ez) .o det(Ek) #0
¢linkii elementer bir matrisin determinant: 0 degildir.

Ispat:(<=) Simdi, A singiiler olsun. => A matrisi bir satir1 tamamen sifir olan bir B matrisine

satir esdegerdir. =—> A = F4 FEs - - - E, B seklindedir. O zaman

det(A) = det(E;) ---det(E,)det(B) =0
N——
=0
Cunkii, Teorem 5.20’den, det(B) = 0. O

Sonug¢ 5.33 A n X m matris olsun. rankA = n <= det(A) # 0
Ispat: Sonug 2.90 dan biliyoruz ki; A singiiler degildir <= rank(A) = n

Sonug 5.34 A n X n matris olsun. AX = 0’in trivial olmayan bir ¢6ztimii vardir <= det(A) = 0.

Teorem 5.35 A ve B n X m matrisler ise

|det(AB) = det(A) - det(B) |

Ispat: Ispat: iki durumda inceleyecegiz:

A singiiler degil ise: A, I,, nin satir esdegeridir = A = EyEyx_1---E1l, = ExEp_1...E;
seklindedir. (E; “ler elementer matris). Bu durumda det(A) = det(Ey) - - - det(E7) olup

det(AB) = det(Ek,Ek_l oo ElB)
= det(FEyg) - - - det(E1) det(B)
= det(A) - det(B)

elde edilir.

A singiiler ise: Teorem 5.32°den det(A) = 0 dir. Ayrica A matrisi bir satir1 tamamen sifir olan bir

C matrisine satir esdegerdir. O halde
C=FEyFEy_,...EcE4A— CB=E;...E1AB

olup AB ile CB satir esdegerdir. Simdi C'B nin de bir satir1 tamamen sifir oldugundan AB sin-
glilerdir. Teorem 5.32°den det(AB) = 0 dir. Boylece det(AB) = det(A) - det(B) formiilii elde
edilir. O
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. 1 2 2 -1 4 3
Ornek 5.36 A = ve B = olsun. |A| = —2ve |B| = 5dir. AB =

3 4 1 2 10 5
olup |AB| = —10 dur.

Not 5.37 Teorem 5.35'den, A singiiler degil ise,

1

det (A_l) = Tt A

formiilii elde edilir. (B = A~1 alinirsa).

Not 5.38 Genelde det(A + B) # det(A) + det(B) dir. Fakat; eger A, B ve C nin sadece bir satir1

hari¢ (mesela k. satir1 haric) diger biitiin satirlar esitse ve
(C'nin k. satir1)= (A'nin k. satir1) + (B nin k. satir1)

seklinde bir bagint1 var ise o zaman det(C) = det(A) + det(B) dir.

2 2 3 2 2 3 2 2 3
Omek539 A= |0 3 4|,B=|0 3 4|veC=|0 3 4 |olsun
0 2 4 1 -2 —4 1 00
|A| =8, |B| = —9ve |C| = —1olup |C| = |A| + |B| dir.
ALISTIRMALAR

1.) Asagidaki determinantlar1 hesaplayiniz.

4 2 2 0 4 2 3 —4
2 0 0 O 342 3 2 1 5
(a) b)|2 5 0 ()
3 0 01 —2 01 -3
3 0O
0 01 0 8 —2 6 4

2) (@) A= A"lisedet(A) = F1 oldugunu gosterin.

(b) A’ = A~ lise det(A) nedir?

3.) A%2 = A olsun. A nin singiiler oldugunu veya det(A) = 1 oldugunu gosteriniz.
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5.3 Kofaktor A¢ilimi

Tanim 5.40 A = [a;;] n X n matris olsun. M;; de A nin <. satir1ile j. kolonunun gikarilmasi ile elde

edilen (n — 1) X (n — 1) tipindeki alt matris olsun . det(M;;) determinantina a;jnin minori denir.

Tanim 5.41 A = [a;;] n X n matris olsun. a;; nin A;; kofaktorii
Ay = (=1)"7 - det(M;;)

seklinde tanimlanir.

3 -1
Ornek 542 A= | 4 5 6 | olsun. Bazi mindr ve kofaktorleri hesaplayalim:
7
4 6 3 —1 -1 2
|M12| = = —34, |M23| - = 10, |M31| = = —16
7 2 1 5 6
A1z = (=1)'T2|Mya| = 34, A2z = (—1)*T3|Mas| = —10, A3; = (—1)>1|M31| = —16.
Simdi, bir matrisin determinantini kofaktorler cinsinden veren teoremi verelim:
Teorem 5.43 A = [a;;] n X m matris olsun. O zaman
det(A) = a;1Ai1 + ai2Ai2+ -+ -+ ainlin (2. satira gore kofaktor agilimi)
det(A) = a1;A1j + azjAz; + -+ anjAn; (3. stituna gore kofaktor agilimi)
1 2 -3
" —4 2 1 3 .
Ornek 5.44 |A| = determinantini hesaplayalim.
0 0 -3
2 0 -2 3

Coziim: 3. satira veya 2. siituna gore agmak daha kolaydir, ¢tinkii bunlar 2 tane sifir bulundururlar.

Mesela; 3. satira gore acalim.

2 -3 4 1 -3 4
|A| = (—=1)*t*.3.]2 1 3|+ (-1)3"2.0-| -4 1 3
0 —2 3 2 —2 3

1 2 4 1 2 -3

+(-1)3*3.0.| —4 2 3|+ (-1)>**.(=3)-| -4 2 1

2 0 3 2 0 —2

=3-(20)+04+0+3-(—4) =48
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bulunur. (3 X 3 determinantlar Sarrus kurali ile veya kofaktor agilimi ile hesaplanabilir.)

Ornek 5.45 Asagidaki determinanti kolay hesaplamak igin (3, 4)-tincii say1 0 yapilmistir. Bunun

icin 1. kolonun uygun bir kat1 son kolona eklenir:

1 2 -3 4 1 2 -3 7
2 -3 7
—4 2 1 3 | Kac—3Ki+Ks | —4 2 1 -9 —(—1)3H | o L o
0 0 -3 0 0 0
0 —2 9
2 0 —2 3 2 0 —2
0 —4 16 4 16
SEHS 1y 1 9 | =2(—1)3 = (—2)(—36 + 32) = 8 bulunur.
0 —2 9
ALISTIRMALAR
1 0 3 0
2 1 1|
1-) A= 1se A12=? , A23=? , A33=? P A41=?
3 2 4
0 3 -1 0
t—1 0 1
2)| —2 t+2 —1 | = 0denklemini¢6ziiniiz.
0 0 t+1

5.4 Bir Matrisin Tersi

Teorem 5.46 A = [a;;] nXn bir matris ise

t # kigin:  a;1 Ak + ai2Ag2 + -+ + @inAgn = 0,
J#kicin:  a1jA1x + azjA2k + -+ anjApg =0

dir. (Yani bir satira gore elemanlar ile diger satira gore kofaktorlerin ¢arpimlarimnin toplamai sifirdir.
Ayrica bir siituna gore elemanlar ile diger siituna gore kofaktorlerin ¢arpimlarinin toplami da sifir-
dir.)
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1 2 3
Ornek 547 A= | —2 3 1 | matrisi verilsin. 2. satira gore biitiin kofaktorleri hesaplayalim:
4 5 -2
2 1 3 1 2
A21 = (—1)3 = 19, A22 = (—1)4 == _143 A23 - (_1)5 =3
5 —2 — 4 5

Simdi bu kofaktorleri 1. satirdan (ve sonra 3. satirdan) karsilikli sayilarla ¢arpip toplayalim:

a11A21 + ai12A22 +a13423 =19+2-(—14) +3:-3 =0
as1A21 + aza2 A2z +aszAzz3 =4-19+5:(—14) 4+ (—2)-3=0

Ozet olarak sunu yazabiliriz:

det(A), i = kise

ai1Ar1 + ai2Ak2 + -+ -+ ainAgn = { 0 ki
, i ise

ve
det(A), j = kise

a1jA1g + azjAz -+ anjAnk = { 0 i hise
9

Tanim 548 A = [a;;],n X n matris olsun. (%, 7). eleman1 a; nin kofaktorii Aj; olan matrise A'nin

ek matrisi (adjoint matrisi) denir ve ek(A) veya adj(A) seklinde gosterilir. Yani:

[ Ay Az ... Ay |
ok(A) = A1z A ... A'nz
i A.ln A.Zn oo App |
—2
Omek549 A= |5 6 2 | olsun. A nin kofaktorleri:
1 0 -3

Ay = —18, A2 =17, A3 = —6,
Ag1 = —6, Az = —10, Az3 = —2,
Az; = —10, Ags = —1, Agzz = 28
olarak bulunur. Ek matris:
—-18 —6 -—10
ek(A) = 17 —10 -1
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Teorem 5.50 A = [a;j],n X n matrisise A - ek(A) = ek(A) - A = |A|I, dir.

Ispat: Matris carpiminin tanimindan biliyoruz ki; A matrisinin i. satir1 ile ek(A) matrisinin j. sii-

tunundaki elemanlar karsilikli ¢carpilip toplanirsa A - ek(A) matrisinin (%, 7). elemani elde edilir.

Asagida gorildugii gibi,

all a2 ... QaQip

a1 a2 ... a2q

A -ek(A) =

a;1 a;2 coe Qin

anl1 anp2 .. QAupn

aslinda bu say1 ya 0 dir; ya da det(A) dir. Clinki

ai1Aj1 + ai2Aje + -+ ainAjn =

-

O halde )
|A] 0 O
0 |A] O
Ak =| |
| 0 0 o0

Ornek 5.51 Ornek 5.49’daki matrise bakalim.

3 —2 1 —-18 —6 -—10

5 6 2 17 —-10 -1

1 0 -3 -6 -2 28
olup |[A| = —94 oldugu goriiliir.

Sonug 5.52 A, n X n matris ve |A| # 0 ise

|A|
A1z
k() | 14]

|A]

Aln
| Al

110

Al |
elde edilir. Benzer sekilde ek(A) - A = det(A)I,, bulunur.

—94

Az
|Al
Ao
|Al

A2n
| Al

0

det(A),
0,

=det(A)I,

—94
0

Anl
| Al
An2
| Al

Anl
An2

1 = jise

© # j ise

—-94

== —94I3
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Ornek 5.53 Ornek 5.49'daki matrisi diigiinelim. | A| = —94 olup
[ 18 6 10 T
94 94 94
1
A7l = —_ek(A) = _ir 1o 1
|A| 94 94 94
6 2 28
L 94 94 94 |
ALISTIRMALAR
4 2 2
1.) Sonug 5.52 deki yontemi kullanarak A = | 0 1 2 | matrisinin tersini bulunuz.
1 0 3

5.5 Determinantin Diger Uygulamalar

Cramer Kurali

n X n tipinde AX = B lineer denklem sistemi verilsin.

a1y + a2z + -+ a1, = by
az1x1 + @222 + -+ + apTy, = ba
Anp1T] + Anp2T2 + o0+ ApnTn = bn

det(A) # 0 ise bu sistemin tek ¢6ztimii vardir ve

B Y O O . ¥
A7 TP A VY

I

dir. Burada A; matrisi A matrisinin 7. kolonuna B matrisi yazilmasi ile elde edilen matristir.

—2x71+3x3 —x3 =1
Omek 554 { z; + 225 — 235 =4 denklem sistemi verilsin. Oncelikle
—2r1 — 22+ 3 = —3
—2 3 —1
Al=| 1 2 —-1|=-2
—2 -1 1
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bulunur. Daha sonra 1, x2 ve x3 soyle hesaplanir:

1 3 —1 -2 1 -1
4 2 —1 1 4 -1
-3 -1 1 -1 2 -3 1 —6
mET Ly Ttk mE e =R
-2 3 1
1 2 4
-2 -1 -3 —8
s = 2 ==
Teorem 5.55 S = {a1, a2, ..., a,} R™ de (veya R,, de) n—tane vektor olsun. A matrisi de kolonlar:

(veya satirlar1) S nin elemanlar1 olan matris olsun.

’ S lineer bagimsizdir <= det(A) # 0‘

1 2
Ornek 556 S = {[1 2 3],[012],[30 —1]}olsunn.A = |0 1 2 | vel|A|l = 2o0lup S
3 0 —1
lineer bagimsizdir.
Omek 557 S = {2 +t,t + 1,t — 1 } kiimesi P igin bir baz midir?
a
Coziim: P uzayi ile R® izomorfiktir. L : P» — R3,L(at? + bt +¢) = | b | fonksiyonu
c

bir izomorfizmadir. O zaman; S kiimesinin P, igin bir baz olmasi igin gerek ve yeter sart T =
{L(#*+1t),L(t+ 1), L(t — 1) } kiimesinin R? igin bir baz olmasidir. Simdi

1 0 0
Lt +t)=|1|,L(t+1)= |1 ve Lt—1)=| 1
0 1 -1
olup Teorem 5.55 kullanilirsa:
1 0 O
A=|[11 1 ve |[A| = —2
01 -1

olup T lineer bagimsizdir. = S lineer bagimsizdir. boy (P,) = 3 oldugundan S bir bazdur. (Ciinkii

3 boyutlu bir uzayda 3 elemanli lineer bagimsiz bir kiime ayni zamanda bazdir. Bkz. Sonug 2.54)

OZET: A, n x n matris olsun. O zaman asagidaki ifadeler denktir:
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1. det(A) #0
2. A singiiler degildir.
3. A nin satirlar (stitunlari) lineer bagimsizdir.

4. AX = 0 homojen sisteminin sadece trivial ¢oztimii vardir.

5. rank(A) = n
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Ozdegerler ve Ozvektérler

V, n-boyutlu bir vektdr uzay1ve L : V. — V bir lineer donitisiim olsun. Bu durumda L doniistimii
V’deki her o vektoriinii yine V’deki bir L(a) vektoriine dontistiiriir. Burada; L(a) nin, a’nin bir
kat1 olup olamayacag1 problemi ortaya ¢ikar. Yani L(a) = ca olacak sekilde c sayilari ve a vektorleri
var mudir? Eger a = @ ise L(0) = 6 = c8 olup her c say1s1 igin esitlik saglanir; dolayisiyla boyle bir
durumda problem ilging degildir.

Tanim 6.1 V, n-boyutlu vektor uzay1 ve L : V. — V bir lineer operator olsun. Eger L(a) = ca
olacak sekilde & # o € V vektorii varsa c’ye L nin bir 6zdegeri denir. Bu esitligi saglayan her

0 # o vektoriine L'nin c'ye karsilik gelen bir 6zvektorii denir. (6zvektor ve 6zdeger yerine bazen

karakteristik vektor ve karakteristik deger de kullanilir.)

Not 6.2 o = Oy bu esitligi her zaman saglar fakat bir 6zvektor degildir. (Ctinkii tanima gore o # Oy

olmalidir).
Not 6.3 Burada c'nin reel say1 olmasi gerekir (Kompleks say1 olan 6zdegerler de vardir.)

Omek 6.4 L : V — V, L(a) = 2a olsun. L'nin tek ozdegeri ¢ = 2 dir. Ayrica sifir olmayan her

a vektorii bu 6zdegere karsilik gelen bir 6zvektordiir.

Ornek 6.5 L : R?2 —)R2,L< “ ]) = [

" |

ozvektorlerdir.

] olsun.

“ ]) =1- [ “ ] olup “ ] (a # 0) seklinde vektorler ¢4 = 1 6zdegerine karsilik gelen
a a a

. ]) =(-1)- [ “ ] olup [ . ] (a # 0) seklinde vektorler co = —1 6zdege-
_a —_—

—a a

Ayrica L <

rine karsilik gelen 6zvektorledir.
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Not 6.6 Bir c 6zdegerine karsilik gelen ¢ok sayida dzvektor olabilir. Aslinda, o bir ¢ 6zdegerine kar-

silik gelen bir 6zvektor ise; yani L(a) = ca ise; her 0 # r sayist i¢in ra da bir 6zvektordiir. Ctinkii
Lra)=7r-L(a) =7 (cax) = c- (ra).

Ornek 6.7 L : RZ — RZ saatin ters yoniinde 90°'lik rotasyon (déndiirme) olsun. L'nin bir ¢ katina

donitistiirdiigii tek vektor sifir vektoriidiir. O halde L’ nin 6zdegeri ve 6zvektorii yoktur.

Ornek 6.8 L : Ry — Ry, L([a1, az]) = [0, az] olsun. L([a,0]) = O - [a, 0] olup [a, 0] seklindeki
bir vektor (a # 0), c; = 0 6zdegerine karsilik gelen bir vektordiir. Ayrica L[(0,a)] = 1- [0, a] olup
[0, a] seklindeki bir vektor (a # 0), ca = 1 6zdegerine karsilik gelen bir vektordiir.

Ornek 6.9 V, reel degerli tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzayi olsun. L : V. — V, L(f) = f’ olarak
tanimlayalim. Ozdeger ve 6zvektor tanimma gore; L(f) = cf; yani f/ = cf, (f # 0) olacak sekilde
csayist ve f fonksiyonu artyoruz. (Yani tiirevi kendisinin ¢ kat1 olan fonksiyonlar artyoruz.) Aslinda,
y = f(x) yazarsak, ﬁ = c - y diferansiyel denklemini ¢dzecegiz. Bunun ¢oztiimi f(x) = Ke®

(K : sabit) fonksiyonlar ailesidir.

Not: L : V. — V lineer dontisim ve boy(V') = n olsun. S = {a1, a2,...,an} V' nin bir sirali
bazi ise L’ yi S’ ye gore temsil eden bir A, n X n matrisi vardir. Bir ¢ 6zdegerini ve bu 6zdegere
karsilik bir 6zvektorleri bulmak i¢in L(a) = ca esitligini ¢ozeriz. Teorem 4.37’ye gore bu denklem

Alals = c[a]s denklemine denktir.

Omek 6.10 L : P, — Py, L(at> + bt +c) = ct? + bt + aolsun. S = {1 — t,1 + t,t?} ve

T = {1,t,t?} bazlar verilsin. L’yi S’ye gore temsil eden A matrisini bulalim.

1
1 1 2
LA-t)=t—t=_(1-t) - _(1+H)+* = [L0-t]s=| —3
- 1_
-
2 1 1 5 2
La+6) = +t=—_(1-D+ 1+ + = [LA+Ds=| }
1

L) =1= (11— 1)+ (1 +1) = [L()]s =

O NI N

olup istenen matris:

— NN
O NI N
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Boylece 6zdeger bulma problemi Aa = ka (k € R) denklemi ile ¢oziiliir. L’ nin T ye gore temsili
0 01
B= |0 1 0 |bulunur. (Kontrol ediniz.) Buna karsilik gelen 6zdeger bulma problemi Bax = ko

1 00
denklemiyle ¢oziiliir.

Tanim 6.11 A, n X n matris olsun. L : R — R"”, L(a) = A« seklinde verilsin. 8 # a € R"
ve ¢ € Rolsun. Ao = ca ise c'ye A matrisinin bir 6zdegeri ve a’ya da bu 6zdegere karsilik gelen
bir 6zvektor denir. (Dikkat: Burada bir “matrisin 6zdegeri” (bir lineer dontisiimiin 6zdegeri degil)

tanimlanmaktadir.)

1

Ornek 6.12 A =
—2 4

] olsun. A'nin 6zdegerlerini ve bunlara karsilik gelen 6zvektorleri bula-

a
Im. o« = [ ! ] ve ¢ € R olsun.

az

11 aq a a1+ az = cax
Aa = ca — =c —
—2 4 as as —2a1 + 4a2 = cas

denklem sistemi elde edilir. Buradan

(c—1)a; —a2=0
2a1 + (c —4)az =0

homojen sistemi bulunur. Bu homojen sistemin trivial olmayan ¢éziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter

sart katsayilar matrisinin determinantinin 0 olmasidir. Yani

c=2

c—1 -1
=0= (c—1)(c—4)+2=0=c®>—5c+6=0=>{ veya

2 c—4
c=3

¢ = 2i¢in: Denklem sisteminde ¢ = 2 yazalim:

— = 0 =
a1 a2 . } cozimii { a1 a2 } (r € R).

2a1 — 2ay = a; = r

r . 1
],OyérE]R,érnegm [ 1]

c = 2 ye karsilik gelen 6zvektorler: [
r

c = 3 icin: Denklem sisteminde ¢ = 3 yazalim:

2a;1 — — 0 - a
a1 — a2 }2{ “ 2 }(r:reelsayl)

2a1 —2a2 = 0 a = T
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S vl

1
c = 3’e karsilik gelen 6zvektorler: [ ], r € R (r # 0), 6rnegin ! 0 ]

Tanim 6.13 A = [a;;],n X n matris olsun. |tI,, — A| determinantina A nin karakteristik polinomu

denir. (¢ cinsindendir.) det(tI,, — A) = 0 denklemine de A nin karakteristik denklemi denir.

1 2 —1
Omek6.14 A= | 1 0 1 | olsun. A nin karakteristik polinomu
4 —4 5

t—1 —2 1
f(t)=det(t-Is—A)=| -1 t —1|=1t>—6t>+ 11t — 6. (Kontrol edin.)
—4 4 t—5

Teorem 6.15 A, n X n matris olsun. A nin 6zdegerleri, A nin karakteristik polinomunun gercel kok-

leridir.

Ispat: Once bir 6zdegerin, karakteristik polinomun bir kokii oldugunu gosterelim. § # o« € R™

vektorii, bir ¢ € R 6zdegerine karsilik gelen bir 6z vektor olsun. O halde
Aa = ca = Aa = (cIp)a = (¢, — A)a =0

Bu son denklem, n bilinmeyenli n denklemli bir homojen sistemdir. Trivial olmayan ¢dziim (yani c)
olmast i¢in gerek ve yeter sart det(cI, — A) = 0 olmasidir. O halde ¢ sayis1 karakteristik polinomun
bir kokidiir.

Karakteristik polinomunun bir kékiiniin, bir 6zdeger oldugu kolayca gosterilebilir. O

Bir Matrisin Ozdegerlerinin Bulunmasi

Bir A, n X n kare matrisin 6zdegerlerini ve bunlara karsilik gelen 6zvektorleri bulmak i¢in asagidaki

iki adim izlenir:
ADIM 1: f(t) = |tI,, — A| karakteristik polinomunun (reel) kokleri bulunur.

ADIM 2: Her bir ¢ 6zdegeri icin (cI,, — A)a = 6 homojen sisteminin trivial olmayan ¢oziimleri

bulunur. Bunlar A'nin c’ye karsilik gelen 6zvektorleridir.

Karakteristik polinom f(t) nin reel koklerini bulurken baz1 ipuglar:

ipucu 1) f(t) = t" + an—1t""1 +... + a1t + ap polinomunun biitiin kdklerinin garpimi (—1)"ag

dir. (Dikkat: Polinomun bas katsayist 1 olmalidir.)
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ipucu 2) Eger ag, a1, ..., an—1 birer tamsay1 ise, f(t) nin tamsay1 olmayan bir rasyonel kokii yok-

tur.

Ornek 6.16 Ornek 6.14’deki matrisin karakteristik polinomu f(t) = t3 — 6t2 4+ 11t — 6 olarak
bulunmustu. (—1)™ae = 6 olup koklerin ¢arpimi 6 dir. 6 nin bolenleri: F1, F2, F3, F6. Buradan
c1 = 1,c2 = 2,¢3 = 3 bulunur. (Kontrol edin.) Yani f(¢t) = (t — 1)(t — 2)(t — 3) dir. Ozdegerler
de 1, 2 ve 3 duir.

c1 = 1icin
0o —2 1 aj —%
-1 1 -1 az | = |0 | = a1 = $ | (a # 0) dzvektorlerdir.
—4 4 —4 as a
ca = 2icin
1 -2 1 aj 0 —%
-1 2 —1 az | =| 0| = az = 9 (a # 0) ozvektorlerdir.
—4 4 -3 as a
c3 = 3icin
2 21 |[a 0 —a
-1 3 -1 az | = |0 | = a3z = 2 | (a # 0) dzvektorlerdir.
—4 4 -2 as a

e 01
Ornek 6.17 A = olsun.
0

-1

t —1
det(tIz—A):| L |:t2—|—1

olup hig reel kok yoktur. A nin hig (reel) 6zdegeri yoktur.

Teorem 6.18 (Cayley-Hamilton) Her matris kendi karakteristik polinomunun kokiidiir. Yani f(t) =
t" + ap_1t""1 + .-« + a1t + ap) ise 0 zaman f(A) = 0 dir; yani

A"+ ap_ 1 A" 4o+ a1 A+ apl, = 0.

. 1
Ormek 6.19 A = [

] olsun. Karakteristik polinom:
5

t—1 -3

= —A:
Fo) =t —a=" T

={t—1)(t—-7)—15= f(t)=t>—8t—8
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bulunur. Simdi

r 2
) 13 1 3 10
F(A) = A2 —8A — 81, = —8 ~8
5 7 5 7 01
_[16 24 8 24 8 0
| 40 64 40 56 08
oo
0 0

bulunur. Bu esitlikten A~ su sekilde hesaplanabilir:

A%? —8A — 81, =0 = A(A —8I;) =8I, —> A 'A(A — 81, = 84"

1 1 1 3 8 0 -r 3
— A l'="(A-8L) = A"1=" - = 8 8
8 8\|5 7 0 8 5 -3

Not: Genel olarak f(t) = t"™ + an_1t"" 1 + -+ + a1t + ao polinomu bir A n X n matrisinin

karakteristik polinomu ise

1

ao

AT = (A" +an1A"2 4o+ a2A + ar 1)

formiilii yazilabilir.

. 3
Ornek 6.20 A = [ 0

gelen 6zvektorleri bulunuz. Cayley—Hamilton teoremini kullanarak A~ i hesaplaymiz.

st ([£ ]2 5] ([ 12,2

=({t—3)(t—7) —10=1t>—10t+ 11 = 0.

] matrisinin karakteristik polinomunu, 6zdegerlerini ve bunlara karsilik

Coziim:

Karakteristik denklemin kokleri:

10 FF /56
%:5?\/14:}01:5-’-\/14, 62:5—\/14

t12 =
bulunur. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler:

c1 =5+ V14 igin:

5++14—3 -5 ap | |0 _ (2 4+ V14)a; — 5az =0
—2 5+vVI4—7||ax| | O —2a; 4+ (=24 V1d)az = 0
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denklem sistemi ¢oziiliir. Burada 1. denklemin —2/(2 + +/14) katinin 2.denkleme esit oldugu gorii-

liir. O halde; cq’e karsilik gelen 6zvektorler:

a; = (a1 #0)

ca = 5 — /14 igin

5—+14—3 -5 ap | |0 . (2 — V14)a; — 5a2 =0
—2 5—v14—7 o —2a; 4+ (=2 — V1d)a; = 0

a2

denklem sistemi ¢oziiliir. Burada 1. denklemin —2/(2 — +/14) katinin 2.denkleme esit oldugu gorii-
liir. O halde; c2’ye karsilik gelen 6zvektorler:

5
oy = (2—@) a2 (as # 0)

a
bulunur. (Tabii ki; 6zvektorleri a; veya az cinsinden yazabiliriz.)

Simdi A matrisinin tersini Cayley—-Hamilton ydntemi ile bulalim:

f(t) =t* —10t + 11 = A% — 10A + 111, = 0, olmalidir.
= A% —10A = —111,
— A(A — 101;) = —111,
= soldan A~ ! ile carparsak: A — 10I; = —11A~!

1 1

]H

3—-10 5
2 7—10

2

7
=>A—1:[ i
—i1

e e

olarak hesaplanur.
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