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Hata Analizi

Hata Tanimlar

Glntimiizde pek ¢ok alanda 6zellilkle miihendislikte ¢ok sayida problemin
analitik ¢oziimii yapilamamasi dolayisiyla sayisal yontemlerle yaklasik ¢o-
ziimleri yapilabilmektedir. Bu sayisal ¢oziimlerde hesaplamanin yapildig:
yontem veya bilgisayarm yaptig1 hatalarin yaninda ortaya ¢ikan baska ha-
talarda vardir. Bu hatalar gercek ¢oziimlerle, sonuglar: karsilastirarak yada
tahmin ederek tespit edilir. Bu durumda hatanin kabul edilebilir bir sevi-
yede olup olmadigimi hata analizi yaparak ortaya cikartiriz. Hata analizi;
eger gercek deger biliniyorsa gergcek degerden faydalanarak, eger bilinmi-
yorsa iterasyonlardan faydalanarak yapilir.

Gergek Deger = Yaklasik Deger + Gercek Hata
dolayisiyla
Gergek Hata = Gergek Deger — Yaklasik Deger

gercek hatay1 E; ile gosterelim ¢ indisi gercek (true) hata oldugunu belirtmek
i¢in kullanalim bu durumda

E; = Gergek Deger — Yaklasik Deger (1)
olur. Bazen hatanin miktar1 degil orani 6nemlidir. Bu durumda

Gergek Hata  G.H.
Gergek Deger  G.D.

Gergek Oransal Bagil Hata =

Eger bagil hatanin ytizdesini bulmak istersek;

Gergek Hata

——————— %100
Gergek Deger

Gergek Oransal Bagil Yiizde Hata = ¢; =

olacaktir

Ornek o.1 Bir kdprii ve bir percinin uzunluklarim olgmekle gorevlendirildiginizi
ve bunlari sirasiyla 9999 cm ve 9 cm buldugunuzu varsayalim. Eger gercek deger
strastyla 10,000 cm ve 10 cm ise her iki durum icin (a) Gergek hatay: (b) Gergek
bagil yiizde hatay: hesaplayiniz.

(a) Kopriiniin olciilmesindeki hata
Et =10,000 — 9999 =1 cm

ve pergin igin
Et=10—9=1cm

(b) Koprii igin gercek bagil yiizde hata
g+ = (1/10,000).%100 = %0.01

ve pergin igin
et = (1/10).%100 = %10



Bu durumda; her iki 6lgmedede 1 cm’lik hata oldugu halde per¢gin igin bagil hata ¢ok
daha biiyiiktiir. Bu durumda koprii icin iyi bir ol¢iim yapti§imiz soylenebilir fakat
percin igin iyi bir olciim yapilmamugtir.

Sayisal yontemlerde gercek degerin bilinmesi ancak analitik ¢oztimleri
bilinen denklemler icin gegerlidir. Buda 6zel bir yontemin ¢oziimlerinin geger-
liligini kontrol i¢in uygulanan bir durumda miimkiindiir. Ancak gercek uy-
gulamalarda tam ¢ozitimleri bilmemiz miimkiin degildir. Eger ele aldigimiz
problemin gercek degerleri yok ise hata hesaplamalarinda yukaridaki hata
tanimlamalarini kullanamayiz. Bu durumda en iyi yapilacak sey hatanin to-
lere edilebilir miktara indirilmesidir, bunun igin asagidaki tanimlamay:1 ya-
pabiliriz.

Yaklasik Hata

fa = Yaklasik Deger 100% @)

burada a alt indisi (approximate) yaklasik hatay: temsil eder. Miihendislik
uygulamalarinda (1) esitligi, (3) esitligindeki hatanin hesaplanmasinda kul-
lanulmaz. Sayisal yontemlerde zor islerden biride gercek degeri hakkinda
bilgi sahibi olmadan hata tahminleri yapmaktir. Ormegin, belirli sayisal yon-
temlerle ¢6ziim yapmada iterasyon kullanilir. Bu gibi durumlarda, mevcut bir
yaklasim bir 6nceki yaklasimin temeli tizerinde yapilir. Bu prosediirde ard
arda, yada iterafif olarak, gittikce iyilesen (umuduyla) yaklasimlar uygulanur.
Bu gibi durumlar igin, hata genellikle o andaki yalasik deger ile bir énceki
yaklasik deger arasindaki fark olarak tahmin edilir. Dolayisiyla bagil ytizde
hata asagidaki gibi bulunur

_ Mevcut yaklasik deger - Onceki yaklagik deger

100%
Mevcut yaklasik Deger 3

&

Hata analizi yapildiginda hatanin pozitif yada negatif ¢ikmas1 énemli
degildir. Daha ¢ok hatanin tolere edilebilecek miktarda olmasi 6nemlidir.
Tolere edilebilecek yiizde hatay1 ¢; ile belirtirsek buldugumuz deger &5 den
mutlak degerce kiiciik olmalidir. Bu durumda asagidaki sart saglanincaya
kadar hesablamaya devam edilir.

lea] < &5

Bu baginti iterasyonda durmamiz gereken noktay: belirler, o yiizden
durma kriteri olarakta kabul ederiz. Eger bagmnt1 saglanirsa, sonucun kabul
edilebilir &5 hata smurlar1 iginde kaldig1 kabul edilir.

Hatalar1 anlamli basamak sayisiylada iliskilendirmek yararli olacaktr.
Asagidaki kriter gerceklestigi taktirde sonucun en az n anlamli basamak igin
kesinlikle dogru oldugu gosterilebilir (Scarborough, 1966).

g5 = (0.5 x 10°7")% (4)

Ornek o.2 (iteratif Yontemler i¢in Hata Tahminleri) Matematikte fonksiyon-
lar cogu zaman sonsuz serilerle gosterilebilir. Ornegin exponansiyel fonksiyon asa-
§idaki gibi hesaplanabilir:

2 3 n

S ST N E SR SR

21 3l P )

Boylece, dizinin igine ne kadar ¢ok terim eklenirse, yaklagim, e*’in gercek degerini o
kadar daha iyi tahmin eder. (5) egitligine Maclauren Serisi A¢ilim1 denir.

En basit sekilden, yani e* = 1 den baslayarak, tek tek terimler ekleyerek e*>
sayisint tahmin edin. Her bir terimi ekledikten sonra, siraswyla gercek ve yaklasik
bagil yiizde hatay: hesaplayin. Gergek degerin % = 1.648721... oldugunu kabul
edin. Yaklagik hata tahmini e, nin mutlak degeri, iic anlamli basamak veren belirli
bir &5 hata kriteinden daha kiiciik oluncaya kadar terim eklemeye devam edin.



Coziim 1 Once (4) esitlii kullanilarak, sonucun en az ii¢ anlamli basamak icin
dogru olmasini garanti eden hata kriteri belirlenebilir:

es = (0.5 x 10°73)% = 0.05%

Demekki e, bu seviyenin altina ininceye kadarseriye term ekleyecegiz.
[Ik tahmin (5) egitliginin ilk terimine esittir. Dolayistyla ilk tahminimiz 1 raka-
mina egittir. Ikinci tahmin asagidaki gibi ikinci terimin eklenmesiyle elde edilir.

ef=1+x
ve x = 0.5 i¢in,
@ =1+05=15
bu deger, asagidaki gercek bagil yiizde hatay: verir.

1.648721 — 1.5

1648721 ‘ % 100% = 9.02%

|

(3) esitligi kullanilarak hatanin yaklagik bir tahmin asagidaki gibi bulunabilir:

L5-11 100% = 33.3%

‘o= |

€q, istenen €5 degerinden kiiciik olmadigindan, hesaplarimiza bir terim daha, x2/21,
ilave ederek ve hatalar: yeniden bularak devam edecegiz. Isleme eq < €5 oluncaya
kadar devam edilir. Biitiin hesaplar asagidaki tabloda verilmistir;

Dolayisiyla 5 terim sonra yaklasik hata €; = 0.05% degerinin altina iner ve
hesaplama sona erer. Hatta anlamli basamak sayist altinci terimde ii¢dende daha fazla
oldugu goriilmektedir. Burada hem gercek bagil hata yiizdesinin hemde yaklasik bagil
hata yiizdesinin paralel deerlere dogru gittigini soyleyebiliriz buda bizim yaklagik
bagil yiizde hata taniminin ¢ogunlukla dogru ¢ikacagini gosterir, tabii ileri siiriilen
metodun kullanisl olmasida formiiliin dogru ¢ikmasin etkiler.

Sayisal yontemlerde hesaplama yaparken bazi hatala olusur bu hatalar: asa-
g1daki gibi siralayabiliriz.

Yuvarlama Hatalar:

7, e, /3 gibi irrasyonel sayilarin virgiilden sonraki terimleri sonsuza
gider yada sabit sayida anlamli basamak yazilamaz. Bundan dolay: bilgisa-
yarda tam olarak ifade edilemezler. Ayrica bilgisayarlar 2-tabanl gosterim
kullandiklarindan bazi 10-tabanl sayilarida hassas olarak ifade edemezler.
Anlamli basamaklarin bu sekilde ifade edilmesinden dolay1 olusan farka yu-
varlama hatas: denir.

Kesme Hatalar

Sayisal yontemlerde kullanilan seriler, belli bir yerde kesilip geri kalan
terimlerinin atilmasi bigiminde kullanilir. Ornegin;

M K8
e :1+x+j+§+~~

serisinden e’ degerini elde etmek istedigimizde sonsuz seriyi alamayacag:-
mizdan belli sayida terim alinip geri kalnin1 atmamiz gerekir. Sayisal yon-
temlerde bu tiir hatalara kesme hatas: denir.

Veri ve Formiilasyon Hatalar1

Bu durumlar matematiksel modellemeyle ilgilidir. Modelin dayandig: fi-
ziksel verilerin belirsizligi nedeniyle analizde bazen hatalar olugur. Ornegin;
diigen bir cisim modelinin denemek igin bir cismi defalarca belli bir ytiksek-
likten atarak belirli bir zaman sonra diisme hizini 6l¢tiigtimiizde, bu 6l¢tim-
lerde mutlaka belirsizlik olacaktir, ¢iinki cismin bazi diismelerinde digerle-
rine gore daha hizli olacaktir bu gibi durumlara Veri ve Formiilasyon Hatalar
denir.

Terimler Sonug £+% £,%
1 1 39-3 333
2 1.5 9.02 7.69
3 1.625 1.44 1.27
4 1.645833333 0.175  0.158
5 1.648437500 0.0172  0.0158
6 1.648697917 0.00142 0.00158







Lineer Olmayan Denklemlerin Coziimii

Ikiye Bélme Yontemi

Tkiye bolme kurali, f(x) fonksiyonu verilen bir [a, b] araliginda stirekli ve bir
koke sahip oldugu biliniyorsa, f(x) = 0 formunda bir denklemin yaklagik
kokiinti bulmak i¢in bir parantez agma yontemidir. Boyle bir duruma f(x)
fonksiyonu ¢oziim araliginin ug noktalarinda zit isaretli olacaktir. Yandaki
sekillerde goriildiigu gibi, eger f(x) fonksiyonu x = a ve x = b noktalar
arasinda bir ¢oztime sahipse, ya f(a) < 0 ve f(b) > 0 yada f(a) > 0 ve
f(b) < 0 diir. Bagka bir deyisle, eger x = a ve x = b arasinda bir ¢oztim
varsa bu durumda f(a).f(b) < 0 diir.

Ikiye bolme kuraliyla bir kok bulunmak istenirse énce x = a ve x = b
ug noktalar1 olmak {izere ¢o6ziimiin var oldugu bir aralik tespit edilir. Boyle
bir aralik ya f(x) in grafigi ¢izilir ve x eksenini kestigi yer tespit edilir yada
isaretleri zit olan fonsiyonunun iki degeri tespit edilerek bulunur. Araligin
orta noktas1 x,1 yaklasik ¢oziimiin ilk tahmini olarak alinir. Gergek ¢6ziim
ya a ve x,1 noktalar1 arasindaki aralikta yada x,; ve b noktalar1 arasindaki
araliktadir. Eger yaklagik ¢6ziim yeterince dogru degil ise dogru ¢oziimii ige-
ren yeni bir aralik tanimlanir. C6ziimii icine alan yeni aralik 6nceki araligin
yarisi kadardir, ve onunda orta noktas: yaklasik ¢oziim icin yeni (ikinci) tah-
mindir. Bu sekilde iterasyon 6nceden segilen bir kritere gore yaklastk ¢oztim
yeterince dogru oluncaya kadar devam ettirilir.

Ikiye bolme yontemiyle yaklagik ¢oziim bulmak igin prosediir (yada al-
goritma) asagidaki gibi 6zetlenebilir:

Adim 1: Fonksiyonun kokiinii i¢ine alan ve f(a).f(b) < 0 sartiu saglayan
bir x, = a ve x; = b noktalar1 belirlenir.

Adim 2: Fonksiyonun kokiintin ilk tahmin x,; asagidaki formiilden bulunur:

Xg + Xy
2

Xr1 =

Adim 3: Fonksiyonun kokiinii yeni bulunan degere gore hangi alt aralikta
oldugunu bulmak i¢in asagidaki hesaplar yapilir;

e f(a).f(x;1) < 0ise kok [a,x,1] arasindadir. O halde yeni kok tahmini
yapmak icin Adim 2 doniilir.

e f(x;1)-f(b) < 0ise kdk [x,1,b] arasindadir. O halde yeni koék tahmini
yapmak icin Adim 2 doniilir.

e f(a)f(x,1) = 0yada f(b).f(x,1) = 0 ise kok x,1 e esittir, hesaplamaya
son verilir.
Ornek: f(x) = x> —2x —5 = 0 denkleminin bir kokiinii ikiye bolme

yontemiyle bulunuz.
Coziim: Oncelikle denklemin kokiiniin hangi aralikta oldugunu bulalim



bu durumda denklemin kokii [2, 3] arasindadr.

2
X = %3 =25 = f(25)=5625
f(2).f(25) = —1.5.625 = —5.625 < 0 = kok x € [2,2.5]
2425

X2

5 =225 = f(225) = 189063

£(2).f(2.25) = —1.1.89063 = —1.89063 < 0 = kok x € [2,2.25]

2422
x= 222 0125 F(2125) = 0345703

£(2).f(2125) = —1.0.345703 = —0.345703 < 0 = kok x € [2,2.125]

24212
Xy = %5 =20625 = f(2.0625) = —0.351318

£(2.0625).f(2.125) <0 = kok x € [2.0625,2.125]
denklemin yaklasik kokii 2.09455 dir. Bu durumda koke yaklasma bilhayli

Tablo 1: Tablo 1

iterasyon X, Xii Xy f(x) €, I
1 2 3 2.5 5.625 - -19.3574
2 2 2.5 2.25 1.189063  -11.1111 -7.42164

3 2 2.25 2125 0.345703 -5.88235  -1.45377

4 2 2.125 2.0625 -0.351318 -3.0303 1.53016

5 2.0625 2.125 2.09375 -0.008942  1.49254  0.0381944
6 2.09375 2.125 2.10938 -0.166893 0.740976  -0.708028
7 2.09375 2.10938 2.10157 0.0786466 -0.371627 -0.335156
8 2.09375 2.10157 2.09766 0.0786466 -0.186398 -0.148481
9 2.09375 2.09766 2.0957 0.0128274 -0.0935248 -0.0549044
10 2.09375 2.0957 2.09473 0.00199272 -0.0463067 -0.00859373

yavas olmaktadir.

Ornek: f(x) = x2 — 3 = 0 denkleminin bir kokiinii ikiye bolme yonte-
miyle bulunuz.

Coziim: Denklemin kokiiniin hangi aralikta oldugunu bulalim

f(=3)=6 f(=2)=1 f(-1)=-2 f(0)=-3
fB)=6 f(2)=1 f(1)=-2

bu durumda denklemin koékleri [—2, —1] ve [1,2] aralarindadir. Biz sadece
[1,2] aralasindaki kokii bulmaya ¢aligalim

X = % =15 = f(15)=—0.750
f(15).f(2) <0 = kokx e [15,2]
Xy = 1‘5; 2_175 = f(175) = 0.0625

f(15).f/(1.75) <0 = kokx € [1.5,1.75]

15+ 175
X3 = % —1625 = f(1.625) = —0359375

£(1.625)./(1.75) <0 = kok x € [1.625,1.75]

1.625+1.7
Xy = % —1.6875 = f(1.6875) = —0.152344

£(1.6875).f(1.75) <0 = kok x € [1.6875,1.75]

denklemin yaklasik kokii 2.09455 dir. Bu durumda koke yaklasma bilhayli
yavas olmaktadir.



iterasyon  x, X Xy f(xy) €a gt

1 1 2 1.5 -0.75 - -13.3974
2 1.5 2 1.75 0.0625 14.2857  -1.03634
3 1.5 1.75 1.625 -0.359375 -7.60231  6.18054

4 1.625 1.75 1.6875 -0.152344 3.7037 2.5721

5 1.6875 175 1.71875 -0.04580984 1.81818  0.767876
6 1.71875 1.75 1.73438 0.00807398 0.901187 -0.134523
7 1.71875 1.73438 1.72657 -0.018956 -0.452342 0.316388
8 1.72657 1.73438 1.73048 -0.00543897 0.225949  0.090644
9 1.73048 1.73438 1.73243 0.0013137 0.112559 -0.0219393
10 1.73048 1.73243 1.73146 -0.00204627 -0.0560221 0.0340637

Regula-Falsi (Kirig) Yontemi

Sabit Nokta [terasyonu

Sabit nokta® iterasyonu f(x) = 0 yapisinda bir denklemi ¢6zmek igin bir
yontemdir. Yontemde, denklem

x = g(x) (6)

bi¢iminde tekrar yazilarak uygulanir. Burada x i eger f(x) = 0 denklemi-
nin ¢6z{imii olarak alirsak bu durumda (11) nin sag tarafiyla sol tarafi esit
olmalidir.

Coziimii y = x ve y = g(x), sekil 1 de gosterildigi gibi, grafiklerinin kesi-
sim noktasi olarak alabiliriz. Yaklagik ¢6ziim bulmak igin x = x( degeri g(x)
de yazilarak x, degeri bulunur, daha sonra x = x, degeri g(x) de yazilarak
x3 degeri bulunur bu sekilde iterasyon devam ettirilirse genel x; 1 = g(x;)
formdiilii elde edilir. Yani

xp = g(xo)
x = g(x)
x3 = g(x)
xip1 = g(x)

iterasyonu ortaya ¢ikar.

[terasyon |¢’(x)| < 1 ise yakinsama mutlak olur, yani mutlaka kéke dogru
yaklasir. Ancak bu sartin saglanmadig1 durumlardada koke yakinsama ola-
bilir.

Ornek: x3 — 2x — 5 = 0 denklemini g6z oniine alalim denklemin yaklasik
kokii 2.09455 oldugundan xy = 1 den baslayarak kokii bulmaya calisalim.

Coziim: Denklem ii¢ fakli yoldan x = g(x) formunda yazilabilir.

Durum a:

b x3+5
2

ve ¢'(x) = % dir. xy = 1 icin

3
bu durumda, g(x) = ¥

8'(M)[ =115 >1

Tablo 2: Tablo 2

' Sabit-nokta yontemi matematigin bi-
¢ok alaninda kullanilan eski bir yon-
temdir, teknik eski olmasina ragmen ilk
defa Alman matematikgi L.E.]. Brouwer
(1882-1962) tarafindan 1900 lerin basla-
rinda kullanilmistir.

YA

Sekil 1: Sabit Nokta Iterasyonu sekli



Durum b:

5
S x2-2
bu durumda, g(x) = > ve g'(x) = — (leg’;)z dir. xg = 1igin
lg' (D] =|-10]>1
Durum c:
x=+2x+5
bu durumda, ¢(x) = v2x +5 ve ¢'(x) = W dir. xp = 1 igin

|¢'(1)] = |0.182184| < 1

Goriildiigii gibi ¢ sikkinda segilen g(x) fonksiyonu ¢oziim igin uygun-
dur, xg = 1 degeri i¢in mutlak bir yakinsama elde edilecegi séylenebilir.
Fakat |g’(xp)| < 1 kosulu yeterli bir sart olsada gerekli olmayabilir. Bazen
|’ (x0)| > 1 ve |¢’(x0)| = 1 kosulu oldugundada iterasyonda ¢6ziime yakla-
silabilir. Iterasyon fonksiyonu ile kokii bulmaya calisalim

Xip1 = V2% +5

¥1 = V2x145=191293

X = v2x191293+5 = 2.06658
x3 = /2 x2.06658+5 = 2.09029
x4 = v/2x2.09029+5 = 2.09390
x5 = +/2x2.09390+5 = 2.09445
X6 = V/2x2.09445+5 = 2.09454
x7 = /2 x2.09454 + 5 = 2.09455

iterasyonu kesebiliriz ¢linki artik x7, xg, x9 ve digerlerinin ilk bes basamag1
ayni cikacaktir. Cikan degerler ve ¢; degerleri asagidaki tabloda kasilastiril-
mugtir.

Ornek: xe%%* 4+ 1.2x — 5 = 0 denklemi ele alalim. Denklemin yaklagik
¢ozlimii x = 1.5050 oldugu i¢in xg = 1 den baslayarak ¢6ztim bulalim,

Coziim: Denklem ii¢ fakli yoldan x = g(x) formunda yazilabilir.

Durum a:

5 — xe05%
T2
bu durumda, g(x) = 24 ve ¢/(x) = —(e%5% 4 0.5¢00%%) /1.2 dir. xp = 1
icin
g'(1) = —(%2 1 +0.5e"5-1) /1.2 = —2.0609
Durum b:
5
C 05 412
___5 _ _ —5e0sx . .
bu durumda, g(x) = sy ve g'(x) = Z(EM’ETZ)Z dir. xg = 1 igin
_£,05.1
)= — 2" 05079
2(e05-1412)
Durum c:
_ 5-12x
Y= " 05x
bu durumda, g(x) = %2 ve ¢/(x) = =2LH06X dir. xp = 1 icin

—3.7406.1
/ 3
¢'(1) = 051 = —1.8802

l‘ Xi

[l

N

[©X NS T SN OV ]

7

1
1.91293
2.06658
2.09029
2.09390
2.09445
2.09454
2.09455

52.267

8.67107

1.33537
0.203385
0.0310329
0.0047743

0.00047743
0.0

Tablo 3: Tablo 3



Goriildiigii gibi b sikkinda segilen g(x) fonksiyonu ¢ziim i¢in uygundur,
xp = 1 degeri i¢in mutlak bir yakinsama elde edilecegi sdylenebilir.

5
YT 05 12

5 5
M= sy = 175 %= im0
5 5
X3 = m = 1.5622 X4 = 7305-1'5622 112 =1.4776
X5 = # = 1.5182 Xg = > = 1.4986

0514776 1 19 0515182 1 19

Beklenildigi gibi, iterasyonda bulunan degerler gercek ¢6ztim x = 1.5050
degerine dogru yakinsamaktadar.

Buna karsilik, eger durum a daki g(x) fonksiyonunu itarasyonda kulla-
nirsak ¢ikan degerler:

05.1

o = 5—1.e — 27927 5 _2.7907 ¢05.2.7927
1 12 : X = 12

(= 0.5. (—5.2364)
o - 5— (—5.2364).¢ 4481

12

— 4.4849) . 0.5.4..4889

v, = 2448 91)26 — —31.0262

¢ikar, bu durumda iterasyonlar ger¢ek ¢oziimden uzaklagsmaktadir.

Newton-Raphson Yontemi

Newton?'un (yada Newton-Raphson3) metodu bir kok bulma probleminin
¢oziimi igin sayisal yontemlerde en ¢ok bilinen ve en kuvvetli yontemdir.
Newton yontemini tanitmak icin asagidaki iki yolu verelim.

Eger x; gercek kok ise f(x;) = 0 dur. Egriye (xo, f(xp)) noktasindan gegen
tegetin egimi,

1o - f(x0) R €1))
f(x) = po—— = XxX0—X e
dtiizenlersek
0 = - £ (7)

bulunur ayni iglemleri diger x degerlerinede yapip islemleri genellersek;

f(x0)
f'(xo)
f(x1)
f'(x1)
f(x2)
f'(x2)

X1 = X0 —

X2 = X1 —

X3 = Xy —

f(xi)

Xit1 = Xi— f/(xi)
bulunur. Ayni formiilii Taylor serisindende elde edebiliriz. Taylor serisini x;
civarinda agarsak

Fxiv1) = f(xi) 4 (ripr — %) f(x3) + (xipr — %) 2 f7 () + - -

= —5.2364

2 Isaac Newton (1641-1727) tim zaman-
larin en ¢ok taninan, bir ¢ift¢i ailesi-
nin ¢ocugu olan, kiymeti ve yaptiklar
saglhiginda bilinen, maddi sikint1 ¢ek-
mede yasayabilen ender bilim insanin-
larindandir. Fen ve Matematigin bir ok
alaninda calismalar1 vardir. O, meto-
dunu 1671 yilinda x* — 2x — 5 = 0 poli-
nomunun bir kokiinii bulmak i¢in kul-
lanmistir. Herne kadar polinomun ko-
kiinti bulmak i¢in metodu kullansada,
metod daha genis alanlarda fonksiyo-
narin kokiinti bulmak i¢inde rahatlikla
kullanilabilmektedir.

3 Joseph Raphson (1648-1715) 1690 yi1-
Iinda Isac Newtona atfedilen metodun
bir tarifini ondan bagimsiz olarak ver-
mistir. Ne Newton nede Raphson heri-
kiside yanlizca polinomlar: diistindiik-
leri igin metodun tanitiminda tirevi
agtkca kullanmamuslardir. Diger mate-
matikgiler de 6zellikle James Gregory
(1636-1675) bu yontemin farkindaydi.



formiilii gergeklesmektedir. Burada x; 1 in gercek koke ¢ok yakin oldugunu
varsayilirsa f(x;,1) &~ 0 alinr, (x;,1 — x;)? ve sonraki terimlerine ihmal ede-
biliriz. Bu durumda taylor serisinden;

0= f(x;) + (xig1 — x;) f'(x;)

ve buradan;

R C2))
i+1 — A fl(xi) (8)

elde edilir.

Ornek: f(x) = ¢* — 3x denkleminin kokiinii xg = 0 icin
(a) Sabit-nokta iterasyonuyla
(b) Newton-Raphson yontemiyle

bulunuz.
Coziim:
(a) Denklemi x = g(x) formunda yazilim.

e —-3x=0 = x= %ex
xg = 0 dir.
0 1/3
y = 21 x) = S = 0465
3 3 3
20465 £0-530
X3 = 3= 0.530 Xy = 3 0.567
80'567 60'587
x5 = = 0.587 X6 = 3 = 0.5995
£0-5995 e 0,612
X7 = 3 = 0.607 8 = —3 =0
80'612
= —— =0.615
X9 3
(b) Newton-Raphson ile;
flx)=e"—3x = x=¢"-3
baslangi¢ noktast xg = 0 dir.
£(x0) Q-0 1
= — =0—- = -
" " Flxo) &3 172
0.5
2 —3.(05
0-61005% _ 3 (0.6100596
x3 = 0.6100596 — ¢ 60_610059(6 — ) xp = 0.618966
0.618966 _
X, = 0618966 —° 60_61826‘20;6;8%6) ~  x, = 0619061
yaklasik hata;

E. = |x4 — x3] = |0.619061 — 0.618966| = 0.000095
Bagil yaklasik ytizde hata;

M.D—0.D ., 0.619061 — 0.618966 Y
e = e X 100% = 0615061 x 100% = %0.015

goriildigti gibi Newton-Raphson yontemi ¢ok daha hizli yaklasim sagla-
maktadir.



Newton-Raphson Yontemi i¢in Yakimsama Kosulu

Sabit-nokta iterasyonu igin yakinsama kurali |¢'(x)| < 1idi bu kural newton-
raphson yontemindede gegerlidir

_ ‘f(xO)f”(xo)

- 2

(10~ S0
f/(x) (' (x0)

olmalidir. Onceki rnekteki yakisama durumuna bakalim

<1 )

flx) =e"—3x
fl(x)=e¢"-3
f'x) =
xg = 0 igin
fO.f"O) _ | 11 | _1
o | ’ 27| 2"
yakinsama vardir. xp = 2 igin
f(2).f7(2)| _|10.29
‘ |~ lsas| <7

yakinsama vardir. Denklemin kokleri yaklasik olarak x; = 0.619061, xp =
1.51213 dir. Buna gére xo = 2 i¢in denklemin di?er kokiinii bulalim

X o= xo— J{,((i?) - x=2- Zz :2 — 1.683518

X2 = x— ]{,((’;11)) =  xp=1.683518 — % — 1.543481
X3 o= xp— ;((222)) =  x3=15335

Xy o= x3— ;((233)) = x,=151213

X5 = xg— j{,((’;‘i)) — x5=151213

baslangi¢ degeri xg = 5 alinsa idi yakinsama olup olmayacagina bakalim;

f(5) = —15 = 133.41
f'(5) = ¢® —3 =145.41

f"(5) = ¢® = 148.41
F(5).f"(5)| _|(133.41)(148.41)| |19799.38
(f'(5))? _’ (143.41)2 '_‘20567.33'

yakisama vardir ama kokten ¢ok uzakta baslamis oluruz.

Newton-Raphson Yontemindeki Tuzaklar

Newton-Raphson yontemi yukaridaki 6rnekte gortildiigii gibi ¢ogu zaman
etkili ve hizl1 yaklasim saglamasina ragmen bazi durumlarda zayif ve etkisis
kalmaktadir. Bu durum yakinsama kriterindeki ifadelerin yani f(x) fonksi-
yonun birinci ve ikinci ttirevi ve fonksiyonun degeriyle ilgilidir.

(i) Kok civarinda déntim noktast olmasi durumunda (f”(x) = 0) kokten
gittikce uzaklasma gostermektedir.



(ii) Baslangic noktasini yerel maksimum veya minimumlar civarinda seger-
sek diger iterasyon degerleri salinma egilimi gostererek koke yaklagma-
yacaktir, hatta bu salinma devam edebilir veya egim (f'(x)) sifir yada
sifira yakin bir deger ¢ikabilir bu durumdada ¢6ziim ya ¢ikmayacak yada
ilgilendigimiz araligin ¢ok disinda bir yere gidecektir.

(iij) Kokten ¢ok uzakta bir yerden baslangi¢ noktas: segersekde yukaridaki
sebeplerdende dolay1 koke saglikli bir sekilde yaklasim olmayacaktr.

e Simdi bir A sayisinin 7 ci kuvvetten kok degerini bulmaya ¢alisalim.
Bunun igin

x=VA = f(x)=x"-A

seklinde yazilir
fx)y=x"-A = f(x)=nx"""!
_ f(xi) _ X —A
TN ) T TN nl. X

payda esitlenip diizenlenirse

(n—1)x' + A
Xit1 = n.x?fl

Karakok icin n = 2 almaliyiz.

XI-Z*A X+ A
X = X;j — =
i+1 ! Z.Xl‘ Z.Xl'

Kiipkok icin n = 3 almaliy1z.

x?—A 2x1.3+A
Xit1 = Xj — 2 = 2
3.xi 3.xl.

Ornek1: Newton-Raphson yontemiyle +/3 iin degerini hesapliyalim. igin ya-
tay tablo tiiretiniz.
Coziim: Karakok icin #n = 2 almaliy1z. Bu durumda

_ x243
Yitl = 2 X;
xo = 1igin
1243
= =2
1 2.1
2243
n o= S =7/4=175
 (175)243)
(1.73214)2 + 3)
= Y LY 173204
4 2.1.73214 320

/3 tin gercek degeri 1.73205 oldugundan yakinsama oldukga iyidir.

Secant Yontemi

Newton-Raphson yontemi hizli yakinsama saglayan iyi bir yontemdir, fakat
onun zayif noktast f(x) fonksiyonun tiirevinin gerekli olmasidir. Polinom-
lar ve bir¢ok degisik fonksiyonun tiirevini almakta sorun yoktur fakat bazen
karmastik fonksiyonlarin tiirevini almak zor olabilmektedir. Tiirev almada
sorun yasayabilecegimiz durumlarda Secant4 yontemi kullanilarak ¢éziim

4Secant kelimesi latince kesme mana-
sma gelen secan kelimesinden tiiretil-
mistir. Secant yontemi bir koke yaklas-
mak igin kesme dogrusu kullamr, bu
dogru egri tizerindeki iki noktay1 birles-
tirerek egriyi kesen bir dogrudur.



tiretilebilir. Secant yontemi Newton-Raphson yontemine benzer bir yontem-
dir fakat tiirevli ifade bu yontemde kullanulmaz.
Secant dogrusunun egimi asagidaki gibi yazilabilir:

flxo) = f(x1) _ f(x1) =0

X0 — X1 X1 — X2

burada x, yanliz birakilirsa

fxq1) (xo — x1) i
Xp=Xx] — " ——F
flxo) = f(x1)
X2 noktasmin bulunusu gibi x3, x4, - - - bulunur. Denklemi genellersek x; 1

noktasin1 bulmak igin x; ve x;_1 noktalarini bilmemiz gerekir ve bu durumda
denklemin genel hali:

flxi) (xi1 — xi) (10)
flxi1) = f(x)

Xit1 = Xi —

bulunur.
Ayru formiilti Newton-Raphson yontemindeki formiildende bulabiliriz.

iy o fxic) — fxi) -
fi(xi) = X1
bu esitlik newtonun formiiliinde yerine yazilirsa
f(x;) fx;) Sekil 2: Secant Yontemi
T T g0y TN T T o)
Xi—1—Xi
yada dtizenlersek
f(xi) (xioq — xi)
Xt — xi —
T fli) — ()
formiuld bulunabilir.
Ornek: f(x) = e~ — x denkleminin kokiint xg = 0, x; = 1 icin Secant
yontemiyle bulunuz. (Denklemin kokii x = 0.567143 dur.)
Coziim:
x0=0,x=1
Birinci Iterasyon:
x = 0 = f(xo)=1.0000
x1 o= 1 = f(x)=-063212
F(x1) (x0 — x1) —0.63212. (0—1)
— oy — - —— 7 —0.61270
2T o) — f(a) 1—(—0.63212)
e+ = %8.0 cikar.
Ikinci Tterasyon:
xi o= 1 = f(x)=-063212
xp = 061270 = f(xp) = —0.07081
dikkat edilirse her iki degerde kokiin ayri tarafindadir.
—0.07081. (1 — 0.61270)
= 0.61270 — = 0.56384
13 (—0.63212) — (—0.07081)
et = %0.58 ¢ikar.
Ugiincii Iterasyon:
xp = 061270 = f(xp) = —0.07081
x3 = 05638& = f(xp) =0.00518
i G ONR) | el
0.00518. (0.61270 — 0.56384)
=0. 4 — = 0.56717
x4 = 0.5638 (—0.07081) — (—0.00518) 0.56 0 ) 100
1 0.5 11.8
et = %0.00048 ¢ikar. 2| 0566311003 | 0147

3| 0.567143165 | 0.0000220
4| 0.567143290 <1078
Tablo 4: Tablo 4







Lineer ve Lineer Olmayan Denklem Sistemlerin Coziimii

Girig

Bu boliimde 7 bilinmeyenli n lineer eszamanli cebirsel denklemlerin ¢6ztimii
sunacagiz. Dogrusal denklem sistemlerinin bir¢ok miihendislik ve fenbilim-
leri problemleri yan1 sira, sosyal bilimler, is ve ekonomi problemlernin ma-
tematik uygulamalari ile iligkilidir.

Cebirsel denklemlerin bir sistemi

a11x1 +apxe + -+ ayxn, = by
211 + axpXy + - + ap Xy = by

(11)
A1 X1+ appXxo + -+ appXy = by

formunda ele alaim. Burada 4;; katsayilar1 ve b; sabitleri bilinenler ve x; bi-
linmiyenleri temsil eder. Matris notasyonunda, denklemleri

ain A - Al X by
apy axp - a4y X2 by
anl  an2 Ann Xn by,
ya da
AX =B

bi¢giminde yazabiliriz. Lineer Cebir ve Matematik derslerinde denklem sis-
temlerinin dogrudan ¢6ziim yontemleri verildi. Bu dersde n bilinmiyenli n
tane denklemin ¢6ztim vektoriinii dolayl yoldan, yaklasik olarak bulabilmek
icin yontemler verecegiz. Verecegimiz yontemler sunlardir.

1. Jacobi fterasyon Yontemi
2. Gauss-Seidel Yontemi

3. S.O.R (Successive over Relaxation) Yontemi

Jacobi Iterasyon Yontemi

Lineer denklem sistemlerinin ¢oztimiinde denklem sistemi oldukga biiytiik
ise Matris islemleri kullanilarak yok etme metodlarinin kullanilmasi yapi-
lan temel aritmetik islemlerim ¢oklugundan dolay: tercih edilmezler. Bu du-
rumda iterasyon yontemleri tercih edilir. Yontemde ¢oziimlere bir baslangig
tahmininde bulunulur ve denklemlerde yerine konularak yeni tahmin dger-
leri bulunur. 1slemler bir birini takip eden yaklasik degerler arasinda mutlak
fark ¢ok kiigtik oluncaya kadar devam eder.

Bu yontem ayni1 zamanda es zamanl olarak yer degistirme yontemi ola-
rak bilinir. Basit ve anlasilabilir olmasi agisindan denklem (11) de n = 3



alalim, yani ti¢ bilinmiyenli ti¢ denklem sistemini ele alalim. Bu denklem
sistemi

a11x1 + a1pXp +ai3xz = by

a1 X1 + axXs + a3x3 = by

az1x1 + azx; +azsx3 = bs
olsun. Burada, a11, a2y ve as3 katsayilari ilgili denklemlerin en biiyiik kat-

sayilar1 oldugunu varsayiyoruz, bu varsayim yontemin ¢oziilebilirlik yada
yakisama sartidir. Yani;

la11| > [a12] + |ars]
|a22] > [az | +|azs] (12)
|a33| > [az| + |azz |

Jacobi iterasyon yontemi, denklem (12)’de verilen kosullar yerine getirildigi

durumunda gegerlidir.
Bu denklem sistemini

+1 1

x%n ) = 711 (bl — alz.’Xén) — ﬂ13X§H)>
+1 1

Xén ) = 722 (bz — {1213(5”) — a23x§n)>
+1 1

xén )= T <b3 - 1131365”) - ﬂszxén))

seklinde yazabiliriz. Burada tistel (n) gosterimi n. ci iterasyondaki degerini
belirtmektedir. Ustiin (0) olmasi durumu x; lerin baglangic degerini ifade
etmektedir.

Yukaridaki iterasyon semasini (N x N) lik bir sisteme genellestirirsek for-
miil:

(1) _ 1 L= N S -
X; = a— bi — a,-jx]. + Z ai]-xj , i=1,...,,N (13)
i =1 =it

ile verilir.
Ornek:
15x +3y — 2z = 85
2x + 10y +z =51
x—2y+8z=5

sistemini Jocobi iterasyon yontemi ile ¢oziintiz.
Coziim: Yukaridaki denklem igin

15[ > [3[ + -2
[10] > 2] + 1
18] > [1] + -2

sartlar ti¢ denklem icinde saglamaktadir. simdi jakobi yontemini uygulaya-
lim:

1
(n+1) _ _ 3y (n)
x 5 (85 3yt +2z )
1
(n+1) — —ox(n) _ 5(m)
y 10 (51 2x z )

1) _ L (e ) o (m)
z 8(5 x4+ 2y >

baslangi¢ sart1 6nceden verilmediginden x©) =, y(0> =0, 29 =0 olsun.



1. [terasyon:

2. [terasyon:

3. Iterasyon:

4. Iterasyon:

5. [terasyon:

6. Iterasyon:

7. Iterasyon:

Ornek:

5 —

L6 _
y6) =
,(6) _

)

YO = %

L) = 2
:]g(%—3 ?%+2 g>=4%
_ 110 (51—2>< g—g) — 3.904
:%(&hg+z %):sz
1
— 2 (853 x 3904 +2 x 1.192) = 5.045
%5@1—2x473—11%)740%
%w 47342 x 3.904) = 1.010
1
— 2 (853 x 4035 +2 x 1.010) = 4994
%ﬂﬂ—zx5ms—umn_3%
1

(85 3% 3.99 42 x 1.003) = 5.002

o"“m"“

(51 —2 % 4.994 — 1.003) = 4.001

Oo\»—w—\

(5—4.994 42 x3.99) = 0.998

(85 3 x4.001+2x0.998) =5.0

"‘m"‘

(51 —2 x 5.002 — 0.998) = 4.0

o

1
1
g (5500242 x4001) = 1.0

(85 3x40+2x1.0)=50

‘“m‘*—‘

(51 =2 x 5.0 —1.0) = 4.0

o

~(5—50+2x40) =10

3x+y—z=2
x+4y+z=12
2x+y+2z=10



sistemini x(0) =1, y(o) =1,z0=1 baslangic degerleriyle, Jocobi iterasyon
yontemi ile ¢oziiniiz.
Coziim: Yukaridaki denklem igin
131 > 1] + -1
4] > 1]+ (1
2] < 2]+ 11
sartlar iki denklem i¢in saglamakta fakat son denklem i¢in saglamamaktadir
buda ¢oz{imii yavaslatacak ama ¢oziime engel olmayacaktir. Fakat denklem-

lerin ¢ogunda bu durum olsaydi o zaman muhtemelen yakinsama olmaya-
cakt1. simdi jakobi yontemini uygulayalim:

L) % <2 _y 4 z<”>)
YD) — % (12 _ ) Z<n>)

(1) — L (10 pplm) _ ()
z 72<10 2x y )

baslangic sart1 x© =1, y0 =1, 200 =1 dir.
1. Iterasyon:

-1 (2—1+1) = 0.666667

3
y( :3(127171):25
z() :%(1072“71):3.5

2. [terasyon:

1
x(?) = 2 (2-2.58333 +3.04167) = 1.0

3
1
y? = 4 (12— 0666667 — 3.04167) = 1.95833
1
22 = 5 (10 —2 % 0666667 — 2.58333) = 3.08333

3. [terasyon:

«® = 10203472 1 316319) = 1.04167

3
v = 411 (12 — 0.819447 — 3.16319) = 1.97917
28 = % (10 — 2 x 0.819447 — 2.03472) = 3.02084

4. Iterasyon:
x® = % (2 — 1.9485 + 2.98293) = 1.01389
y@ = }1 (12 — 1.04282 — 2.98293) = 1.98437
24 = % (10 — 2 x 1.04282 — 1.9485) = 2.96875
5. [terasyon:

x®) = % (2 —2.0014 + 2.98782) = 0.994793

1
y®) = 7 (12— 1.01148 — 2.98782) = 2.00434

205 = % (10 — 2 x 1.01148 — 2.0014) = 2.99393



6. Iterasyon:

1
x(0) = 3 (2~ 2.00418 + 3.00244) = 099653
1
y(®) = 7 (12— 0.995473 — 3.00244) = 2.00282
1
2(0) = 5 (10 —2 % 0995473 — 2.00418) = 3.00304

12. [terasyon:

x(12) = 1,00001
y(lz) =20
z(12) = 3.00002

Gauss-Seidel Yontemi

Bu yontem Jacobi iterasyon yontemiyle hemen hemen aymidir. Aralarindaki
fark (n + 1).nci degeri bulunan bilinmiyenler hemen kullamilir. Yani;

x§n+1) _ i (bl _ auxén) _ uwxén))

an
(n+1) _ 1 B (n+1) (n)
2T (bz a1, a23%5 ) (14)
(n+1) _ 1 B (n+1) _ (n+1)
pe = 13 <b3 31X 32X, )

yukaridada gortildiigii gibi ikinci denklemde x; yerine birinci denklemden

(n+1)

hesaplanan x; degeri kullanilmustir, {i¢tincti denklemde birinci ve ikinci

denklemlerde hesaplana xgnH) ve xénﬂ) degerleri kullanilmustr.

Burada da, a11, apy ve a3z katsayilarini, Jacobi iterasyon yonteminde ol-
dugu gibi ilgili denklemlerin en biiyiik katsayilar1 oldugunu varsayiyoruz,
bu varsayim yontemin ¢oziilebilirlik yada yakinsama sartidir. Yani;

la11| > [a12] + |ars]
|a22| > [az| + |azs] (15)
|azs| > |az1| + |az|
denklem (14) deki iterasyon, (15)'de verilen kosullar yerine getirildigi duru-
munda gegerlidir.

Gauss-Seidel iterasyon yonteminin N x N lik bir sistem ve x; bilinmiyen-
leri igin iterasyon formiilii:

(1) _ 1 EL ) S m) ;
xi = a— bi_ Z al-]-x]- + Z aijx]' , i=12,...,N
i1 j

j=1 j=i+1
(16)

ile verilir.
Ornek:

15x +3y — 2z = 85
2x + 10y +z =51
x—2y+8z=5
sistemini Jocobi iterasyon yontemi ile ¢oziiniiz.
Coziim: Yukaridaki denklem igin
15[ > [3 + -2
[10] > 2] + 1
18] > [1] +|-2]



sartlar ti¢ denklem icinde saglamaktadir. simdi jakobi yontemini uygulaya-
Lim:

1) — L — 3y (n)

x T (85 3y + 2z )
(1) _ 1 (n+1) _ ,(n)
y 0 (51 2x z )
z 3 (5 x + 2y )

baslangi¢ sart1 6nceden verilmediginden x(0) =, _1/(0> =0, z(9 =0 olsun.
1. Iterasyon:

(1) _ 85 _
X 5 5.66667

y( = 117) (51 —2 x 5.66667 — 0) = 3.96667

20 = % (5 —5.66667 + 2 x 3.96667) = 0.908333

2. [terasyon:

1

x? = 15 (85— 3 x 3.96667 + 2 x 0.908333) = 4.99838
1

y? = 7g (51— 2 x 4.99838 — 0.908333) = 4.01028

2 = % (5 — 4.99838 + 2 x 4.0) = 1.00326

3. [terasyon:

1

x(®) = 75 (85— 3 x 401028 +2 x 1.00326) = 4.99838
1

y©® = 1g (51— 2 x 4.99838 — 1.00326) = 4.0

28 = % (5 —4.99838 + 2 x 4.0) = 1.0002

4. Iterasyon:

x® = % (85— 3 x 4.0 4+ 2 x 1.0002) = 5.00003
y@ = % (51 — 2 x 5.045 — 1.010) = 3.99997
Z4) = % (5 —5.045 + 2 x 4.035) = 0.99999

5. Iterasyon:
x®) = %5 (85— 3 x 3.99997 + 2 x 0.99999) = 5.0
y©®) = 11—0 (51 —2 x 5.0 — 0.99999) = 4.0
26 — 1 g (5—50+2x40) = 0999999

6. Iterasyon:

1
x(0) = — (85 —3 x 4.0+ 2 x 0.999999) = 5.0

—
Q1

(51— 2 x 5.00 — 0.999999) = 4.0

<
>
| |
~5\~

2(0) = g (5-500+2x40) =10



7. Iterasyon:

1
x7) = 75 (85-3x40+2x1.0) =50
1
y7) = 7p (61-2x50-10) =40
27) = % (5—-5.0+2x4.0) =10
Ornek:
x+y—z=2
x+4y+z=12

2x+y+2z=10

sistemini x(0) = 1, y(o) =1, z0 =1 baslangic degerleriyle, Jocobi iterasyon
yontemi ile ¢oziintiz.
Coziim: Yukaridaki denklem igin

3] > [1[+[-1]

4] > 1+ (1]

2] < 2[+[1]
sartlar iki denklem i¢in saglamakta fakat son denklem i¢in saglamamaktadir
buda ¢oztimii yavaslatacak ama ¢oziime engel olmayacaktir. Fakat denklem-

lerin ¢ogunda bu durum olsayd: o zaman muhtemelen yakinsama olmaya-
cakt1. simdi jakobi yontemini uygulayalim:

_ % (2 _ oy 4 z<">)

YD) — i (12 ) _ z<">)

L(n+1) _ % (10 oyl y<n>)

(1)

baslangi¢ sart1 x0 =1, y(()) =1, 20 =1 dir.
1. Iterasyon:

1
x(D) = 3 (2= 1+1) = 0666667
y = i (12—1—1) = 258333
20 = % (10—2x1—1) = 3.04167
2. [terasyon:
1
x?) = 3 (2258333 +3.04167) = 0.819447
1
y? = 4 (12— 0.666667 — 3.04167) = 2.03472
1
22 = 5 (10 -2 x 0.666667 — 2.58333) = 3.16319

x(®) = = (2-2.03472 + 3.16319) = 1.04282

(12 — 0.819447 — 3.16319) = 1.9485

Y JEFN GOy

(10 — 2 x 0.819447 — 2.03472) = 2.98293



4. Iterasyon:
x® = % (2 —1.9485 + 2.98293) = 1.01148
y® = 411 (12 — 1.04282 — 2.98293) = 2.0014
24 = % (10 — 2 x 1.04282 — 1.9485) = 2.98782
5. [terasyon:
x® = % (2 —2.0014 + 2.98782) = 0.995473
y©®) = i (12 — 1.01148 — 2.98782) = 2.00418

z® = % (10 — 2 x 1.01148 — 2.0014) = 3.00244

6. Iterasyon:

x(0) = % (2 — 2.00418 + 3.00244) = 0.99942

1
y®) = 4 (120995473 — 3.00244) = 1.99953
2(0) = % (10 — 2 x 0.995473 — 2.00418) = 3.00081

11. [terasyon:



E¢ri Uydurma ve Interpolasyon

En Kiigiik Kareler Yontemi

Fen ve Miihendislikte deneysel ¢alismalardan elde edilen veriler grafik tize-
rinde gosterildiginde, bu grafiklere en uygun egrinin bulunmasi énemli bir
konudur. C)rnegin; Alman Astronom Johnnes Kepler Gezegenlerin hareke-
tini (i¢iincii kanun) T = Cx3/2 olarak formiile etmistir, burada x gezegen-
lerin giinese uzakligini (milyon kilometre olarak), T gezegenlerin bir yilinin
periyodunu ve C de katsay: sabiti olarak almistir. Bu durumu ilk dort geze-
gen i¢in (x, T) ¢ifti olarak incelemistir. Merkiir, Veniis, Diinya ve Mars i¢in
ciftler (58, 88), (108,225), (150, 365) ve (228,687) alinmusg ve C katsay: sabitini
C = 0.199769 olarak elde etmistir. Boylece egri denklemini T = 0.199769x3/2
olarak bulmustur.
Verilere en uygun egriler genelde ya polinom yapisinda

y = ap+mx
y = ao—|—a1x—|—a2x2
y = a0+a1x—|—a2x2+a3x3
yada
o 1
a ag +a1x
y = bx*
y = ba*

seklinde egriler olmaktadir.

Deneyden elde edilen veriler arasindaki iliskiyi en iyi temsil eden egrinin
tipi yukaridakiler gibi belirlendikten sonra elimizde elde ettigimiz deneysel
veri degerleri ile belirledigimiz egrinin grafik tizerindeki degerlerinin farki
en az olmalidir. Bunun i¢in deneysel verilerden elde edilen noktalar ara-
sindan gegecek dogru yada egrinin bu noktalara olan uzakliklar: toplami1
minimum olmalidir. O halde dogru yada egri denklemindeki ag, a1 ve ap
gibi katsayilarin bu sarta uygun olarak hesaplanma sart1 vardir. S6z konusu
katsayilar en kiiciik kareler yontemiyle hesaplandig: takdirde bu noktalarin
dogruya veya egriye uzakliklarin kareleri toplami minimum tutulmus olur.

simdi konuyu biraz daha matematiksel olarak ifade edelim. Belli bir x
degeri icin iki farkli ordinat degeri var olacaktir. Bunlardan birincisi nokta-
nin deneyde elde ettigimiz gercek ordinat degeri, ikincisi bu noktanin dogru
yada egri tizerinde bizim bulmak istedigimiz teorik degeridir. En kiigiik ka-
reler yontemi gercek ve teorik ordinat degerleri arasindaki farkin kareleri
toplaminin minimum olmasini saglamaktadir. Gergek ordinat degeri Y;, te-
orik ordinat degeri ise f(x) veya y; ile gosterecegiz.



En kiigiik Kareler Dogrusu

Deneysel verilerden elde edilen (x;, Y;) noktalarinin arasindan gegen en uy-
gun fonksiyon dogrusal bir polinom olmas: durumunda

y = f(x) =ap+ax

dogru denkleminden yararlanilir. Bu dogru denkleminde ag ve a; katsayila-
rmi1 bulmak icin en kiictik kareler yonteminden yararlanilir. En kiigiik kareler
yontemi, gercek ve teorik ordinatlar arasindaki farklarin kareleri toplaminin
minimum olmasin: saglamaktadir. Bunun matematiksel ifadesi

n

Y. (Yi— f(x;))* = min

i=1
ile verilir. Bu sartlara uygun olarak dogru denklemindeki ay ve a; katsayila-

rin1 hesaplamak igin kareler toplamini E fonksiyonu ile gosterirsek,

n

E= Z (Y; — (ag +a1x;))?

yada
n
E=) (Y —ap—mx))

olur. E'nin minumum olmas1 ancak (tiirev konusunda fonksiyonun ekstru-
mum noktalarinda bilinmiyenlere gore kismi tiirevleri sifir olmasi gerektigi
i¢in) ag ve a1’e gore kismi tiirevleri alnarak sifira esitlenmesiyle miimkiin
olur.

a—E = —Zi(Y-—a —a1x;) =0 (17)
aao = & i 0 141) — 7
oE 1

a = —21; (Y,-—ao —alx,-) X =0 (18)

(17) ve (18) denklemleri ay ve a; bilinmiyenlerine gore iki lineer denklem
sistemidir ve denklemler diizenlenirse asagidaki gibi tekrar yazilabilir:

n n
nag + X | aq ‘ (19)
= -1

<i xi> ag + (Z x12> ap iX; (20)
i=1 i=1 i=1

Sistemin ¢oziimiinden:

[ I
1= L
N: =

(21)

a0

bulunur. (21) ve (22) denklemlerini akilda daha kalic1 olacak sekilde kisalt-
malar yaparak yazalim. Bu kisaltmalar1 yapmak igin:

n n n n
Sx=) % Sy=) Y Sy=) Yixi Sxx=) % (23)
i=1 i=1 i=1 i=1



yazarsak
_ nSxy — SxSy ~ SxxSy — SxySx

a1 = ’ apg =
nSxy — (Sy)? nSxx — (Sx)?
olur. Denklem (24) den 4y ve a; bulunarak (xY;) noktalar1 arasindan ge-
gen en iyi y = ag + a1x dogru denklemi elde edilir. Konuyu anlamak igin

(24)

asagidaki ornekleri ¢ozelim.
Ornek: Bir isletmenin 2009-2013 yillarinda yaptig1 reklam masraflar ile
bu siire icerisindedeki satis tutarlar1 yanda verilmistir. Buna gore

Yillar Reklam Masrafi Satiglar

(a) Bu noktalardan gegen dogruyu en kiigiik kareler yontemiyle bulunuz. (Milyon TL) (Milyon TL)
(b) Belirlenen dogru denklemine ve yapilan reklam masraflarma dayanarak 2009 2 25
satig tutarinn teorik degerini hesaplaymniz. 2010 1 20
Coziim: (a) 2011 5 35
2012 4 45
n=>5 S5;y=15 §,=150 Sy, =500 Sxx=>55 2013 3 25
n n Tablo 5: Tablo 5
nag + (in> a1 =) Y; =5a9+15a; = 150
i=1 i=1 X; Y; )Cl-2 Yix;
n n n
YoxiJag+ | Y2 ) a1 =Y Yix; =15 ag + 55 a3 = 500 2 25 4 50
i=1 i=1 i=1 1 20 1 20
o= nSxy —S5xSy 5500 —15.150 5 5 35 25 175
U nSex — (S¢)?  555-152 4 45 16 180
. SxxSy — SxySx  55.150 — 500.15 15 3 25 9 75
0= = =
nSxx — (Sx)? 5.55 — 15 Yx=15 Y =150 Y22 =55 ¥ Yx =500
o halde Tablo 6: Tablo 6
y=15+5x
bulunur.
(b) Teorik degerleri:
y(2) = 15+452=25
y(l) = 15+51=20
y(5) = 15+55=40
y(4) 15+54=35 N
Xi i
y(3) = 15+53=30
.. 3|10
Ornek: Yandaki verilerine en uygun en kiigtik kareler y = ag + a;x dog- 5|15
rusunu bulunuz. 6118
Coziim: 7 |25
n=5 S, =30 S, =30 Sy =676 Sy =200 013
Tablo 7: Tablo 7
5 a9+ 30 a; =100
2
30 ag + 200 a; = 676 | s [ Y Yixi
ag = —2.8 a, =38 3 10 9 30
o halde 3 = % 70
y=—28+38x 6 18 36 108
7 25 49 175
bulunur. Teorik degerleri bulalim
9 32 81 288
y(8) = -28+38x3=286 |Cx=30|TY =100| £x? =200 | Yx =676
y(5) = —-28+38x5=162 Tablo 8: Tablo 8
y(6) = —28+4+38x6=20.0
y(7) = —-28+38x7=238
y(9) = -28+38x9=314



En Kiigiik Kareler Parabolii

Parabol denklemini bulmak igin en kiiciik kareler dogrusunda takip ettigi-
miz asamalar1 buradada yapmamiz gerekir. Quadratik yada ikinci derece

polinomu

y:a0+a1x+a2x2

biciminde ele alalim. Yine gercek ve teorik ordinatlar arasindaki farklarin

kareleri toplaminin minimum olmasi saglanmalidir. Yani;

n 2
E=) (Yi —ag—a1x; — apc%)) = min
i=1

olmalidir. Bu esitlikte polinomum bilinmiyen katsayilarina gore birinci tii-

revleri sifirdir,

1

2>:0

oF Z”

9y —27.:1 (Yi—ﬂo_“lxi_ﬂzx'

oF <

o = 2k (Vs axn— ) x =0
oF &

3 -2 2 (Yi—ao—mxl'—ﬂzxzz) x; =0

Il
—_

Denklem (25) tekrar diizenlenise agagidaki denklem sistemi elde edilir

n n n n
<Z xi) ag + (Z x%) a + (Z x?) a =Y Yx;
i=1 i=1 i=1 '
n

) (E1)oe )

bu denklem sisteminin ¢oztimiinden ag, a1, a4, bulunarak istenen polinom

elde edilmis olur.
Bu durumu n. dereceden

y=ag+apx +apx® 4+ g™

(25)

bir polinom igin genellersek o zaman bulmamiz gereken denklemi matris

formunda asagidaki gibi

i n . n m ] [
n i=1 i i=17%; a0

n . n 2 - n m+1
i=1 Xi i=1%i i=1%; "
n 2 n 3 n m—+2
i=1%; i=1%; T i=1%; a3
n m n m+1 n 2m

| 2i=1%; i=1X; T i=1%; | Am

yazabiliriz.

2,”:1 Yi
n

Yl Yix;
n 2
i—1 Yi%X;

_2?:1 Yix}" |

(26)

Ornek: Yandaki verilerine en uygun en kiiciik kareler y = ag + a1x + apx?

paraboliinii bulunuz.
Coziim:

4a0+3a1+29a, =8
3a904+29a1+45a, =5
29 ag+45 a1 +353 a, =79

ap = 1394/1639  a; = —631/3278

a; = 585/3278

xi | Y; xlz ‘ x? ‘ x;l Yix; Yl-xlz
3139|2781 -9 | 27
o|l1|o|o| o o o
2(1|41| 8 16| 2 4
4|3 |16]64 |256| 12 | 48

\3\8\29\45\353\ 5 \ 79\
Tablo 10: Tablo 10




o halde parabol denklemi

585 , 631 1394 )
Y= 5ome %~ argt + 1gag = 01784627 — 0.192495x + 0850519

bulunur.

y = ape™* Yapisindaki Lineer Olmayan Denklemlerin Lineerizasyon
Yontemiyle E¢ri Uydurulmast

Bu tip lineer olmayan denklemlerin lineer yapida yazilip ¢oziilebilmesi i¢in
denklemlerin yeniden diizenlenmesi gerekir, bunun icinde denklemin her
iki tarafinin logaritmasi alnarak orijinal degiskenleride igine alacak sekilde
yeni degikenler atanmalidir. Yani;

y = age"*
denklemini ele alalim. Denklemin her iki tarafinin logaritmasini alalim:
Iny = a;x + In(agp).
Daha sonda ag ve a; degiskenlerini igine alan yeni degiskenler atayalim:
Iny=Y x=X In(ag) = A ve ap =B (27)
boylece yeni lineer denklemimiz
Y=A+BX

olur. Bu isleme veri lineerizasyonu denir. Bu durumda yeni hata denklemi-
miz

=

E=Y (Y, — A—BX;)? = min

=1
olup. Daha 6nce yaptiginiz en kiigtik kareler dogrusunun bulunus islemleri
tekrar edilirse

1

i=1

(ﬁx,) A+ (ix?) B= iy"x"

i=1 i=1

i=1

denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sisteminden A ve B bilinmiyen-
leri buluruz, daha sonrada (27) den yararlanarak orijinal degiskenlerimiz
olan ag ve a7 i buluruz.

Ornek: Yandaki beg verileriye en uygun y = age™* exponansiyel egrisini
lineerizasyon yontemiyle bulunuz.

Coziim:

5 A+ 10 B = 6.198860
10 A 430 B = 16.309742

denklem sistemi ¢oziiliirse
A = 0457367 B =0.3912023
bulunur. O halde orijinal degiskenlerimiz
ag = %737 = 1579910 B = a; = 0.3912023

egri denklemide
y= 1.579910 60.3912023x

bulunur.

Xj|0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
Yi|1.5 2.5 35 5.0 75
Tablo 11: Tablo 11
xi |yi | Xi |Yi=1In(y;) Xl2 Y: X;
0.0|1.5| 0.0 | 0.405465 | 0.0 | 0.000000
1.0(2.5| 1.0 | 0.916291 | 1.0 | 0.916291
2.0(3.5| 2.0 | 1.252763 | 4.0 | 2.505526
3.0|5.0| 3.0 | 1.609438 | 9.0 | 4.828314
4.0|7.5| 4.0 | 2.014903 |16.0| 8.059612
10.0 | 6.198860 |30.0|16.309743
Tablo 12: Tablo 12




y = aox™ Yapisindaki Lineer Olmayan Denklemlerin Lineerizasyon
Yontemiyle E¢ri Uydurulmasi

simdide, (xo,v0), (x1,¥1),--., (%1, yn) noktalarina uygun lineer olmayan
y = apx™

kuvvet fonksiyonu elde etmeye ¢alisalim, denklemin her iki tarafinin dogal
logaritmasini alalim:

Iny = In (agx™) = In(ag) + a1 Inx
ag ve a1 degiskenlerini i¢ine alan yeni degiskenler atayalim:
Iny=Y Inx=X In(ag) = A ve a; =B (28)
boylece yeni lineer denklemimiz
Y=A+BX

olur. Bu igleme veri lineerizasyonu denir. Bu durumda yeni hata denklemi-
miz

=

E=Y (Y, — A—BX;)? = min

i=1
olup. Daha 6nce yaptiginiz en kiigtik kareler dogrusunun bulunus islemleri
tekrar edilirse

1

(i:zlx,-) A+ (fx?) B= fyixi

i=1 i=1

denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sisteminden A ve B bilinmiyen-
leri buluruz, daha sonrada (28) den yararlanarak orijinal degiskenlerimiz
olan ag ve a7 i buluruz.

Ornek: Yandaki bes veriye en uygun

(@) y = apx™ erisini
(b) y = apx? egrisini
(c) y=ag/x egrisini

lineerizasyon yontemiyle bulunuz.
Coziim:

(a)

5 A+4.709430 B = 11.61670
4.709430 A +-4.57372 B = 11.328

denklem sistemi ¢oziiliirse
A = —0.314393 B =2.80048
bulunur. O halde orijinal degiskenlerimiz
ag = e 0314398 — 0730232 B =4y = 2.80048

egri denklemide
y = 0.730232 280048

bulunur.
(b) Bu durumda sadece birinci denklemi kullanmak zorundayiz

5A+4709430 x 2 =11.61670 = A = 0.439568

Xi|2.0 23 26 29 3.2

Yi |51 7.5 10.6 14.4 19.0

Tablo 13: Tablo 13

Xi Yi X,‘ = ln(x,-) Yl = ln(y,) Xlz YiX,'

20| 5.1 | 0.693147 1.62924 |0.480453 | 1.1293

2.3| 7.5 | 0.832909 2.01490 |0.693737 | 1.67823

2.6 |10.6 | 0.955511 2.36085 |0.913001 | 2.25582

2.9|14.4| 1.064710 2.66723 | 1.133610 | 2.83893

3.2|19.0| 1.163150 2.94444 | 1.352920 | 3.42483
4.709430 11.61670 | 4.57372 | 11.328

Tablo 14: Tablo 14




bulunur. O halde orijinal degiskenlerimiz

ag = ™43 — 155004

egri denklemide

y = 1.55204 x?

bulunur.

(c) Bu durumda da sadece birinci denklemi kullanmak zorundayiz

5A+44.709430 x (—1) =11.61670 — A =3.26523

bulunur. O halde orijinal degiskenlerimiz

ag = 320523 — 155204

egri denklemide

y =26.1861/x

bulunur.

En Kiiciik Kareler Yontemiyle Kullanilacak Fonksiyonun segimi

Kullanilacak fonksiyonun segimi i¢in asagidaki islemler yapilir.

1.

Farklar tablosunun incelenmesi polinomun derecesi hakkinda bilgi vere-
bilir.
Gragfik cizilir ve simetriler aranir. Eger y eksenine gore simetri varsa

n
2k+-2
y=) cx*7"

i=1
gibi bir polinom kullanilanbilir.

Eger verilen degerler periyodik olarak degisiyorsa sintizoidal yapida tri-
gonometrik terimler kullanilabilir.

Eger verilerde x = 0 yada negatif degerler icermiyorsa logaritmik fonksi-
yonlar kullanulabilir.

Biittin degerler pozitif yada negatif ise ve orijinden ge¢miyorsa exponan-
siyel fonksiyon kullanilabilir.

y = 0 degeri yok ise ters fonksiyonlar kullanilabilir.

Bazi hallerde verilen degerlere dayanilarak cizilen grafik parcalara ayrilip
her parcaya ayr1 bir egrilik uydurulabilir.

Lagrange interpolasyon Polinomlar

Newtonun ileriye ve geriye interpolasyon formiilleri esit aralikli veri nok-
talar1 igin gegerli olmasina karsin Lagrange interpolasyon polinom formiilii
esit aralikli olmayan veri grubu iginde genel formiil vermektedir. Bu poli-
nomlarda, egri uydurmalarda oldugu gibi katsayilarini hesaplamak icin 6n
islemlerede gerek kalmadan direk poinom hesaplanabilmektedir.

(x0,Y0), ve (x1,y1) noktalarindan gegen polinomu Fransiz matematikgi

Joseph Louis Lagrange, birinci dereceden Lagrange polinomu olarak bu iki
noktadan da gececek sekilde asagidaki bicimde yazmustir:

Pi(x) =y =ap(x — x1) +a1(x — xp) (29)

Denk. (29) icine verilen iki noktay1 sirasiyla yazarsak

Yo

(xo — x1)
Y1

(x1 — xo)

Yo = ap(xo — x1) +a1(xo — xg) yada ag= (30)

y1 = ag(x1 —x1) +a;(x; —x) yada a;= (31)



ap ve ap katsayilar: bulunur, bulunanlar tekrar Denk. (29) igine yerlestirilirse

(x —x1) (x —x0)

Az = (xo—x1)7° " (x1 = x0)

Lagrange polinomu elde edilir. Denk. (32) iki noktadan gegen bir dogru
denklemi oldugundan x e gore lineer bir fonksiyondur. Eger denklemde x
yerine X yazilirsa yy ve eger x yerine x; yazilirsa y; degeri elde edildigi
kolayca gortilebilir. Denklem (32) de g ve y; Lagrange polinumu katsayilar1

1% (32)

(x—x1) Ly = (x —xo)

Lig = ,
27 (xo—x1) (%1 —x0)

seklinde gosterilir.
Simdide, benzer sekilde (xo,y0), (x1,y1) ve (x2,y2) verilen ii¢ noktadan
gecen ikinci dereceden Lagrange polinomu asagidaki gibi yazilabilir:

Py(x) = ag(x — x1)(x — x2) +a1(x — x0)(x — x2) +a2(x — x0)(x — x1) (33)

bu ti¢ noktadan gegen polinomun katsayilari yukaridaki gibi hesaplandi-
ginda,

Py(x) = (x —x1)(x — x2) (x —x0)(x — x) (x — x0)(x — x1) )
2 (XO*Xl)(XO*JQ) (Xl *XQ)(Xl 73(2) (x27x0)(x2*x1() )3
34

polinomu elde edilir. Bu denklemdede verilen x(, x; ve xp noktalar1 deklem-
deki x yerlerine yazilirsa sirasiyla yg, y1 ve y, degerleri elde edilir. Denklem
(34) de yo, y1 ve y» Lagrange polinumu katsayilar:

(x —x1)(x—x7) _ (x —x0)(x — x32) Lo, — (x —x0)(x —x1)

L - 7 7
W7 o —x)(xo—x) T (a—xo)(x1—x2) T (2 —x0)(x2 — x1)
seklinde gosterilir.

Denklem (32) ve (34) de ifade edile Lagrange polinomlarini genellersek,
verilen n tane (xg, o), (x1,41), - - -, (Xn, yn) noktalarindan gecen n. dereceden
Lagrange polinomu,

Pu(x) = (x—x)(x —xp) - (x — xn) " (x —x0)(x —xp) -+ (x — xn) "
(x0 — x1)(x0 — x2) - -+ (x0 — xn) (x1 —x0)(x1 — x2) - -+ (x0 — xn)
g ) ) ) ()
(ax — x0) (xp — x1) -+ - (% — xp—1) (X — Xpy1) -+ - (X — Xn)
(x—x0)(x —x1) - (x —x,1)
(xn —x0)(xn —x1) -+ (X0 — X4—1) !
(35)
elde edilir. Bu poliomu kisaca toplam semboliinde
n
Pu(x) = Z Lk Yk (36)
k=0
buradaki L, Lagrange katsayilarida
o (x—x)
Ly = i
nk g (xk — Xi) (37)
ik

gibi ifade edilir.

Ornek: y = sin 7rx fonksiyonu igin Lagrange interpolasyon polinomunu
tliretiniz interpolasyon diigtim noktalarini xg = 0, x; = %, Xy = % olarak
kabul ediniz.

Coziim. xg, x1, x2 ye tekabtil eden degerler hesaplayarak

—0,p=sinf =1 p=sinZ=1
Yo=VU, Y1 =s 6_21]/2_5 2_



seklinde bulunur. (5) formiiliinti kullanarak

§) X (x—3) (x—
—5%x(=3) (s
seklinde Lagrange polinomunu tiiretiriz.

Ornek: y = f(x) fonksiyonu agagidaki tablo ile verilmistir

£(323.5) degerini bulunuz.
Coziim: x = 323.5; n = 3 kabul edelim. Bu taktirde (5) formdiiliine gore

x 0+

| —

No|= [Nl

X
X

N =R

(323.5 — 322.8)(323.5 — 324.2)(323.5 — 325.0)
323.5) = .2.50621
] ) (321.0 — 322.8)(321.0 — 322.8)(321.0 — 325.0)
n (323.5 —321.0)(323.5 — 324.2)(323.5 — 325.0) 250893
(322.8 — 321.0)(322.8 — 324.2)(322.8 — 325.0)
(323.5 —321.0)(323.5 — 322.8)(323.5 — 325.0)
.2.51081
(324.2 — 321.0)(324.2 — 322.8)(324.2 — 325.0)
(323.5 —321.0)(323.5 — 322.8)(323.5 — 324.2)
+ .2.51188
(325.0 — 321.0)(325.0 — 322.8)(325.0 — 324.2)
= —0.07996 + 1.18794 + 1.83897 — 0.43708 = 2.50987
bulunur.

Lagrange Interpolasyon Formiiliiniin Hatast

y = f(x) fonksiyonu igin P, (x;) = y; (i =0,1,- -+, n) 6zelligine sahip P, (x)
Lagrange polinomunu bir 6nceki kisimda bulmustuk.

Ru(x) = f(x) = Pu

fonksiyonuna kalan terim fonksiyonu denir. Diigiim noktalar1 diginda ele
alinan x noktasinda interpolasyon polinomu ile bulunan deger uygun f(x)
degerine ne kadar yakin olmaktadir. Bir baska degisle bu x noktasindaki
Ry (x) degeri ne kadar biiytiktiir. R, (x) kiigitk oldukga P,(x) degeri x nok-
tasinda f(x) degerine yaklagmaktadir. Bu yaklagma derecesini bulabilmemiz
i¢in f(x) fonksiyonu belirli 6zellikli bir fonksiyon olmalidir. Diigiim noktala-
rinin tiimiinii igerdigi [a, b] araliginda f(x) fonksiyonunun (1 + 1). mertebeye
kadar tiim tiirevlerinin mevcut oldugunu varsayalim.

g (x) = (x —x0) (x —x1) - -+ (x — xp)
olmak tizere
U(x) = f(x) = Pu(x) — kITy41(x) (38)

fonksiyonunu ele alalim. U(x) fonksiyonunu
X0, X1, s Xn

noktalarinda sifir olacag: agiktir. k'n1 dyle segelim ki, U(x) fonksiyonunun
(n +2). sifir [a, b] araliginin keyfi sekilde secilmis fakati =0,1,- - -, n olmak
tizere x; lerden farkli olan belirli bir ¥ noktasinda gerceklesmis olsun. Bunun
icin
f(%) = Pu(x) — k1,41 (%) =0
olmast yeterlidir. Burada IT,,1 (%) # 0 olmas: nedeniyle
o D)~ Pu()
Hn+1 (9E )

olmalidir. k carpaninin bu degeri i¢in U(x) fonksiyonu [4, b] araliginda (n +
2) koke sahip olacaktir ve

(39)

[xO/ xl]/ [xll X2], Tty [xi/ f], [X/ xi+1]/ Tty [xn—ll xn]

321.0 | 2.50651
322.8 | 2.50893
324.2 | 2.51081

325.0 | 2.51188



araliklarinin her birinin u¢ noktalarinda sifira esit olacaktir. Her araliga Rolle
teoremini uygularsak, sonugta U’(x) fonksiyonunun [a,b] arahiginda (n +
1) tane sifira sahip olacagi ortaya gikar. Rolle teoremini U’(x) fonksiyo-
nuna uygularsak, sonugta U” (x) fonksiyonunun 7 tane noktada sifira esit
olacag: ortaya gikar. Bu iglemleri tekrarlarsak sonugta bakilan [a,b] aral-
ginda U1 (x) fonksiyonunun en az bir sifira sahip olacag1 ortaya gikar.
u+1)(x) fonksiyonunu sifir yapan nokta ¢ noktasi olsun. Yani U+ (&) =
0 olacaktir.

P (x) = 0ve TV (x) = (n + 1)

oldugu i¢in (1) formiiliinden
ut ) = ft D) 6y —k(n41)!
bulunacaktir. x = ¢ kabul edersek
0= fUH(E) —k(n+1)!
veya
()

k= W (40)

bulunacaktir. (2) ve (3) tin sag tarafini kiyaslarsak

f(2) = Pu(2) _ fUHD(E)

0@ o
veya
(n+1)
)~ Bate) = L) )

elde edilecektir. ¥ noktas1 keyfi sekilde ele alindig icin (4) formili

FUr (@)
Ru(x) = f(x) = Lu(x) = mnnﬂ(x) (42)
sekilde de yazilabilir. Burada ¢, x degerine baghdir ve [a, b] mn bir i¢ noktas:
olmaktadir. (5) formiilii [g, b] araligimin diigiim noktalar: dahil tiim noktalar:
i¢in gegerlidir.

— (n+1)
M1 ﬂrgggb\f (x)]

olsun. Bu taktirde Lagrange interpolasyon formdiiliintin mutlak hatasi i¢in

Mn+1
(n+1)

IR(x)] = [f(x) = Pu(x)] < Ty 41 ()| (43)
esitsizligi elde edilecektir.

Ornek: /115 sayisinin degerini y= /x fonksiyonu icin tiiretilmis Lag-
range interpolasyon formiilii yardimiyla hangi hassasiyetle hesaplama m{im-
kiindiir xg = 100, xp = 121, xp = 144, diigiim noktalar1 olarak verilmistir.

Coziim:

1 4 1 - 3 s
I _ = 2o T /2o 2 /2
y 2x ’ y 43( , y 83( .
Burada

3
max |y = 2.107°

Ma =
3 100<x<144 8

bulunacaktir. (6) formiiliine gore

IRy | = 2.10*5.%“115 —100)(115—121)(115 — 144)| = 11—6.10’5.15,6.29 ~1,61073

olacaktr.



Newton Interpolasyon Polinomlari

Newton interpolasyon polinomlar: verilen noktalara egri uydurmada kulla-
nilan popiiler bir yontemdir. n noktadan gecen n. dereceden Newton poli-
nomu asagidaki gibi

P(x) =ag+ ay(x — xg) + ax(x — xg) (x — x1) +az(x — xp) (x — x1) (x — x2)
ot =) (k) (- xm)
(44)

ifade edilir. Bu yapida polinom gosteriminin bir 6zelligi, ay dan a, e kadar
biitiin katsayilar basit matematiksel islemlerle bulunabilir. Polinomun kat-
sayilar1 bilinirse, verilen x; verileri arasindaki bir x araverisi i¢in polinomun
degeri bulunabilir.

Newton interpolasyon polinomlarimi popiiler yapan Lagrange polinom-
larindan farkli olarak P, (x) polinomu bulmak igin P,_;(x) polinomundan
yararlanilmasidir. Lagrange polinomlarinda P, (x) ve P,_1(x) polinomlar:
birbirinden tamamen bagimsiz yapilardadir. Newton interpolasyo polinom-
larinda veri noktalar1 herhangi azalan yada artan bir siralamaya sahip olma-
yabilir. Dahas1 herhangi bir nokta grubu verildiginde hesaplanan a; katsay:-
larma yeni veri grubu geldiginde 6nceden hesaplanan a; katsayilar1 degisti-
rilmeden ilave katsayilar yazarak polinomu yeniden bulabiliriz. Bu durumu
asagidaki gibi ifade edebiliriz.

Py(x) = ag+ay(x—xp) (45)
Py(x) = ap+ay(x—xp)+ax(x —xo)(x —x1) (46)
Py(x) = ap+ay(x —xp)+az(x — xo)(x —x1) +az(x — xp) (x — x1)(x —(47)
Py(x) = ag+ai(x—xo)+ax(x —x9)(x —x1) +a3(x — x0)(x — x1)(x — x2)

+ag(x —x)(x —x1)(x —x2)(x —x3) + -+~ (48)

Fan(x —x0) (x —x1)(x —x2) -+ (¥ = Xp1)
Dolayistyla P, (x) polinomunu P,_1(x) polnomundan yararlanarak kisaca

Pu(x) = Py_q(x) +an(x —x0)(x —x1)(x —x2) -+~ (x —x4—1)  (49)

yazilabilir.

Ornek: xg =1, xp = 3, xp = 4 ve x3 = 5 noktalar1 ve onlarin katsayilar1
ay=>5,ap=-2,ay =1, a3 = —0.5 ve ay = 0.1 verilsin, P;(x), P»(x), P3(x)
ve Py(x) polinomlarini bulunuz ve k = 1,2, 3,4 i¢in P(2.5)i hesaplayimz.

Cozim: (45) den (48)’e formiilleri kullanuirsak,

Pi(x) = 5-2(x-1)

P(x) = (x—1)+1(x—1)( -3)

P3(x) = (x) 05(x —1)(x—3)(x—4)
Py(x) = P3(x)+0.1(x —1)(x —3)(x —4)(x = 5)

bulunur. x = 2.5 da polinomlarin degerleri hesaplanirsa

Pi(25) = 5-2(15)=

P(25) = P(25)+1(1 5)( 5) =125

P3(25) = Py(25)—05(1.5)(—0.5)(—15) = 0.6875
Py(25) = P3(25)+0.1(15)(—0.5)(—1.5)(—2.5) = 0.40625

elde edilir.
Birinci Mertebe Newton Polinomu



Newton interpolasyon polinomunun bu en basit yapis1 (xq, yo) ve (x1,y1)
iki noktay1 bir dogruyla birlestirilerek elde edilir. Bu yapinin polinom yapisi

Py(x) = ag +a1(x — xo) (50)
bi¢iminde ifade edilir. Bu dogru denkleminde ay ve a; katsayilarmi iki nok-
tadan gecen dogru denkleminden rahatlikla bulabiliriz, ayrica a; dogrunun
egimini temsil ettiinden egim formiiliindende a; bulabiliriz. Bu islemlere
ilaveten yandaki sekilde benzer ticgenlerden yararlanarak ag ve a; katsayila-
rin1 bulalim

DE _ AB f) =y _y1—ywo
CE CB yada X—X9 X1 —Xo (51)
Denklem (51) de f(x) gerekli diizenlemeler yapilip yanhz birakilirsa
fx) =yo+ ) (x = x0) (52)

bulunur. Denklem (50) ile (52) karsilastirilirsa ag ve a; katsayilarini asagidaki
gibi bulabiliriz
ag=1yo ve a;= Zif}jcg (53)

burada metodun saglikl1 islemesi igin verilen noktalarin birbirine yakin ol-
masia dikkat etmeliyiz, aksi takdirde interpolasyon polinomu dogrusal ol-
dugundan istenen aradegerin sonucu saglilkli olmayabilir.

ikinci Mertebe Newton Polinomu

Bir egriye dogru cizerek yaklasma saglikli bir sonug saglamaz. Dolayi-
styla, bir egriye yaklagmak istiyorsak verilen aralikta bir egri ¢cizmek gerekir.
Bunun igin ikinci ve daha {ist mertebe Newton polinomlar: kullanilir. (xg, yo),
(x1,¥1) ve (x2,y2) gibi {i¢ nokta verildiginde ikinci derece Newton interpo-
lasyon polinomu asagidaki formda olur:

Py(x) = ag + a1(x — xp) + az(x — x0) (x — x1) (54)

Bu denklem ti¢ noktadan gecen parabol denklemidir. ag, a; ve ap katsayila-
rini1 bulmak igin sirasiyla denklem (54) icine verilen x degerleri yazilir. Denk-
lemin i¢ine x = xq ve f(xg) = yo yazilirsa ag = yo bulunur. Ikinci nokta olan
x = x1 ve f(x1) = y; denklem (54) igine yerlestirilirse (ve ag = yo da)

¥Y1—Yo

Pr—— (55)

yi=yo+ta(x—x) yada a =
bulunur.
Ugiincii nokta x = x, ve f(xp) = y» denklem (54) icine yerlestirilirse (ve

ag =yp ile a; = Zi zg da)

xp — Xq) + a2 (x2 — x0) (x2 — x1) (56)

Y y0+y17yo(

bulunur. Denklem (56) de a; bulunup tekrar diizenlenirse

Y2—¥v1  Y1—Yo
X2 —X1 X1 —Xo

ap = Pr—— (57)

bulunur.

Dikkat edilirse ay ve a1 katsayilar1 birince mertebe de ¢ikan katsayilarla
aynidir. Bu durumu daha 6ncede izah etmistik, bundan faydalanarak daha
tist mertebe katsayilarda bulabiliriz.

Uciincii Mertebe Newton Polinomu

Verilen (xo, y0), (x1,y1), (x2,Y2) ve (x3,y3) dort nokta i¢in, Newton inter-
polasyon polinomunu dort noktadan gececek sekilde

P3(x) = ag + a1(x — xo) + a2(x — x0) (x — x1) + a3(x — xp) (x — x1)(x — x2)
(58)



ifade edilir.

Formulasyondaki ag, a1 ve a; katsayilar1 ikinci mertebe polinomdaki kat-
sayilarla aynidir. Denklem (58) deki a4 katsayisnipolini bulmak igin denkle-
min i¢inde x = 3 ve f(x3) = y3 yazilir a3 yanliz birakilir vede diizenlenirse

Ys—Y2 Y2—W1 Y2—Y1 _ Y1—Yo
X3 —Xp Xp—X] Xp—X1 X1 —Xp
X3 — X1 X2 — Xp
(x3 — xp)

az = (59)

bulunur.

Newton Polinomunun Genel Bir Yapis1 ve Onun Katsayilar1

ag, a1, az ve az katsayilarinin esitlerine dikkat edilirse herbir katsayilarin
belli bir kalipla yazildig: anlasilmaktadir. Bu kaliba biz sonlu boliinmiis farklar
olarak adlandirmaktay1z.

Tki nokta icin ilk sonlu boliinmiis fark asagidaki gibi tanimlanabilir.

fxi) = f(x))

X x; (60)

f [xil X]] =
iki birinci boliinmdiis farkin farkini temsil eden ikinci boliinmiis fark

flxioxj] = flxj, x]

P—— (61)

flxi xj, x] =
gibi ifade edilir.
Benzer sekilde, nci sonlu boliinmiis farkta

f[x}’lrxnfll oo IXZ] - f[xn—lzxn—Z; s le]
Xn — X1

f[xnrxn—lz e /x2/ xl} = (62)

bi¢iminde ifade edebiliriz.
Bu durumda Newton interpolasyon polinomunun katsayilarin

a9 =f(xo)
ay =f[x1, xo]

ay =f[xo, X1, X0] (63)

an :f[xn,x,,,l,...,xl,xo]

biciminde yazabilriz.
Bu tanumlamalarla birlikte, nci mertebe Newton polinomu yani denklem
(44) yi asagidaki gibi yazabiliriz..

P(x) = \yglJrf[xl,xO](xfxo) + flxg, x1, %] (x —x0) (x —x1) 4+ - -+ fxn, Xp—1,. .., x1, %] (x —x0) (x —x1) - - - (¥ —xp_1)

N—
ao ay az an

(64)
Not: Newtonun interpolasyon yonteminde, veri noktalar arasindaki ara-
liklar esit olmak zorunda degildir.



x y  Birinci Ikinci Ugtincii Dordiincii
X0 Yo
flx1, xo]
X1 N flx2, x1, x0]
f[xZI xl] f[x:’)/ X2,X1, xO]
X2 Y2 flxz, x2, x1] flxa, x3, %2, %1, X0]
f[x?)r xZ] f[.X4, X3,X2, X1]
X3 Y3 flxa,x3, %]
f[X4, X3]
X4 VY4
Ornek:

Bes veri noktas1 ve onlarin degerleri yanda verilmistir

(a) Verilen noktalardan gegen dordiincii dereceden Newton Polinomunu
bulunuz. Béliinmiis fark tablosunu kullanarak katsayilar: hesaplayiniz.

(b) Bulunan Newton polinomundan yararlanarak x = 3 icin interpolasyon
polinomunun degerini bulunuz.

Coziim. (a) Verilmis bes nokta i¢cin Newton polinomu

Tablo 15: Tablo 15

X\12457

y]50 5 3 40 10
Tablo 16: Veri Degerleri

P(x) =ag+a1(x—1)+ap(x —1)(x —2) +az(x—1)(x —2)(x —4) + ag(x — 1) (x —2)(x —4)(x = 5)

a; katsayilar1 asagidaki boltinmiis fark tablosunda hesaplanabilir:
katsayisarin hesaplanmasiyla, polinom:

Xi Y Birinci Ikinci Ugiincii Dordiincii
LS
7 2-1 —5+47 _ 14

37 _ _5 4-1 -10-14 _ ¢
4 -3 55— 10 ! 646 — 9

3843 _ 35 972 20410 _ ¢ 71
5 —38 2435 _ 9 72

12438 __ 25 7—4

75 =

7 12

Tablo 17: Boliinmiis Fark Tablosu

P(x)=54—47(x—1)+14(x—1)(x—=2) —6(x—1)(x —2)(x —4) +2(x—1)(x —2)(x —4)(x —5)

(b) yukaridaki polinomda x = 3 yazilirsa

P(3) =54—-47(3—-1)+14(3—-1)(3—2)—-6(3—1)(3—2)(3—4)+2(3—1)(3—2)(3—4)(3—5) =8

bulunur.
Ornek:

2 [* _»
erf(x):ﬁ/oe ds

Gauss hata fonksiyonunun degerleri Tablo (23) de verilmistir. erf(0.5437) in
degerini hesaplayiniz.

y = erf(x) fonksiyonu igin fark tablosu ve sonlu farklar1 asagida veril-
mistir.

yukaridaki tabloda elde ettigimiz degerleri yerlerine yazarsak Newton poli-
nomu:

P(x) = 0.5292437 + 0.865500(x — 0.51) — 0.449167 x (x — 0.51)(x — 0.52)
—0.11665 x (x — 0.51) x (x — 0.52) x (x — 0.54)
+0.0551667 x (x — 0.51) x (x — 0.52) x (x — 0.54) x (x — 0.55)



Tablo 18: erf(x) fonksiyonunun fark
e |y=flxl| f[,] fl, ] fLoo L] tablosu
ag
—— a

051105000437 | S|
0.52 0.865500 | —r~—— a3

~<10.5378987 —0.449167 | —~—— a
0.54 0.852025 —0.11665 | —~——

~310.5549392 —0.453833 0.0551667
0.55 0.838410 —0.11334

~~10.5633233 —0.459500
0.57 0.824625

~10.5798158

P(0.5437) = 0.5292437 + 0.865500(0.5437 — 0.51)
— 0.449167 x (0.5437 — 0.51)(0.5437 — 0.52)
—0.11665 x (0.5437 — 0.51) x (0.5437 — 0.52) x (0.5437 — 0.54)
+0.0551667 x (0.5437 — 0.51) x (0.5437 — 0.52) x (0.5437 — 0.54) x (0.5437 — 0.55)
= 0.558052

Sonlu Farklar

y = f(x) verilmis fonksiyon olsun. Ax = h argumantin ilerlemesidir. Bu
taktirde

Ay = f(x+Ax) = f(x)
[fadesine y fonksiyonunun 1.sonlu farki denir. Benzer sekilde yiiksek merte-
beden sonlu farklar tanimlanabilir:

Ay = A(A”’ly) (n=23,--+)

Ornek:
Ay = Ady)
= A(f(x+4x) = f(x))
Af(x+ Ax) — Af(x)
(f(x+248x) = f(x+Ax)) = (f(x + Ax) — f(x))
= f(x+2Ax) —2f(x+ Ax) + f(x)
olacaktir
Ornek: P(x) = x3 fonksiyonu igin Ax = 1 kabul ederek tiim sonlu farklar
tliretiniz.
Coziim:
AP(x) = (x+1)°—x®=3x2+3x+1
A2P(x) = [3(x F12+3(x+1) + 1] - <3x2 +3x+1) =6x+1
AP(x) = (6(x+1)+6)—(6x+6)=6
A"P(x) = 0egern>j3ise

P(x) in 3. mertebeden sonlu farkinin sabit olduguna dikkat edelim genelde
asagidaki teorem dogrudur.

Teorem: Eger P(x) = apx" + a;x"~! + - - + a, n. dereceden bir polinom
ise, bu taktirde

A"P,(x) = nlagh™ = sabit dir. Burada Ax = h dir.

ispat:

AP, (x) = Py(x+h) = Py(x) = ag[(x + )" —x"] +aq[(x + 1)L =2 Y4 +a,_q[(x+h) —x]

Kiigtik parantezdeki ifadeyi Newton binom formtilii yardimiyla sadeles-
tirirsek AP, (x) ifadesinin (n — 1). dereceden bir polinom olacag: kesindir.
Yani

AP(x) = box™ L4 bix" 2 4 by



Burada b = n.h.ag dir. Diistinceleri benzer sekilde tekrarlarsak 2. mertebe-
den sonlu fark ifadesinin (n — 2). dereceden bir polinom olacag: kesinlik
kazanacaktir. Yani

APy (x) = cox" 2+ x4 4 cyn

dir. Agiktir ki,
co = (n—1)hby = n(n —1)h*ag

olacaktir. Nihayet, sonugta
A"P,(x) = nlagh™ = sabit
buluruz. Neticede s > n 6zellikli s € N sayis1 igin
A°Py(x) =0

olacaktir. Semboliine bir operator gibi bakilabilir. Bu operatoriin temel 6zel-
liklerini sirasi ile yazalim
1. Au+0)=Au+Av
2. A(Cu)=CAu
3. AM(A"y) = A"y (m, n negatif olmayan tam sayilardir)
A% = y kabul edilmektedir. Formuliinden f(x + Ax) = f(x) + Af(x) esit-
ligi yazilabilir. Burada A ya sembolik bir ¢carpim gibi bakilirsa
fle+Ax) = 1+ L) f(x) (65)

Esitligi de yazilabilir. Bu bagitinin n defa ardisik olarak uygularsak, sonugta

flx+nix)=(1+2)"f(x) (66)
buluruz. Newton formiiliini kullanirsak, sonugta
n

flx+ndx) =} CHA"f(x) (67)

m=0

elde edilecektir. Burada C}} = Wlm), dir. (3) formiilii yardimyla f(x) in

ardisik degerleri onun muhtelif mertebeden sonlu farkiyla bulunabilir.
A=(1+4)-1 (68)

esitligi kullanirsak ve Newton binom formiilii uygulayarak

ATf(x) = [(1+4) =1)"f(x) = (1+A)"f(x) = Cu(1+A)" T f(x) + CRA+ L) 2 f(x) = -+

Elde edebiliriz. (3) formiliint kullanirsak

ATF(x) = f(x+nDx) = Chflx+(n—1) Ax] +Caffx+ (n1—2) Ax] =+ (1) f(x)
(69)
bagintis1 bulunacaktir. (6) formiilii, #n. mertebeden sonlu farkin fonksiyonun
ardisik degerleri ile baglantisini ifade ediyor.
f(x) fonksiyonu [x,x + n A x] arabiginda n. mertebeden siirekli tiireve
sahip olsun. Bu taktirde

A" f(x) = (Ax)" ' (x +6n A x) (70)

formiilii gerceklesmektedir. Burada 0 < 6 < 1 dir. (7) formiiliini tlimevarim
baginti metodu ile ispatlayabiliriz. Gergekten n = 1 durumunda fonksiyo-
nun sonlu artim1 hakkinda Lagrange teoremi elde ediyoruz. Yani (7) formiili
dogrudur. $imdi de k < n durumunda

AFF(x) = (D) FR) (x + 0%k A x)



esitligi saglanmis olsun. Burada 0<6' <1 dir. Bu taktirde
A E(x) = (A F(x+ Ox) — F(x)] = (A0 [FO (x+ Ax+ 0k Ax) — fx+0kAx)]
olacaktir. f ©)(x) e Lagrange teoremini uygularsak
A (x) = (D) A xfE D (x4 0k Ax+6" Ax)
buluruz. Burada 0 < 0" < 1 dir.

9/k+9//
k+1 =0 71)

kabul edersek.
A (x) = (M) A xfE D [x 4 0(k+1) A x

elde edilecektir. Tabii ki 0 < 6 < 1 dir. Boylece (7) formiiliiniin dogru oldugu
ispatlanmis oldu. (7) formiiliinden

(n) _ Anf (x)
fW(x+6nAx) (Ax)"
yazabiliriz. Ax — 0 durumunda bu esitligin limitini f(x) in #. mertebeden
stirekli tiireve sahip olacagini varsayarak
n
F @) = tim 710 (72)

T Ax—0 (Ax)”

seklinde hesaplayabiliriz. Dolayistyla kiigiik Ax ler i¢in

£ (x) A(%x()") 73)

bagmntisini yazabiliriz.

Fark Tablolar

X0, X1,X2,- -, Xy esit dagilim veri grubu olsun. x'in bu degerine y'nin yo, y1, Y2, - , ¥n
degerleri tekabiil etsin. yo, y1,y2, - - -, yu ler icin sonlu farklar

Dyi = Yiy1 Vi
N2y, A(Ay;) = Ayir — Ayi

Anyi — A(Anilyi) _ Anilyi+1 o Anflyi

seklinde bulunur. 1. denklemden

Yip1 =Y+ Oyi = (1+A)y;

bulunur. Burada da sirasi ile

Ve = 1+ 0y = 1+20)1y;
vies = (1+24)%;
Yien = 1+ A)n]/i

bagintilar1 bulunur. Newton Binom formiiliinii kullanirsak
Yien = Vi +Cp Dy + CR A2y + G APy 4o+ Ay
Aksine

Ay =[1+2)=1"y; = (1+A8)";—Cu1+ A"y + CiA+ A)" 2y + -
= Yitn— C}lyiJrnfl + C%yi+n72 +o (1)



de yazilabilir. Ornegin,
Ay = Y2 = Wi i
A%y = Yiy3 = 3Yira +Yir1 — i
Muhtelif mertebeden sonlu farklar1 yatay veya kosegen bicimli fark tablolar:
yardimu ile basitce hesaplanabilir.
Ornek1: xg = 0 dan baglayarak & = 1 adimi ile y = 2x* — 2x2 +3x — 1
fonksiyonu i¢in yatay tablo tiiretiniz.
Coziim: Tablo 1 (3. Dereceden fonksiyon igin yatay fark tablosu)

x0:1; X1:2; XQ:3
Vo=-Ly1=2y=13

Buradan
Ayo = y1-yo=3
Ay = p-yp=1
Ay = y3—12=8
bulunur. Ele alinan polinom 3. dereceden oldugu igin A%y; = 2.3! = 12
olacaktir. Asagidaki esitliklerin saglandigina dikkat edelim.
Ny = N’yi4+12 (i=0,1,2,---)
Ay = yi+ Oy (i=12,-)
Vin = yitAly (i=23,+)

Bu formiilleri kullanursak diiz gizgilerin altindaki elemanlar1 hesaplayabili-
riz. (Bkz. Tablo 1)

X = x, de y nin y, degerinin ¢ hata ile bulundugunu distinelim. Bu
hata sonlu farklarin degerini nasil etkiler? Bu soruya cevaplayabilmek igin
kosegen bicimli fark tablosunu tiiretelim (Bkz. Tablo 1)

x y Ay Ay Ny Aty
Xp—4 Yn—a Ay .
Xn—-3 Yn-3 Ayn R AZyn—él A3y .
Xpn—2 Yn-2 ! Azyn—3 3 " A4ynf4 +eé
A]'/;7—2 2 AN Yn—3 T € 4
Xn—1 Yn— A A Yn—2 T € A3 AN Yn-3 — de
x RN P Yn2 =3 g 6
n Yn Yn—1 € 3 Yn—2 1 6¢
Ayy —¢€ ) Ny, + 3¢ .
Xp41 Yn+1 A T Aty —4e
A N3
X Yn+1 A2 Yn+ € A4
n+2 Yn+2 Yn+1 3 Ynte
A}/n+2 P A Yn1
Xn+3 Yn+3 A Yn+2
Ayn+3
Xn+4 Yn+4

Tablo 2 den ti¢ sonucu hemen soyleyelim

. Eger y,, hatal1 olarak verilmis ise

DYn1; DYn; D2, Dy —1; A%y ve b
sonlu farklar da hatali olarak hesaplanacaktr.
. DXy, sonlu farkinin ifadesine hata olugumlar1 isaretini degisen binomi-
nal katsayilarla katk:i saglayacaktir. Yani toplam hata olusumuna katki
gosteren hata olusumlar,

C,?e, —C,ls, C,%e, cee, (—1)kC’,§s

olacaktir. Bu toplam hatanin mutlak degerinin hizla artacagini gosteriyor.

. Her sonlu Dky,1 farki igin hatalarin toplamu sifira, mutlak degerinin top-
lamu ise 2K/l na esittir.

x ‘ y ‘ Ay ‘ N2y ‘ N3y
o|-1]| 3 8 12
1| 2 |11 | 20 | 12
2 |13 |31 32 | 12
3 44|63 | 44 | 12
4 |107|107| 56 | 12
5 | 214|163 | 68 | 12

Tablo 19: Tablo 16

Tablo 20: Tablo 17



Genellestirilmis Derece Kavrami

x sayistnin #n dereceden genellestirilmis derecesi h belirli bir sabit olmak

lizere
M = x(x —h)(x—2h) - [x — (n — 1)h] (74)
ifadesine denir. x[° = 1 kabul ediliyor. h = 0 oldugu taktirde
<l =

oluyor. Sonlu farklar1 hesaplayalim.

Axl = (x+h

= (x+h)x(x—h)---[x—(n=2)h] —x(x —h) - [x = (n — 1}&p)
= x(x=h)--[x = (n=2)h][(x+h) = (x = (n = 1)h)]

= x(x—1)--[x— (n—2)hnh = nhx"1]

)l _ ol

Yani Axl" = nhx["=1. Bu formiilii kullanarak 2. mertebeden sonlu farki bu-
lalim

A2 = A (Ax[”}> =A <nhx[”’”) = nhAx" U = nh.(n — 1) = n(n—1)K2x 2

Matematiksel rekiirans metodu ile
A = n(n—1) - [n — (k= 1)|HkxlH

formiilii bulunabilir. Burada k = 1,2, - - ,n dir. k > n durumunda Akx[" =
0 olacag: aciktir. (2) formiliintin bulunarak Newton Leibnitz formiiltiniin
benzerini tiiretelim. xg, x1, - - - , X, esit adimli noktalar olsun. Yani x; 1 —x; =
h=sbtdir.i=0,1,2,--- dir.

N1
N= )X
i=0

toplamini ele alalim. (2) formiiliine gore

= A
T h(n+1)
oldugu igin
N S N (2 IS S SN (X5 NN (50 ) BN TS | N Y
SN—WZA W{ —xp  A4xy T —xp A
_ 1 [1+1] _  [n+1]
T hln+1) {"N %o }
olacaktir. Neticede
N—1 ol %-‘rl] x([)n-ﬁ-l]
LA 70

formiilii bulunacaktir. Bu formiil tam pozitif genellestirilmis derecelerin top-
lam formiilii olup Newton-Leibnitz formiiliine benzemektedir.

Enterpolasyon Probleminin Konumu

[2,b] araliginda n + 1 tane xg, x1, X, - - - , X, noktalarinin verildigini diisiine-
lim. Bu noktalar diigiin noktalar1 olarak adlandirilmaktadir. Bu noktalarin
yanu sira bu noktalarda belli bir f(x) fonksiyonunun

f(x0) =yo, f(x1) =y1,- -+, f(xn) =y (77)

degerlerinin verildigini diisiinelim belirli sinifa mensup ve

F(x0) = yo,F(x1) =y1, -+, F(xn) = yn (78)

+x

[n+1]
N

[n+1]
—XN-1

j



ozelligine sahip F(x) fonksiyonunun bulunmas: gerekmektedir. Bu fonksi-
yona ileride interpolasyon polinomu denilecektir.

Geometrik olarak F(x) fonksiyonunun bulunmas1 i = 0,1,2,--- ,n olmak
tizere M;(x;,y;) noktalar sisteminden gegen y = F(x) egrisinin bulunmasina
denktir. (Bkz. Sek.1)

Pu(x0) = Yo, Pu(x1) = y1,- -+, Pu(xn) = yn

ozellikli n. dereceden Py, (x) polinomunun bulunmas: gerekseydi bu prob-
lemi ¢dziimii tek olacakti. Béylece bulunacaktir y = F(x) bigimli interpo-
lasyon formiilii yardimu ile y = f(x) fonksiyonunun, interpolasyon dugim
noktalarindan farkli x noktasinda degeri hesaplanabilir. Bu isleme f(x) fonk-
siyonunun interpolasyon yapilmasi denir. Eger x € [x, x,] ise bu noktada
fonksiyonun degerinin bulunmasi problemine interpolasyon problemi denir.
Eger x ¢ [xo, x4] ise bu noktada fonksiyonun degerinin bulunmas: proble-
mine ekstrapolasyon problemi denir.

Newton 1.Interpolasyon Formiilil

X0, X1,X2,- - ,Xp noktalart esit aralikli noktalar olsun. Yani x; = xg + ih
dir.Burada i = 0,1,2,- - - ,n dir. Bu noktalarda y = f(x) fonksiyonunun de-
gerleri y; = f(x;) olsun

Derecesi n’i agmayan

Pu(xi)) =yi (i=0,1,2,---,n) (79)
Ozellikli P,(x) polinomununu bulmak gerekir. (1) sartt
A"Py(x0) = AMyg (m=0,1,2,--- ,n)
bagintilarinin saglanmasina denktir. Bu polinomu asagidaki sekilde bulalim
Py (x) = ag+a1(x — xq) +az(x — x0) (x — x1) +a3(x —x) (x —x1) (x —x2) + - -
Genellestirilmis dereceleri kullanirsak (2) esitligini

Py (x) = ag +a1(x — x0) " + 2z (x — x0)P + a3 (x — x0) P+ -+ + 2 (x — x0) "

(80)
sekline dontistiirelim. i = 0,1,2,- - -, n olmak tizere a; katsayilarinin bulun-
mas1 gerekmektedir. (2’) formiiliinde x = x( kabul edilirsek

Pu(x0) = yo = a0
elde edilecektir. a1 i bulmak igin 1. sonlu farki tiiretelim
AP, (x) = ayh + 2a5(x — x0)Mh + 3as(x — x0) A + -+ + nap(x — x)" U
x = xp kabul edersek AP, (x) = Ayy = a1h elde ederiz. Buradan

Ay,
T

buluruz. a; katsayisini bulabilmek igin 2. mertebeden sonlu fark tiiretelim.
N2Py(x) = 2!h2ay + 2.3h%a3(x — xo)[l]h 4o (n—1)nh2ay(x — xo)["_z]
x = xo kabul edersek A2P,(x) = Azyo = 2!h%a, buluruz. Buradan

A%y
2= 52

elde edilecektir. Bu islemi benzer sekilde tekrarlarsak

_ Ay
Y= T

(i=0,1,2,---,n)

~Fan(x —x0) (x —x1)

e (= xpm)



buluruz. Burada 0! = 1 ve A% = y kabul dilmektedir. Bulunan ifadeleri
(2.13) formiiliinde yerine yazarsak
Ayo( _ A%y

1
T * xo)[]—&-T!h (x — xp)

(]

Pu(x) = yo + +oot

Bu formiile Newtonun 1.interpolasyon formiilii denir. Goriinduigii gibi P, (x)
polinomu #. derecelidir ve P, (xg) = yo

A A?
Pu(xx) =y0+%(xk—xo)+2,7hyzo(xk—xo) (g —x1) +---
Ak
+ k!Z,?(xk*Xo) (e —x1) - -+ (X — Xp—1)
k(k—1 k(k—1)---1
:yo+kAyo+¥A2yo+---+%Akyo

=1+ 9=y (k=1,2---,n)

saglamaktadir. 1 — 0 durumunda (3) formiilii y fonksiyonu igin Taylor poli-
nomuna dontistiyor. Gergekten

dir. Ote yandan da
li B L B
lim (x — xo) (x — x0)
olacaktir. Burada (3) formiilti # — 0 durumunda

y" (xo)
m!

Pu(xx) = y(x0) + ¥ (x0) (x — x0) + -+ + (x — xo)"

biciminde Taylor formiiliine dontisiiyor. Newton interpolasyon formiiliiniin
kullaniminda pratikligi saglamak icin bu formiilii biraz degisik yaziyorlar.

X — X
h

olsun. Bu takdirde

(x—xo)["]_x—xo X—xo—h...x_xO_(i_l)h_ 1) (g—i
S = = =q(q-1)---(g—-i+1)

burada (i =1,2,---,n). Bu ifadeyi (3) formiiliinde yazalim. Bu taktirde

Pu(xg) =y(x0) +9Ly0+ w A?yo+- o+ qlg—1)- n'(q —n+ 1)A"yo

! ! (81)
elde edilecektir. Newton 1.interpolasyon formdtiliiniin son sekli (4) formiilii-
diir. (4) formiiliinii y = f(x) fonksiyonunun x( baslangi¢ degerinin komsu-
lugundaki x lerde hesaplarken uygulamak gerekmektedir. (Bu durumda |q]|
kiigtik olacaktir.) Eger (4) formiiliinde n = 1 kabul edersek

Pi(x) =yo+qlyo

bulunacaktir. Bu bir lineer interpolasyondur. n = 2 durumunda kuadratik
interpolasyon ortaya ¢ikacaktir.

-1
19=1) p2,

h(x) =yo+qLyo+ =

Bu interpolasyon formiilii uygulanirken yatay fark tablosunun kullanilmasi
gerekiyor.



Newton'un 2. Interpolasyon Formiilii

{x;} dugtm noktalar1 x; = xg+ih (i = 0,1,---,n) formiilu ile tiiretilmig
olsun. Burada h=sabit dir.ve adim1 ifade etmektedir. i = 0,1,2,- - - , n olmak
tizere x = x; de fonksiyonun y; degerlerinin bilindigini varsayalim. Fonk-
siyonun degerinin bulunmas1 gereken x apsisi x, sag ucuna yakin oldu-
gunda 1.interpolasyon formiiliinii uygulanmas: hassas sonug vermiyor. Bu
durumda Newton'un 2. intepolasyon formiilii uygulanacaktir. Bu polinom

Py(x) = ag+a1(x —xn) +az(x —xn) (x = xp—1) + - +an(x —x4) (X = xp-1) -~ (x —x1)
seklinde bulalim. Genellestirilmis dereceleri kullanirsak
Pu(x) = ag+a1(x —xn) VN +ap(x — x0)@ + - a2y (x = x,)" (82)

elde ederiz. Bilinmeyen ag, a1, - - - ,a, katsayilar1 P,(x;) = y; olacak gekilde
bulunacaktir. P, (x,) = yn = ag bulunacaktir. Yinede (1) den

AP, (x) = ayh + 2hay (x — x,_ )M + - + nhay (x = xp) Y
yazilabilir oldugu igin

APo(xn-1) _ AYn—
1!h 1th

APy (xy_1) = arh veya aq =

bulunacaktir. Nihayet (1) den sonugcta

Ay, _; .
a; = 1!’;11,’ (i=0,1,2,---,n)
bulunacaktir. Boylece
Ay, Ay,
Py(x) =yu + ?fhl(x_xn)"_ ZThl(x—xn)(x—xn_1)+--- )
! ! 3
Aynfl

+ L () ) (3 30)
seklinde Newton 2. interpolasyon formiilii tiiretilmis oldu.

X — Xy
h

olsun. Bu taktirde

X — Xj— X—Xx h X — Xp_
h“: hﬁ —q+1, /12—y

ve b. olacaktir. (4) de bu formiilleri kullanirsak

q(q+1)
21

9@+ (@ tn=1) \u,

D2y ot o
(84)

Pp(x) =yn+q9L0yn1+

elde edilecektir.

Merkezi Fark Tablosu

Newton interpolasyon formiillerini kullanabilmek igin fonksiyonun degeri-
nin {x;};_, diigiim noktalarinin uglarina yakin noktalarda hesaplanmast is-
tenmesi gerekmektedir. x ara noktasi xy ve x;, ug¢ noktalarindan uzak nokta
olunca fonksiyonun bu x noktasinda degerini hesaplamak i¢in Newton for-
miilleri degil merkezi fark formiilleri uygulanacaktir. Bu formiillere 6rnek
olarak Gauss, Stirling ve Bessel formiillerini gostermekle olur.



Tablo 21: Tablo 18

x y Ay Ay DNy Aty Dy Ay
X4 Y4
x y A9 Ny
-3 -3 —4
Ay-s ., N3y 4
X2 Y2 Ay_z Atyy o
Xq oy 292 A%y, N Aty , N NSy 4
X " Ay,l Azy A3y_2 A4y ASy—:’) Ae,y
0 0 -1 -2 -3
Ayp ) N3y 4 Ny, P
x1 " A AN T AN
X2 yZ Ayl Azy A yO A4y0 A yfl
Dys 0 Dy
X3 Y3 Ays D=y
X4 Ya

Gauss Interpolasyon Formiilii

X, X_(p_t),**  X—1,X0, X1, Xn—1, Xn esit aralikli diigtim noktalar1 ol-
sun. Burada Ax; = x; 11 —x; = h = sbtdir. Burada i = —n,—(n—1),--- ,n—
1) dir. y = f(x) fonksiyonunun bu digium noktalarda y; = f(x;) (i =
0,%1,-- -, £n) degerleri belli olsun.

Derecesi 2n’i agmayan ve P(x;) = y; (i = 0,£1,- -, +n) dzelligine sahip
P(x) polinomunun tiiretilmesini gerekmektedir. P(x;) = y; sartindan tiim i
ve k lar igin

AFP(x) = Aty (85)
bagintisinin saglanacag1 sonucu elde ediliyor. P(x) polinomunu
P(x) = ag+a1(x —x0) +az(x — x0) (x —x1) +a3(x — x_1)(x — x1)(x — x2)
Fag(x —x_1)(x — x) (x — x1)(x — x2)
Fas(x —x_2)(x —x_1)(x —x0) (x —x)(x —x2) +- - (86)

Fagp-1(x —x_(_q)) o (x —x-1)(x —x0) (x —x1) -+ (X — xp1)

Fazn (x =X (1)) -+ (x —x1)(x —x0) (x —x7) - -+ (¥ = X 1) (x — xn)
seklinde bulalim. Genellestirilmis dereceleri kullanirsak (2) esitligini

P(x) = ag + a1 (x — x0) " + as (x — x0)? + a3(x — x_1)P¥) + 2y (x — x_1)1¥
[2n-1] [2n]
+ a1 <x—x7<n71)) + azy (X—X,(nfl))
(87)

elde edilecektir. Newton interpolasyon polinomunun katsayilarmnin bulun-
masi iglemini tekrarlarsak, (1) formiiliinii kullanarak

Ny Ny Ny o Ay, s APy _y

B0 =Yo I = 27 BT s T Tpd TN g 1 2 T () 2

bulabiliriz. Daha sonra
_Y—Yo
=
kabul ederek ve (3) formiiliinden

-1 +1)g(g—1
100=1 a2, 4 @FDIG=D) r5,

P(x) = y+qlyo+ 3
+1)q(g—1)(q -2 +1)(g+1)g(g—1)(g—2
L )q(q4' )(1-2) Ay o+ (g+1)(q );/'(q )(1-2) ASy ot
(q+n—-1)---(q—n+1) 9,1 (q+n—1)---(g—n)

M (2n —1)! A Y—(n-1) + (2n)! AT Yy

seklinde Gaussun 1. interpolasyon formiiliinii bulabiliriz (4) formiilii.
2] +1)B +1)
P(x) = yo+qﬁyo+%N%w%ﬁy,ﬁ%ﬁyq
(g+n—1)2-10 o (g+n—1)l1
B 3 I TR o



seklinde de yazabiliriz. Burada x = x¢ + gh ve g =g(g—1)---[qg— (m—
1)] dir.
Gauss 1. interpolasyon formiilii

AyO/ Azy—ll Asy—lr A4y721 A5]/72, A6y73, e

katsayilarimi icermektedir. (Bkz tablo. Gosterilen katsayilar bu tabloda okun
yontnde alt kirik satir1 olusturan katsayilar olmaktadir.) benzer sekilde

Ayfll Anyll As]/—2/ A4]/—2/ Asy—:‘}/ A6}/—3/ e

merkezi farklari icerecek sekilde Gauss 2. interpolasyon formdiilii tiiretilebi-
linir. (Bu katsayilar tablo da ok yoniinde iist kirir satir1 olusturan katsayilar-
dir)

Gauss 2. interpolasyon formiilii

P(x)=yo+qly-1+ qu—:— D) APy g+ % Ny,
(q+1)(q+1)g9(q 1) (q+n—1)--(q—n+1) o
+ m A4y,z+-~~+ G 1)1 A2 1]/711
(q+m)(qg+n—-1)---(g—n+1) o,
* @n)! AT Y
(88)

sekline sahiptir. Yine q= % Otelemesi kabul edersek (5) formiilii.

(7+1)P (g +2)¥

+1)12
P(x)=yo+qly-1+ % APy g+ 30 N3y o+ 1 A4y,2
IR (q+m)P o
Tt gy AT Vet gy AT e
(89)

sekline dontisecektir.

Stirling Interpolasyon Formiilii

1. ve 2. Gauss interpolasyon formdiillerinin aritmetik ortasinu ele alirsak, so-
nugcta Stirling formtiltinii asagidaki sekilde bulabiliriz.

Ay 1 +8y0 4 5o 9(¢° —1) A’y o+ A%y

P(x) =yo+q 5 5 ATy 5
2(.2 2 2 2N\2/( 2 2 5 5
7°(g° —1%) 4 q(q° —19)%(q" = 2%) Ny 3+ A8y 2
R T A 51 : 2
2002 _12)2(g2 — 22
LT 6)'(17 ).A6y,3+-..
LA =)@ =2 (P =) (P = (= 1)) ATy Ay
(2n —1)! ' 2
20,2 2 2 2 2 2
7 (" —19)(q" =2%) - (" = (n=1)%) 5,
* (2n)! AT Y-

(90)

Burada g = % dir. i = 0,41, £2,- - - ,+n degerleri i¢in P(x;) = y; olacag:
agiktir.
Bessel Interpolasyon Formiilii

2. Gauss interpolasyon formiilii kullanilarak Bessel interpolasyon formiilii
tiiretilebilir. (21 + 2) tane esit aralikli (4 adimlr)

X—n, xf(nfl)/ X0, /xn—llxn/xn-H



diigiim noktalarini ve bu noktalara tekabiil eden ve bilinen

y—n/yf(nfl)/ toe /yO/ T /yﬂ—1/y7‘l/yﬂ+1

degerlerini ele alalim. Eger baslangic veriler olmak {izere x = xy ve y = yp
degerlerini segersek, bu takdirde k = 0,£1,42,---,£n olmak {izere ama
14y diigiim noktalarimi kullanahm. Bu taktirde 5% = %‘]7}’ =g-1
olacaktir, (1) formiiliiniin sag tarafindaki indisler ise bir birim artacaktir. (1)
formiiliinti sag tarafinda g yerine q — 1 yazarak ve indisleri de bir birim bii-

yliterek asagidaki sekilde bir yardimci interpolasyon formdilii elde edebiliriz.

P(x) =y1+(q-1) Ayo+ L’E D p2y 4 a-Dla-2) 13)!(17 —D ndy,
Lt 1)!7(1747 D@=2) pay o g+ Dalg= 15)!07 —2@=3) ps, ,
(q+n=2)---(g=n) ron- (q+n=-1)---(g=n) ron
+ e+ (21’1 — 1)' . Az 1 ;I/,(nfl) + ol AZ y7<n71>
(91)

(1) ve (2) formiillerinin aritmetik ortalamasini bulursak

1 —1) A2y_; +A? - Dg(g-1
p(x):yo+y1+<q7§)ﬁyo+q(q2 ) Ay +8%  [4-2)9@=1) L3

2 2 3! i
GRS 1)q(q4: 1)(g-2) Ay ; Ay (-390 - 15)!(11 )@+ s,
LA+ 16)!(q +2)(q-3) A% 5 ; Ao
L= +1) (zn()q' —n)(gtn—1) Ay, +2A2”yfn+1
Lo+ %)q(q—l)(qgnll-l-)!(q—n)(ﬁn—1).Azn v

(92)

seklinde Bessel interpolasyon formiilii tiiretilmis olacaktir. Burada
X — X
h
dir. n = 1 durumunda A3y _; ihmal ederek Bessel e gore kuadratik interpo-
lasyon formiiltinii asagidaki sekilde tiiretebiliriz.

—1) Ayg—Ay_; +A4y; — A
P(x):yo+y1+Ayo+(q71)Ayoﬂ(q 1) Ayo —Ay_4 + 4y, — Ay
2 2 2 2
veya
P(x) =yo+ 9L y0+41.(Dyr = Dy -2) (93)

burada g1 = M dir.
Bessel formiiliinde tek mertebeden farklari iceren terimler <q — %) sek-

linde garpana sahiptirler. Bu nedenle q = % durumunda (3) formili ¢ok
basit bir sekilde diistinecektir. Yani

p(Xtx) vty 1A+ 3 Myo+Aly 5 Ays+A%,
2 2 8 2 128° 2 1024° 2
L1335 (2n—1)]2 A2y, 4 A2y

oot (D 221(2n)! 2

olacaktir. Bu bir 6zel durumdur. Orta noktaya gore bir interpolasyon formii-
ludtir. Eger (3) Bessel formiiliinde g — % = p Otelemesi kabul edersek, daha



simetrik sekilde interpolasyon formiilii tiiretilebilir.

2 1 2 2 2 1
_Yotwn po—g Ny 1 +My | p(p"— 1) 3
P(x) = == +plyo+ —5— 5 + g A%y
2 1 2 9 4 4 2 1 2 9
—_ = 4 A _ A _ —_ = 4
L 431510 1) szzr v plp 45)’(10 D p5y,
LW DE D) Ay s +A%Y
6l ' 2
2n—1)>?
LD [P B ey gy
(2n)! ' 2
2n—1)?2
+p(zozm%)(r7zf%)-~-[Pz*(” o o
(2ﬂ+1)' . Y_n+1

(94)

Burada p = + (x — 251 dir.

Esit Adimli Interpolasyon Formiillerinin Genellestirilmis Ni-
teligi

Bu nitelikler asagidaki gibidir.

Newton interpolasyon formiilii tiiretilirken 1. veya sonuncu interpolas-
yon diigiim noktast segilir. Merkezi interpolasyon formiilii tiiretildiginde ise
baslangi¢ nokta olarak ara diigiim noktasi segiliyor asagidaki Tablo 4 de in-
terpolasyon formiillerinde kullanilacak farklar gosterilmistir. Interpolasyon
formiillerinin daha detayli incelenmesi sonucunda asagidakiler onerilebilir.
|| < 0.25 durumunda Stirling formiilii, 0.25 < g < 0.75 durumunda Bessel
formiilii kullanmak gerekmektedir. Newton formidilleri ise interpolasyon ya-
pilan noktanin tabloda baslangi¢ veya son noktaya yakin oldugunda uygu-
lanmas1 6ngoriiliiyor.

x|y | oy | oty | sy | oty |

X2 |Y—2 Ny 3 A*y_4 | 2. Newton Formiilii
Ay,z > A Y3 4

X1 |y-1 AT VAN T

y Ay y A3y y

X0 | Yo ! Ny | - Aty_, | Stirling Formiilit
Ayo P EAN N A -

x1 | n VAT N A*y_; | Bessel Fomiili
Ayq ) VANSTY 1

2NN Aty A3 Afyg

x| Y3 v2 DNy n A*y; | 1.Newton Formiilii

Orneka:

erf(x) = %/Oxe_szds

Gauss hata fonksiyonunun degerleri Tablo (23) de verilmistir. er f(0.5437) in
degerini hesaplayinz.
y = erf(x) fonksiyonu igin fark tablosu ve sonlu farklari yanda verilmis-
tir.
xo = 0.54 ve x = 0.5437 kabul edelim. Bu taktirde
_ x—xg 05437 —0.54

n 001 =037
olacaktir.
1_.3
193

oldugu igin Bessel formiilii uygulanacaktir. (94) formiiliinti uygulanabilmek
icin
p=4g9— % =0.37-0.50=-0.13

Tablo 22: Tablo 19

Tablo 23: erf(x) fonksiyonunun fark
tablosu

x ‘ y ‘ Ay ‘ N2y ‘A3y

0.51 | 0.5292437
86550

0.52 | 0.5378987 —896
85654 -7

0.53 | 0.5464641 —903
84751 -7

0.54 | 0.5549392 —910
83841 -7

0.55 | 0.5633233 —-917
82924 —6

0.56 | 0.5716157 —923
82001

0.57 | 0.5798158




kabul edelim. Al ¢izgili farklari kullanarak erf(0.5437) degerini asagidaki
gibi buluruz.

5549392 + 0.56332
erf(0.5437) = 0554939 ;O 5638233 (—0.13).0.0083841
0.0169 — 0.25 —0.0000910 — 0.0000917
+ .
0 1320 0169 — 0.25 ’ ©3)
4 20130 c = ).(70.0000007)
= 0.55913125 — 0.00108993 + 0.00001065 = 0.5580520

Orneka:

K(a) _ /07r/2 dx

V1 — sin? a.sin® x
eliptik integralin degerleri ve fark tablosu Tablo (24) da verilmistir. K(78°30")
degerini bulunuz.

N K(«) AK AZK A3K AYK ASK ASK ;fablo 24: K(a) fonksiyonunun Fark Tab
osu

75°  2.76809
6461

76°  2.83267 528
6989 84

77°  2.90256 612 19
7601 103 13

78° 297857 715 32 -5
8316 135 8

79°  3.06173 850 40 18
9166 175 26

80°  3.15339 1025 66 -1
10191 241 25

81°  3.25530 1266 91 43
11457 332 68

82°  3.36987 1598 159
13055 491

83°  3.50042 2089
15144

84°  3.65186

Coziim: xg = 78° h = 1°; x = 78°30’ kabul ederek g = 0.5 degerini
buluruz. Orta nokta igin Bessel interpolasyon formiiliinii kullanalim ve 5.
mertebeye kadar farklarla yetinelim. Bu takdirde

715 — 850

1072 4+ 0.023437. 0>

244
K(78°30") = 2.97857 + 0.5.8316.10 7> — 0.125. ¥.1

= 2.97857 — 0.04158 — 0.000978 +- 0.000008 = 3.09180

degerleri bulunacaktir. Kiyaslama yapilmasi icin ayni degerleri tahmini ola-
rak Stirling formdtiliiyle bulalim

w.m” +0.125.715.107° — 0.0625.L—£135.

—0.0078.32.1075 + 0.0117.1327%.10—5

K (78°30) = 2.97857 + 0.5. 107°

= 2.97857 + 0.039792 + 0.000894 — 0.000074 — 0.000002 + 0.000001
= 3.019181






Sayisal Tiirev

f(x) fonksiyon tablo ile verildiginde veya x ve f(x) arasindaki fonksiyonel
bagint1 yeterli kadar karma ise, bu taktirde sayisal tiirev bulma 6nemli ol-
maktadir. 1.durumda diferensiyel hesap formiilleri sadece gegerli degildir.
2.durumda ise bu metodlarin uygulamas: yeterince zor iglemler gerektirir.
Bu durumlarda f(x) fonksiyonu yerine j(x) interpolasyon fonksiyonu kul-
laralir ve f(x) in tiirevinin degeri j(x) in tiirevinin degerine tahmini olarak
esit kabul edilir. Tabii ki belli hata olusumunda s6z konusu oluyor. f(x)
fonksiyonu

f(x) =j(x) + R(x) (96)
Seklinde ele alinabilir. Burada j(x) interpolasyon fonksiyonu, R(x) ise bu for-

miilin kalan terimidir. Bu esitligi k defa diferensiyellersek (ttirevlerin mev-
cut oldugu varsayilmaktadir)

O (x) = 0 (x) + RO (x) (97)

elde edilecektir. f(x) fonksiyonu yerine j(x) interpolasyon fonksiyonu ele
alindiginda ortaya ¢ikan R(x) kalan teriminin sonsuz kiigiik oldugu varsayi-
lir. Fakat bu R (x) in de sonsuz kiigiik olacagi anlamina gelmez.

Bir 6rnege bakalim

(1) = x(t
olsun. Burada x(t) € C' [a,b] olsun. Bu taktirde y(t) € C [a,b] olacaktir. Bu

uzaylarin her birinde iki fonksiyon arasindaki uzakligi (normu)

p(x(t), x(t)) = r[r;f;j?lx(t) — X(t)]

seklinde tamimlayalim. C’ uzayinda

o 1 ./,
x(t) ve %(t) = x(t) + -, sin (n (x— a))
fonksiyonlarini ele alalim. Bu fonksiyonlar arasindaki uzaklik. Yani

o(x(t), %(t)) = max %sinzn(x —a)| = %

ab]

biytikltigt bliyiik n ler icin yeterince kiigtik yapilabilir. Fakat

7(t) = % x(t) + % sin® n(x — a)} = y(t) + n.cos’ n(x —a)

oldugu igin

p(y(t),7(t)) = max ‘n.cosz(x - a)‘ =n

[a.]

olacaktir. Dolayistyla C’ uzayinda ele alalim bir-birine yakin x(t) ve () fonk-
siyonlar verildiginde, onlarin tiirevleri arasindaki uzakligin kiigtik olacag:
soylenemez. Tam tersi: istenilen biiytik sayidan biiytik yapilabilir. Bu ne-
denle C sinifinda diferensiyelleme problemi kararli degildir denir.



Taylor Seri Ag¢ilimlarini Kullanarak Sonlu Fark Yaklagimlar:

f(x) fonksiyonun tiirevlerinin sonlu fark yaklagimlariyla tiiretilmesi x civa-
rinda f(x) in ileri ve geri taylor seri agilimlarindan yararlanarak yapilir. Bu
a¢ilimlar: asagidaki gibi yazabiliriz.

(98)

(99)

h? 3 h*
flath) = @) +hf () + 5 () + 5 ) + g f D0+
h? 3 h*
fla=h) = ) =hf () + 5 () = 5 ") + 5 f D0+
Fleram = £+ 2 )+ 2 iy ¢ 0 oy 1 BI04y oy

(2h)? (2h)® (2m)*

fle=2h) = f(x) = 2hf'(x) + 25" () = S " (@) + 2 f Y (0) fr0m)

bu serileri alt alta toplayip gkanrsai!a@agldaki seiieri elde ederiz;
Fleth) 4 fr—h) = 26+ B0+ f () o (o)
Flet)—flx—h) = 207+ 0+ (109
Flx+20) + fx—2h) = 2f(x)+4n2f" (x) + 4314 FH(x) + - - (104)
Fle+2m) = flx—20) = 4hf(x)+ O ) o (105

iki serinin toplamlarinda sadece ¢ift mertebeli tiirevler icerirken farklarda
ise sadece tek mertebeli tiirevler icermektedir. Denklem (98)-(105) ifadelerini
f(x) in degisik tiirevlerini bulmak igin kullanabiliriz.

Merkezi Fark Tiirev Yaklasimlar:

Denklem (103) de f’(x) yanlz birakilirsa

/ _ flx+h)—f(x—h) h? 1
Py = LSO Sl B

bulunur. Denklemin sadece ilk terim alinirsa,

f’(x) _ f(x+h)2_hf(x _h) Jro(hZ) (106)

f'(x) igin merkezi fark tiirev yaklagimin elde ederiz.
Denklem (102) de f”(x) yanlz birakilirsa

1" _ flx+h)=2f(x) + f(x —h) h? 1
F(x) = i )

bulunur. Denklemin sadece ilk terim alinirsa,
x+h)=2f(x)+ f(x—h
£y = LR J;l(z JHFE= | oae)
f"(x) icin merkezi fark tiirev yaklagimin elde ederiz.

Denklem (103) —2 ile carpilip denklem (105) ile toplanirsa ve gerekli dii-
zenlemelerde yapilirsa f(x);

friy = Fx 2 = 2f (x4 h);}:zzf(x I FEE2) Gy o)

(107)

bulunur.
Benzer tarzda, denklem (102) —4 ile ¢arpilip, denklem (105) ile toplanirsa
ve diizenlenirse f*) tiirev formiilii

0 () = 20 —4f e+ )+ 6];(;) —4f ) =)

(109)
bulunabilir. O(h?) hatast ile merkezi fark tiirev tablosunu asagidaki gibi



| flx—2m) | Fxe =) | £ | Foe 1) | flx+2m) |

2hf!(x) -1 ) 1

W2 f"(x) 1 -2 1
213 1" (x) -1 2 o -2 1
hAF®) (x) 1 -4 6 -4 1

verebiliriz. Benzer tarzda O(h*) hatas1 ilede merkezi fark formiillerini bula-
biliriz, islemlerin uzun olasindan dolay1 sadece birtanesinin nasil yarpldigin
verelim, digerleri benzer tarzda yapilabilir.

Denklem (103) —8 ile carpilip denklem (105) ile toplanirsa ve gerekli dii-
zenlemelerde yapilirsa f/(x);

() = —f(x—|—2h)+8f(x+h1)2;8f(x—h)+f(x—2h) Lo (110)

| | flx—3m) | f(x—2m) | Fx—h) | £(x) | 1) | fla+-2m) | F(x+-30) |

12hf'(x) 1 -8 0 8 -1
1212 £ (x) -1 16 30 16 -1
8H3 " (x) -1 -8 13 ) -13 8 -1
6l f4) (x) 1 12 -39 56 39 12 -1 % cos(x)
dir. 0.45 0.900447
Ornek: Yanda verilen f(x) = cos(x) fonksiyonunun degerlerinden yarar- 0.46 0.896052
lanarak i = 0.01 igin f/(0.5) in yaklagik degerini Merkezi fark formiilleriyle 0.47 0.891568
bulunuz. f'(0.5) = —sin(0.5) = —0.479426 tam degeriyle buldugunuz de- 0.48 0.886995
geri karsilastirin. 0.49 0.882333
Coziim: 0.50 0.877583

Once O(h?) hatast ile fonksiyonun yaklagik degerini bulalim 051 0872745

/( ) &~ flx+h)— f(x—h) 0.52 0.867819
f U 2h 0.53 0.862807
0.54 0.857709
0.55 0.852525

formdiiltine gore

(0,50 £(0.51) — £(0.49) Tablo 25: cos(x) degerleri
£1(050) = 2 % 0.01
0.872745 — 0.882333
= = —0.47941
0.02 0479418
£(0.5) = —sin(0.5) = —0.479426

bu durumda virgiilden sonra dort basamak icin sonu¢ dogru olmaktadr.
Simdide O(h*) hatas ile fonksiyonun yaklasik degerini bulalim

rooy o —f(x+2h) +8f(x+h) —8f(x —h) + f(x — 2h)
fx) = 37

formiiliine gore

£(0.52) +8 x £(0.51) — 8 x £(0.49) — £(0.48)

!
£1(050) ~ 12 % 0.01
_ 0867819 +8 x 0.872745 — 8 < 0.882333 + 0.886995 _ .,
0.12
f(0.5) = —sin(0.5) = —0.479426

bulunur.



Ileri Fark Tiirev Yaklasimlar:

Merkezi sonlu fark yaklagimlari herzaman kullamlamaz. Ornegin n farklt
X1,X2, ...,Xxn noktalar igin degerleri verile f(x) fonksiyonunu ele alalim,
merkezi farklarda x in her iki tarafindaki degerlerini kullandigimizdan x;
ve x; noktalarinda vede uglara yakin diger degerlerde fonksiyonun tiirev-
lerini bulamayiz. Boyle bir durumlarda x in sadece bir tarafinin degerlerine
ihtiya¢ duyariz. Bu tip durumlar icin ileri ve geri fark yaklagimlari gereke-
cektir. Bastaki x degerleri i¢in kullanabilecegimiz ileri fark yaklasimlarimin
nasil bulundugunu birkagi igin gosterelim, sonrada tablo halinde tiirevlerin
formiillerini ifade edelim.
Denklem (98) f'(x) yanhz birakilirsa ilk ileri fark yalagimini buluruz

X — f(x 2 3
f/(x)zwf% ”(x)ig ”/(x)*% (4)(x)7”'

esitligin sag tarafidaki sadece ilk terimi alir digerlerini ihmal edersek

fley = LI o) (111)

bulunur. Bu formdiller O (k) hatsi ile bulunan formidillerdir, tabiiki O(h?) ha-
tast ile bulunan merkezi fark yaklasimlarindan daha iyi degildir. Benzer
tarzda ikinci ttirevi bulmak icin, denklem (98) —2 ile carpilip, denklem (100)
ile toplanip diizenlenirse

x+2h) —2f(x+h) + f(x)
h2

' (x) = £ +O(h) (112)

bulunur. Diger tiglincii ve dordiincii tiirevleri benzer tarzda bulabiliriz. So-
nuglar asagidaki toploda verilmistir.

| | F@) | flatm) | £ +2) | £ +3m) | £x + 4h) | Hata

hf'(x) | -1 1 O(h)
R (x) | 1 -2 1 1 O(h)
PBf"(x) | 1 3 3 1 O(h)
B (x) | 1 -4 6 -4 1 O(h)

Daha iyi bir yaklagim saglamak igin O(h?) hatast ile tiirev formiillerini bula-
lim, bunun i¢in denklem (98) ve (100) kullanarak birinci tiirev elde edelim.
Denklem (98)i —4 ile carpip denklem (100) ile topliyalim

3
£ +2h) — 4 (x + 1) = ~3f(x) — 2hf(x) + o f"(x) + -+

daha sonra,

/ _ —f(x+2h) +4f(x+h) = 3f(x) h? 111
Fx) = /! B

yada

) = —f(x—|—2h)+42fh(x+h)—3f(x) o) (113)

elde edilir.

Benzer tarzda Taylor serileri agilimlarimi kullanarak diger tiirev ifadeleri-
nin esitlerinide bulabiliriz. Ornegin f(x + &), f(x + 2h) ve f(x + 3h) Taylor
agihmlarindan f”(x) i; f(x +h), f(x + 2h), f(x + 3h) ve f(x + 4h) Taylor
agihmlarindan yararlanarak da f"’(x), v.s buluruz. Asagidaki tabloda O(h?)
hatasi ile tiirev formiilleri verilmistir.



| F(x) | Foetm) | Foc+2m) | £ +3) | x4 4) | f(x+5) | Hata |

2f'(x) | 5 | 4 - o(#?)
Wf'(x) | =2 -5 4 -1 O(h?)
23" (x)| 5 | 18 -24 14 -3 o(1?)
()| 3 -14 26 -24 11 -2 O(h?) %i cos(x)
0.45 0.900447
Ornek: Yanda verilen f(x) = cos(x) fonksiyonunun degerlerinden ya- 0.46 0.896052
rarlanarak & = 0.01 icin f/(0.5) in yaklagik degerini Ileri fark formiilleriyle 0.47 0.891568
bulunuz. f(0.5) = —sin(0.5) = —0.479426 tam degeriyle buldugunuz de- 0.48 0.886995
geri 1fa1;§11a§t1r11’1. 049 0.882333
gozum: . . o 0.50 0.877583
Once O(h) hatast ile fonksiyonun yaklagik degerini bulalim
0.51 0.872745
_ 0.52 0.867819
) L0 = 1)
h 0.53 0.862807
™ .. 0.54 0.857709
formiiliine gore
0.55 0.852525
£(050) ~ £(0.51) — £(0.50) Tablo 26: cos(x) degerleri
0.01
_ 0.872745—0.877583 _ —0.483849
0.01
f(05) = —sin(0.5) = —0.479426

virgiilden sonra tek basamak igin sonu¢ dogrudur. Bu O(h) hatas: ile deger-
leri bulmamizdan kaynaklanmaktadir, zaten merkezi farktaki O(/?) hatasin-
dan daha iyi bir sonucun ¢itkmasi pek miimkiin olamaz.

Simdide O(h?) hatas ile fonksiyonun yaklagik degerini bulalim

F(x) ~ —f(x+2h)+42fh(x+h) —3f(x)

formiiliine gore

—£(0.52) +4 x f(0.51) — 3 x £(0.50)

£(050) ~

2 x0.01
—0.867819 + 4 x 0.872745 — 3 x 0.877583
- tax X — —0.479399
0.02
f(05) = —sin(0.5) = —0.479426

bulunur. Bu degerde merkezi fark formiillerinden daha iyi bir deger degildir.

Geri Fark Tiirev Yaklagimlar:

lleri fark yalagimindaki benzer yaklagimlar buradada gegerlidir. Geri fark tii-
rev yaklasimlarida x, ve ona yakin degerlerin tiirevlerini bulmak i¢in kulla-
nilir. Denklem (99) de f'(x) yanhz birakilirsa

f(x) = W +0(h) (114)

bulunur. Denklem (99) ve (101) dende

(115)

bulunur. Benzer islemlerle diger tiirev esitlikleri asagidaki tabloda verilmis-
tir.



| | fx—ah) | F(x—3n) | Fx—2m) | F(x = )| f(x) | Hata

hf'(x) -1 1 |O(h)
W2 f"(x) 1 -2 1 |O(h)
" (x) 1 3 3 | 1 |O(h
L AICON I 4 6 4 | 1 |O(h)

O(h?) hatasiyla fonksiyonlarin tiirev esitliklerini bulmak istersek asagi-
daki tablodaki ifadeleri buluruz.

| | fx—5h) | f(x—4n) | Fx—3m) | flx —2m) | f(x =) | £(x) | Hata |

2hf'(x) 1 -4 3 |O(h?)

2f" () 4 4 5 | 2 o)

213 1" (x) 3 -14 24 -18 5 |O(h?)
B F®) (x) -2 11 -24 26 -14 3 |O(K?) xi cos(x)
045 0.900447
Ornek: Yanda verilen f(x) = cos(x) fonksiyonunun degerlerinden ya- 0.46 0.896052
rarlanarak & = 0.01 igin f/(0.5) in yaklagik degerini Geri fark formiilleriyle 0.47 0.891568
bulunuz. f(0.5) = —sin(0.5) = —0.479426 tam degeriyle buldugunuz de- 0.48 0.886995
geri karsilastirin. 049 0.882333
§5Zﬁm’ 0.50 0.877583

Once O(h) hatast ile fonksiyonun yaklagik degerini bulalim
0.51 0.872745
rron o f(x) = f(x—h) 0.52 0.867819
fx) = h 0.53 0.862807
formiiliine gore 054 0857709
0.55 0.852525
f/(0.50) ~ f(0.50)0:)1f(0.49) Tablo 27: cos(x) degerleri
0.877583 — 0.882333
= = —0.475000
0.01
f(05) = —sin(0.5) = —0.479426

bu degerde virgiilden sonra iki basamak igin sonug dogrudur. Bu O(h) hatasi
ile degerleri bulmamizdan kaynaklanmaktadir, zaten merkezi farktaki O (h?)
hatasindan daha iyi bir sonucun ¢tkmasi pek miimkiin olamaz.

Simdide O(h?) hatasi ile fonksiyonun yaklagik degerini bulalim

Flx) ~ f(x—2h) —4];(hx—h)+3f(x)

formiiliine gore

£(0.48) — 4 x £(0.49) + 3 x £(0.50)

£(0.50) =

2 % 0.01
_ 0886995 —4x0.882333 +3 x 0877583 _ | \0 1
0.02
f(0.5) = —sin(0.5) = —0.479426

bulunur. Bu degerde merkezi fark formiillerinden daha iyi bir deger degildir.

Kismi Tiirevlerin Sayisal Hesaplanmast Hakkinda Kavram

Egerz = f(x,y) fonksiyon x; = xo +ih, y; = yo+jk (i, = 0,1,2,...) dikdort-
gensel sebekede verilmis ise, bu taktirde z = f(x,y) fonksiyonuna asagidaki



interpolasyon polinomu kars1 getirilebilir.

1
z =zgo + [PAlJrOZOO + qAOHZOO] o [P(P — 1)A* 0200 + 2pgA 200 + (g — 1)A0+2200}

1
+ 5 [Pp = D(p = 2)8% 0200 + 3p(p — 1)g8 200 + 3pg(g — 1A 2200 + (g — 1)(g —2)A" Pz
(116)
5 g = LI Az = A;",,I",,Z(O 0) dir. (1) formiiliinden ko-

buradap = =5, =
layca tiirevler bulunablhr

az_azap 1 o0z
9x dpox h'op
az_azaq 1 0z
dy gy  hog






Sayisal Integrasyon

Girig

Eger f(x) fonksiyonu [, b] de integrallenebilir, ilkel fonksiyonu da F(x) ise,
bu taktirde

b
[ £x)dx = Fv) ~ Fla) (117)

formiilii bilinmektedir. Bu formiil literatiirde Newton-Leibnitz formdiilii ola-
rak bilinmektedir.

Fakat F(x) ilkel fonksiyonunun bulunmasi her zaman miimkiin olmaz.
Ornegin, f(x) fonksiyonu tablo ile verilmigse onun ilkelinin bulunmas ola-
nak disidir. Benzer durumlar katli integraller igin s6z konusudur. Bu nedenle
say1sal integral formiillerinin tiiretilmesi 6nem kazanmaktadir.

Sayisal integralleme problemi, integral alti fonksiyonunun belirli nokta-
lardaki degerleri yardimiyla belirli integral degerinin bulunmasi problemi-
dir. Bir katl integrallerin sayisal hesaplanmasi (mekanik) kuadratiireme, iki
katll integrallerin sayisal hesaplanmasi ise kubatiirleme adin1 almaktadir.
Uygun formiillere ise kuadratiir ve kubattir formiilleri denir.

Kuadrature integrallerin yaklagik olarak hesaplanmasmnda f(x) fonksiyo-
nun [g, b] arahgindaki

b
I= /f(x)dx (118)

integrali, verilen x; diigliim absis noktalarinda ve A; agirhiginda
n
I=) Aif(xi) (119)
i=0

biciminde toplam formiiltinde hesaplarur. Biitiin kuadratiire kurallarinda
integralin degeri interpolasyon polinomlarindan yararlanilarak hesaplanur.
Yani f(x) fonksiyonu yerine yaklasik bir P, (x) polinomunun alinr ve integ-
ralin degeri yaklasik olarak hesaplanur.

Sayisal integrasyon formdilleri iki gruba ayrilabilir. Bunlar Newton-Cotes
formiileri ve Gaussian quadrature yapilaridir. Newton-Cotes formiilleri esit
aralikli absisler ile tarif edilir ve yamuk kurali, Simpson kurali gibi iyi bilinen
yontemler igerir. Eger f(x) fonksiyonunu az islemle yada esit aralikta he-
saplanmak istenirse, Newto-Cotes formdilleri interpolasyon polinomlariyla
formiillerindirildigiden herbir parcaya bir polinom uydurmak gerektirmek-
tedir.

Gaussian Kuadratiirelerde absislerin yerleri miimkiin olan en iyi dog-
rulukta sonug elde etmeye gore segilir. Ciinki Gaussian kuadrattire verilen
hassasiyetin bir seviyesine gore integralin hesaplamalar1 daha az islemler
gerektirir. Ozellikle f(x) fonksiyonunun hesaplamalar1 zor oldugunda bu
durum popiilerdir. Gauss kuadraturenin bir baska avantaji integrallerdeki
tekilliklerde yani tanimsizlik yapan yerlerde bu metodun islem yapabilme-
sidir. Ornegin asagidaki integralin hesaplanmasida Gaussian formiilleri ra-



hatlikla kullanilabilir.
/1 g .
Jo /1 —x?
burada g(x) diizgiin bir fonksiyondur.

Newton-Cotes Kuadratiir Formiilii

I= /a.bf(x)dx

integralin hesaplandigimi distinelim, h = b%“ kabul ederek [a,b] araligim
esit adimh 7 esit parcalara ayiralim, bu durumda xyp = 4, x; = a+ih
(i =01,2,...,n) ve x, = b olacaktir. f(x) fonksiyonu yerine biitiin di-
gum noktalarindan gegen n. dereceden bir polinom almaliyiz. Bu polinom
asagidaki gibi Lagrange intepolasyon polinomu yapisindadir.

f(x) yerine bu polinomu ele alirsak asagidaki kuadratiir formiiliinii elde
edebiliriz.

= [ st = [ = 1 1) [t = Lo

0 i=0 *o
(120)
burada .
Aiz/ Li(x)dx, i=0,1,2,...,n
X

0
Denklem (120)’e Newton-Cotes> formiilleri denir. Bu formdillerin klasik
ornekleri n = 1 i¢in Yamuk kurali, n = 2 i¢in Simpson 1/3 kurali ve n = 3
icinde Simpson 3/8 kuralidir. Bunlar arasindaki en 6nemlisi yamuk kura-
lidir. Yamuk kurali Richardson extrapolasyon ile birlestirilirse Romberg in-
tegrasyon kurali elde edilir, bu yontem gayet giizel sonuclar elde edilen bir
yontemdir.

Yamuklar Formiilii ve Onun Kalan Terim

Bu yontem, y = f(x), y =0, x = a ve x = b egrileri arasindaki alan ytiksek-
likleri esit olan yamuklara bolerek, kii¢iik yamuklarin alanlari toplaminin
integralin degerine yaklasik olarak esit olacag: diistiniilerek elde edilmis bir
yontemdir. Ayn1 yontemi Newton-Cotes formuliinden elde etmek istersek
onceki kisimdaki (120) formiliinde n = 1 kabul edilir. Bu taktirde

X —x x—b
L = - - _Z -
0 Xg — X1 h
X — Xp xX—a
L = — " =
1 X1 — Xp h
olur. Bu nedenle
1 b 1 s h
Ay = —ﬁ.a(x—b)dxfﬂ(b—a) =3
1 b 1 > h
A = E./a (x—a)dxfﬁ(b—a) =3

elde edilir. Bu bulduklarimizi denklem (120) e yerine yazarsak

N =

INCEE

olacaktir. Bu bir yamuklar formiiltidiir.

(f(a) + £(b)) (121)

5Roger Cotes (1682-1716), 1704 de
Cambridge Universitesinde ilk Plumian
Profesor olmadan once miitevazi bir
gecmise sahipti. Interpolasyon ve integ-
rasyona yonelik sayisal yontemler ala-
ninda tinli ¢alismalar yapmustir. Ne-
wton onun hakkinda “Eger o yasasayd:
bazi seyler hakkinda daha fazla bilgi sahibi
olabilirdik” demistir.

V)

X;=a X=b

Sekil 3: Yamuk yontemi



(121) formiltiniin kalan terimi yani hatasinin ne kadar olduguna bakalim

X1

R= [ f@ar—3 (o)

X0

ifadesine esittir. y € C?[a,b] olsun R = R(h) oldugunu varsayalim. Bu tak-

tirde
xo+h

ROy = [ yae—1 (y(x0) + y(xo+h)

olacaktir. Bu formiilii i’a gore iki defa diferensiyelleyelim.

R(H) = yleo+h) — 2 ly(xo) +y(o+ )] — oy (xo +1) = 3 [y(xo +h) — y(x

2 2

1 1 h h
R'(h) = El/(xo +h) — Ey/(xo +h) — Ey//(xo +h) = —Ey”(xo +h)

Burada aym zamanda R(0) = 0, R’(0) = 0 saglamaktadir. h’a gore integral-
lersek ve orta deger hakkinda teoremi kullanirsak

h h h
2
R(n) = R(0) + [RV(0)dt = 3 [1y"(xo + 0t = 39" (&) [rar = - 0)
0 0 0
elde edilecektir. Burada ¢ € (xg, xg + h) dir. R(k) igin ise
i 1] 1 y 3
R(n) = R(O) + [R (Bt = =5 [y (@)t = —39/'(@) [ Pt = =50/ (@)
0 0 0
Burada ¢ € (xg, xg + 1) dir. Boylece ¢ € (xg, x1) olmak tizere
h3 /!
R=—-75y"(0)

bulunacaktir. Burada goriiliiyor ki, eger " > 0 ise (121) formiilii fazlas ile,
eger y” < 0ise (121) formiilii eksigi ile integral degerini buluyor.

Genel Yamuklar Kurali

b
/ ydx
a
integralini hesaplamak igin [a,b] araligi n tane esit [xo,x1],[x1,%2],...,
[¥—1, x| araliklarina ayiralim. Her araliga yamuklar formiiliinii uygulaya-
—a

Iim h = hT kabul ederek ve integrali bulunan fonksiyonun x; noktalarin-

daki degerlerini y; = f(x;) ile isaretleyerek, agsagidaki bagintiy1 tiiretebiliriz.

b
h h
/ydx: SsWoty) + 5 +y2) +-o

a

I
5 Wn-1+un)

veya
b h
Af(X)dx=5(yo+2(y1 +ya+ -t Yu1) +Yn) (122)

Geometrik olarak (122) formiilii y = f(x) egrisi yerine kirik ¢izgi ele alin-
mas1 sonucunda tiiretilmistir. Eger y € C? [a,b] ise (122) kuadratiir formiilii-
niin kalan terimi

h3 n "
= fEZy (&)

i=0
(123)

i=0 i=0

Xy Xi
h & 1 h
R= _/ydx*QZ(yzeﬁyi) = Z { /ydx = 5 Wi tvi)

X0

] oy (0 + h)

y=f(x)

0=a X, Xz Xz'* X; Xjuqeen

Sekil 4: Genel Yamuk yontemi

X, Xo=b



seklindedir. Burada &; € (x;_1,x;) dir.

n

w= %Zy”(éi)

i=0
buytklagini ele alalim (Aritmetik Ortalamasi )

min ¥’ = m,, maxy”’ = M
o) Y 2 0] y 2
olsun.
my < p < Mp

oldugu agiktir. y”, [a, b] de siirekli oldugu igin

n=r"@©)
olacak sekilde ¢ € [a,]] dir.

Simpson Kurallari

Yamuk kuralinda egrinin altinda bir yamuk ¢izip, onun alanini bularak in-
tegralin alanin1 buluruz buda integralin yaklasik degerini bulmada belli hata
oranina sebep olmaktadir. Simpson kurallarinda egri tizerinde iki nokta alip
onlar1 diiz dogruyla birlestirerek alan bulmak yerine iki nokta arasinda bir
nokta daha alip ii¢ noktadan gegen bir parabol (2. dereceden polinom) elde
ederek egri yerine paraboliin alanini bulmaya (1/3 Simpson kurali), yada
iki nokta arasinda iki nokta daha alip dort noktadan gegen bir kiibik (3.
dereceden) (3/8 Simpson kurali) polinom alarak onun alanini bulmaya da-
yanmaktadir. Tabiiki iki diigtim noktasindan bir dogru ¢izmek yerine oradan
bir egri ¢izmek hata oranin1 dahada azaltacaktir.

Simpson’un 1/3 Formiilii ve Onun Kalan Termi

Simpsonun 1/3 kuralinda egri yerine 2. dereceden bir polinon alinarak onun
alan1 hesaplanir. Boylece verilen aralikta yaklasik olarak egrinin alanini he-
saplamis oluruz. Simpson yonteminde yamuk kuralinda oldugu dtigiim nok-
talarin1 ne kadar ¢ok alirsak o kadar iyi sonug elde ederiz. Egri yerine segi-
lecek ikince dereceden polinomu en kolay sekilde Lagrange polinomundan
yararlanarak bulabiliriz. Bu amag i¢in Newton-Kotes (120) formiiliinde n = 2
alalim, bu durumda

(x—x1)(x—x2) (x —x0)(x — x2) (x—x0)(x —x1)

Ly = , = =
0 (x0 — x1)(x0 — x2) ! 2

buradan x = xo + q.h, dx = h.dq x1 = xo + 1.h ve xp = xo + 2.h alalim vede
A; integrallerini hesapliyalim

_ [*q-1D)@g-2), , k(8 _h
Ay = /0 N aa h.dqf§(§—6+4>f§
2
_ ql9—2), . h (8 N\ _4h
A = /07_1 hdg=— (5 -4) =3
2
_ q(q —1) _h(8 \N_h
A= /0 1 M1=51(372) 73
bulunacaktir. N L
2
| ydx =3 (Yo +4y1 +12) (124)
0

elde ederiz. (124) formiiliine Simpson6 formiilii denir. Geometrik olarak bu
formiil f(x) egrisi yerine (xo,y0), (x1,¥1), (x2,y2) noktalardan gegen y =
D, (x) parabolii ele alinarak bulunmustur.

(x1 —x0)(x1 — x2)” (x2 = x0)(x2 — x1)

Y110

X, X, X,

Sekil 5: Simpson 1/3 Kurali

¢ Thomas Simpson (1710-1761) babasi
bir dokumaci oldugu igin kendiside
baslangicta dokumaci olarak kendini
yetistirmisken daha sonra kendi ken-
dine Matematik tizerine c¢alismistir.
1750 de iki cilt The Doctrine and App-
lication of Fluxions adli calculus kitab1
basilmasma ragmen onun ana ilgi alani
olasilik teorisidir.



Bu formiiliin kalan terimi
X h
R = / ydx—z (Yo+4y1+y2)
X0

seklinde olacaktir. y € C” [a, b] olsun yamuklar metodunda yapilanlarin ben-
zerini simdi de yapalim. x1 [xg, xp] nuin orta noktas: olsun kalan terim ise h
in fonksiyonu olsun. Yani R = R(k) olsun yani

x1+h
ROy = [ yae— [y =) +4y(x) + y(+h)

xl—h

olacaktir. R(h) fonksiyonunu 3 defa tiirevleyelim

R'(h) = [y(X1+h)+y(X1*h)]*%[y(X1*h)+4y(xl)+y(X1+h)]*

(e — ) (e + )] — y(e) — o [/ G — )y (1 + )

W=

(= (x1 = h) +y' (x1 + h)]

7

W= —

R"(h) [y (x1 =)+ (x1 + )] — % =y (x1 = h) +y (1 +1)] — % [y (x1 =) +y" (x1 + 1)

[~y (x1 = h) +y'(x1 +h)] — g ' (x1 —=h) +y"(x1 +1)];

R///(h) — [7y///(x1 o I’l) +]//”(x1 + h)]

W= W= WIN W

W=

[y (x1 —h) +y" (x1 + )] - % W' (1 —h)+y" (1 + )] -

_ _ﬁ L m _h 7 h 7_% (4) .

= [V a-m+y" (@] = -y ()
burada &3 € (xq — h, x1 + h) dir. Diger taraftanise R(h) = R'(h) = R"(h) =0
dir. Orta deger hakkinda teoremi kullanarak R"’(h) fonksiyonunu ardigik
olarak integralleyelim

h h h
R'(h) = R'(O)+ [R"(0t = —3 [Py @ et = =2y (@) [Pt = 2y @)
0 0 0
burada {; € (x1 — h,x1 + h) dir.
h h h
2 2 1
R/(h) = R(0)+ [R(0)dt = =5 [Py @)t = — 5y @ (@) [ Lt = by @ (@)
0 0 0
burada ¢y € (xy —h,x1 +h) dir.
h h h
R() = RO)+ [R(0dt = 1= [1y (@)t = — Ly @) [har = -1y
A 18 A 18 A 90

burada ¢ € (x1 — h,x1 + h) dir. Dolayistyla Simpson formiiliiniin kalan termi
W
R=——y@
oY (©) (125)

seklindedir. Burada ¢ € (xp, x2) dir. Bu nedenle Simpson formiilii kiigtik sa-
yida ordinatlar i¢in yiiksek hassasiyete sahiptirler.

Bilesik Simpson 1/3 Kurali

n=2molsun y; = f(x;) ( = 0,1,2,...,n) y = f(x) fonksiyonunun a =
X0, X1,X2,- -+ , Xy = b noktalarindaki degerleri olsun. Burada
b—a b-a

h = =
n 2m

dir.
Simpson formiiliinii ikili [xg, x2], [x2, %4, - - -, [X2m—2, Xom| araliklarina



uygulayalim. Her araligin genisligi 2k dur.

W=

(Yom—2 +4Y2m—1+Yom)

W=

h
/ydx =3 Wotdyi+y2) + 3 (2 +4ys+ya) +- o+

veya
y h
/ ydx = 3 (yo +4y1 +2y2 +4ys + -+ 2Y2m—2 + 421 + Yom) (126)
a

y € C*[a,b] olsun. [xp_p, x5¢] (k = 1,2,...,m) araligina Simpson formii-
liinti uygulayalim
K
-2 (4
e =—gg¥" (k)
Burada ¢ € (xpx_p, xp) dir. Bu kalan terimleri toplarsak, sonugta Simpson
formilinin kalan terimi

h5 m )
R = —%k;y (Ck)

sekilde buluruz. y*) (x) € C[a,b] oldugu icin
@ = Ly,®
y (@) =~y (&)
M=

olacak sekilde ¢ € [a, ] say1s1 mevcut olacaktir. Bu nedenle sonugta

P b—
R= "0 ) = Uy ()

bulunacaktir. Burada ¢ € [a,b] dir. Eger birakilabilen hata e > 0 ise, bu tak-
tirde
My = max |y (x)|

kabul ederek /1 adiminin tespit edilmesi igin

h4
b—a)—M
(b—a) g0 M4 <e
esitsizligi, burada da
180¢
h< ¢ ——
< (b — LI)M4

bulunur.

Simpson’un 3/8 Yontemi

Simpsonun 3/8 kuralinda egri yerine 3. dereceden bir polinon alinarak onun
alan1 hesaplanir. Boylece verilen aralikta yaklasik olarak egrinin alanini he-
saplanmus olur. Ugiincii dereceden bir polinomu hesaplamak igin dort nokta
gerekmektedir. [4, b] araliginda bir integral i¢in, noktalar xg = a, x3 = b ug
noktalar: ile aralarindan x; ve x, ti¢ esit araliga boliinmiis dort noktadan
olusur. Simpson 3/8 yontemindede diigiim noktalarmni ne kadar ¢ok alir-
sak o kadar iyi sonug elde ederiz. Egri yerine secilecek {igtincti dereceden

Sekil 6: Bilesik 1/3 Simpson yontemi



polinomu en kolay sekilde Lagrange polinomundan yararlanarak bulabili-
riz. Bu amag i¢in Newton-Kotes (120) formiiliinde n = 3 alinmalidir. Benzer
islemleri burada da yapildiginda

/ ydx =2 (yo + 31 4392+ 3) (127)

formilinia elde ederiz. (127) formulune Simpson 3/8 formiilii denir. Ge-
ometrik olarak bu formiil f(x) egrisi yerine (xq,yo), (x1,y1), (x2,2) ve
(x3,y3) digiim noktalardan gegen y = P3(x) parabolii ele almarak bulun-
mustur.

Bilesik Simpson 3/8 Kurali

A\

Bilesik Simpsonun 3/8 yonteminde biitiin [a, b] araligi n = 3m esit arahga
boliintir. Bu aralik sayis1 keyfi genislikte fakat aralik uzunluklar: esittir. Bu
esit genislik # ile gosterilir ve h = (b — a)/n ile bulunur. Kiibik poilinom-
lar i¢in dort nokta gerekli oldugundan birinci ti¢ araliga yani dort noktaya
Simpson 3/8 kural1 uygulanir. Ayni kural diger ikinci grup dort nokta icin
uygulanir ve uygulama bu sekilde tiim noktalara esit bir sekide uygulanarak
kuralin genel yapisi ortaya cikartilir. Buradan

b—a b—a

h = =
n 3m

dir.
Simpson 3/8 formilint tgli [xo, x3], [x3,%6], - - - , [X2m—3, X2, aralikla-
rina uygulayalim. Her araligin genisligi 3k dur.

A
|
|
1
I
|
1
1 I
| |
I I
Xo Xy

Sekil 7: Simpson 3/8 Kurali

Sekil 8: Bilesik 3/8 Simpson yontemi

3h 3h
/ydx— (yo+3y1+3y2 +y3) + (y3+3y4+3y5+y6)+ = (yzm 3+ 3Y2m—2 4+ 3Y2m—1+ Yom)

veya

b 3h
/a ydx = 3 (Yo +3y1+3y2+2y3 + - +3y2m—2 + 3Y2m—1 + Yom) (128)

Romberg Integrasyon Yontemi

Romberg? integrasyon yéntemi Richardson extrapolasyon yontemiyle bilesik

7 Werner Romberg (1909-2003) 1955 de
asimtotik agilimlarda ardisik terimlerin
elenmesi ile Yamuk kuralinin dogrulu-
gunu gelistirilmesi i¢in bu yontemi ge-
ligtirmistir.



yamuk yonteminin birlesimidir. Hesaplamaya 6nce

Rip =1
ile baslariz, bu ifadeler, yamuk yonteminde n = 2i=1 alarak elde edilen
/ uh f(x)dx integralinin yaklasik degerleridir. Bu durumda aralik genisligi

b—a

h=t

olur.

Romberg integrasyonunda 6nce R ; bulunur ve sonra Ry ; bulunur boy-
lece birinci siitunu elde ederiz. Bu ifadelerde yamuk yonteminin kurallar:
gegerli olur daha sonra Richardson Extrapolasyona gore Rp2, R32, R33,...
ve diger stitun elemanlar1 bulunur, bunlar i¢in Richardsonun extrapolasyon
formdiiltine gore

4R — Riq,j

Rij = 4121

, i>1, j=23,...,i (129)

elde edilir. Bu férmiilii asagidaki gibi semalandira biliriz.

Ri-1,j-1

yada
Ry (130)

.

R31 —= R3p —R33

Ry1 ——Ryp

bulunur. Romberg integrasyonu ok yoniinde iterasyon yapilaran sunug elde
edilir.
Ornek
T
/ sinxdx = 2
Jo

integralinin degerini Romberg yontemi ile bulunuz.
Cozitm Once (130) deki birinci siitun elemanlarin bulalim

Ry = g [sin0+sin7t] =0
7T . . T .
Ry = & [smo +2sin - +sin n] = 157079633
Ryy = g {sinO +2 <sing + sin% +sin %”) +sin n} — 1.89611890
Ry = Zlsin0+2(sinZ +sin™ 4. +sin>F +sin ) +sinn
= s sin & +sin sin —~ +sin — s

= 1.97423160



daha sonra ikinci siitunu bulalim

4Ry, — R
Ry = % = 2.09439511
4R3, — R
Rsp = % = 2.00455976
4R41 — R
Ry, = % = 2.00026917
simdide {i¢tincii stitunu bulacagiz
16R3, — R
Ryz = % = 1.99857073
16R45 — R
Ry = 22782 _ 199998313
. 15
ve son olarakta 4R R
Rys = 4367;33 = 2.00000555

buluruz. Bu buluna deger integralin Romberg integrasyon yontemiyle sonu-
cudur.
Ornek:

2
/ x% In xdx ~ 1.07061
J1

integralini Romberg integrasyonuyla R3 3 ile ¢oziiniiz.
Coziim Once (130) deki birinci siitun elemanlarmi bulalim

Rip = % [In1+2In2] = 1.38629
Ryy = % [In1+2In(1.5) +In2] = 1.1493
Ry = % In1+2 (In(125) + In(L5) + In(175)) + In2] = 1.09027
daha sonra ikinci stitunu bulalim
Ryp = w —=1.0703, R3p = w = 1.07059
simdide ti¢lincii ve son siitunu bulalim
Ry3 = % = 1.07061

buluruz. Bu buluna deger integralin Romberg integrasyon yontemiyle sonu-
cudur.

Chebyshev Kuadratiir Formiilii

1 n
[rat = yBif(e) (131)
’1 i=1

bigimli kuadratiir formiiliine bakalim. Burada B; sabit katsayilardur.
Chebyshev t; apsislerinin bulunmasi igin asagidaki sartlarin saglanmasini
onerdi.

1. B; katsayilar1 bir-birine esit olsun.

2. (1) kuadratiir formiilii n.dereceye kadar tiim polinomlar igin kesin ol-
sun.(Yani kalan terimi sifira esit olsun.)

B; ve t; lerin bulunmasina bakalim.
Bi=By=---=B,=B

kabu ederek ve f(t) = 1 igin



saglanacagini goz ontine alarak sonucta

B=2
n
buluruz. Dolayisiyla (1) formiilii
1 o
[ Fnde= 2y rit) (132)
) i=1

seklinde olacaktir. ¢; leri bulmak igin (2) de 2) sartin1 kullanalim
f(t) = £,

icin R [f] = 0 olacagindan

t1+tr+---+t, =0
n
ﬁ+£+m+ﬁ:§
B+B+-+t5=0
n
t§+t3+,,.+t3:g (133)
n [1 _ (71)n+1}
T I i S S A
1At 2(n+1)
sistemi elde ediliyor. Burada tq,ty,- - ,t; ler bulunabilir. Asagidaki tablo
n=2,3,...,7 degerleri icin t; kokleri verilmektedir. Bernsteyn n = 8 ve
‘n‘z t; ‘n‘z t; ‘n‘z t;

2 |1.2| £0.577350 | 5 | 1.5 | £0.832498 | 7 | 1.7 | +-0.883862
3 | 1.3 | £0.707107 2.4 | +0.374541 2.6 | 0.529657
2 |o 3 |o 3.5 | £0.323912
4 | 1.4 | £0.794654 | 6 | 1.6 | £0.866247 4 |o
2.3 | £0.187592 2.5 | £0.422519
3.4 | £0.266635

n > 10 igin gosterdi ki, (3) sistemi reel koklere sahip degildir. Bu Chebyshev
formiiliintin dezevantajidar.
Ornek: t1, 1,13 apsisleri icin
t1+tr+t3=0
B+6B+5=1 (134)
3 3 3
B+B+85=0
Ci=HtH+1t)+t3;
Cy = t1ty + tot3 + t3tg;

Cs = t1tot3
olsun. (4) yerine
Ci1=0
1 2 L I A S
Cz—i[(t1+t2+t3) (t1+t2+t3>} 75(0 1)7 E
. 1
G=3 [(t1+t2+t3)37(t1+f2+f3) (t%Jrf%H%) +2 t§+t§+t§)] 6

burada #; lerin
1
2 — C1#2 + Cot — C3 veya £ — ;=0

Tablo 28: Kotes Katsayilar1

(0-0+0)=0



denkleminin kokleri oldugu belli oluyor. Buradan

bulunur istenen formiil
’ 2
[rwae =3 {f<—2> + F(0) + £
-1

seklinde olacaktir. Kuadratiir formiiltini

b
[Fx)dx

integrali icin tiiretelim

b+a b—a
AR
olsun. Bu déniisiim [4, b]'ni [—1, 1]’e doniistiiriiyor. Buradan

t

b b "
—a
[F0dx =22y f(x) (135)
' i=0
bulunur. Burada
_b+a b-a

X =— + 2 t; (136)

dir.






Baglangi¢ Deger Problemleri

Giris

Bir diferansiyel denklemin analitik ¢6ztimiinti bulmak kolay degildir ve ba-
zende gerekli degildir. Ozellikle miihendislik problemlerinde sayisal ¢oziim-
ler daha uygun ve daha kolaydir. Bu tip problemlerim ¢oziimlerini yaklasik
olarak bulmak icin bir baslangi¢ deger yada degerlerine ihtiya¢ duyariz bu
durumda denklemimiz baslangi¢ deger problemi haline gelir.

Bu boliimde diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oztimleriyle ilgilenece-
giz. Bu denklemleri ¢6zmek igin bu denklemlerin birinci mertebe olmasina
dikkat edecegiz eger denklem birinci mertebe degil ise denklemleri baz1 do-
niistimler yoluyla birinci mertebe denklemler haline getirecegiz.

Birinci mertebe diferansiyel deklemlerin en genel hali

¥ =f(xy) (137)

bi¢imindedir. Bu denklemlerin ¢oziimiinde bir keyfi sabit icerir (integrasyon
sabiti). Bu integrasyoon sabitini bulmak i¢in ¢6zim egrisi tizerinde bir nok-
tanin degeri bilinmelidir; yani, x in baz1 degerlerinde, 6rnegin x = a gibi bir
degerde y nin degeri bilinmelidir. Bu durumda yardimc sart1

y(a) =a (138)
bi¢iminde yazabiliriz.
Benzer sekilde 7 ci mertebeden bir diferansiyel denklemi
v =y, oyt Y) (139)

sayet bu diferansiyel denklemin ¢6zmemiz gerekirse denklemi birinci mer-
tebeye indirgememiz gerekir, bunun i¢in denklemi daima 7 tane birinci mer-
tebe diferansiyel denkleme dontistiirebiliriz. Notasyon olarak

n=y =y, =y, ... ya=y"

kullanirsak esdeger birinci mertebe diferansiyel denklem

V1=
Y2 =Ys
]/g =la (140)

Yo = y1,92, - Yn)

sistemi bulunur. Bu sistemi ¢6zmek i¢in # tane yardimei sartlara ihtiya¢ du-
yariz. Eger bu sartlar1 x in ayn1 degrer icin belirlersek problem baglangic deger
problemi olarak adlandirilir. Baslangi¢ sartlar: olarak adlandirilan bu yardima
sartlarda

yi(a) =ar, ya(a) =az, y3(a) =a3, ... yn(a) =an



yapisinda olur.
Eger y; x in farkli degerleri i¢in belirlenmis ise, problem bir sinir deger
problemi olarak adlandirilir.
Ornegin,
vV'=y y0)=a y(0)=0b
problemin ¢6ziimiinii bulmak igin verilen her iki yardimeci sartta x = 0 da
verildiginden problem, bir baslangi¢ deger problemidir. Diger taraftan

y'(m)=1b

bir sinir deger problemidir, ¢linki iki yardimar sarttaki x degerleri iki farkli
x degerleri icin belirlenmistir.

Bu boliimde biz yanlizca baslangic deger problemlerini ele alacagiz. Co-
ziimleri cok daha zor olan sinir deger problemlerini diger boliimde ele ala-
cagiz. Ayrica diferansiyel denklemlerin ¢6ztimleri tam ¢oztimlerle karsilasti-
rilacak ve x ve y nin farkli degerleri gerekli oldukga tablo halinde karsilas-
tirmak igin verilecektir.

v =y, y(0)=aq,

Euler Yontemi

Euler® yontemi birinci mertebe adi diferansiyel denklemlerin ¢dziimii igin
en basit yontemdir. Birinci mertebe diferansiyel denklem

v = f(x,y) ve baslangig sarti: y(xp) = yo (141)
olsun. Bu diferansiyel denklemin yaklasik y(x) ¢dziimiinii bulmak igin iki
farkli yol vardir bulardan biri y(x) fonksiyonunun taylor serisine agip ilk iki
terimini almak ve diger terimleri ihmal etmektir. Yani

y(x; +h) = y(x;) —l—hy/(xl-) 4.

almaktir, burada i/ (x;) ifadesi yerine esiti olan f(x;, ;) yazariz. Ayrica y;,1 =
yi +hve y; = y(x;) olarak alirsak

Vigr = vi +hf(xi,y:)

Euler formuliiniin son halini elde ederiz.

Tkinci yol ise y(x) fonsiyonunun (x;,y;) noktasindaki egimini bulmaktr.
Egim formuliinden
_Yir1—Yi

Xit1 — Xi

burada y;,1 yanhz birakir ve i’ (x;) yerine f(x;,y;) yazarsak

Egim = /' (x;)

Vie1 = yi +hf (x;, ;)

formulii elde edilir. Burada x;1 = x; + h alinmustir.
Ornek
YV =y+x*+1, y(0)=05

dort adimda y(1) in degerini bulunuz.
Coziim dort adim dendigi i¢in / ifadesini bulalim

1-0
h=——=02
1 0.25

bulunur. Bu durumda
x0 =0, x1 =0.25, x3 =050, x3 =0.75, x4 =1, yo = 0.5, f(x,y) = y+x2 +1

olur. Formuliimiiz yazalim

Viyr = vi +hf(xi, i)

8 Leonhard Euler, 1707 de Isvigre'nin
Bale kentinde dogan Euler babasmin
yol gostemesiyle 14 yasinda &gretmen-
lik diplomasini almistir. Analitik yon-
temleri, mekanik ve geometriye uy-
gulamistir. “e sayis1” tnlidir. Kendi
adiyla amilan pek ¢ok teorem ispatla-
mistir. Miitevazi bir yapiya sahip olan
Euler’in ¢alismalarimi Rus carigesi Ka-
terina ¢ok desteklemistir. Tam 13 ¢o-
cugu olan Euler’in eserlerini yazma hi-
zma yetismek mimkiin degildir. Son
onyedi yilin1 kor gecirmesine ragmen
calismalari azalmamus, artmistir. En ¢ok
esere sahip matematik¢i tinvanini tasi-
yan Euler 76 yasinda vefat etmistir.

Sekil 9: Euler yontemi



i = 0igin
¥1 = Yo + hf(xo,y0)

yada
y1 = 0.5+ 025 (0.25 10% 4 1) — 0.8125
i =1icin
vo =y1+hf(x1,)
yada
Y2 = 0.8125 +0.25 (0.8125 +0252 + 1) = 1.28125
i =2 icin
Y3 =y2 +hf(x2,y2)
yada
y3 = 1.2812540.25 (1.28125 +05% + 1) = 1.91406
i = 3igin
va =y3+hf(x3,y3)
yada X Yam(X)  YEue(x) Hata
y4 = y(1) = 1.91406 + 0.25 <1.91406 +0.75% + 1) = 2.7832 0 05 0.5 o
0.25 0.931589 0.8125 20
Simdide diferansiyel denklemin tam ¢oztimiinii bulalim, denklemin tam 0.5 1.52052 1.28125 20
¢ozumiu 0.75 2.347 1.91406 20
y(x) =35¢ " — x*—2x—3 1 351399 27832 20
dir. Tam ¢oziimle yaklasik ¢oziimlerin karsilastirilmasi yandaki tabloda ve-
rilmistir.

Taylor Serisi Yontemi

Bu meOnceki kisimdaki (2) formiiliinde n = 1 kabul edelim. Bu taktirde

1
-1 1 1
Hoz/q(q )dqzi, Hy = qdq:E
0

o~~—0r

elde edecegiz. Burada

X1
h
[vdx =3 (o) (142

X0

olacaktir. Bu bir yamuklar formiiliidiir.

(1) formiilkiiniin kalan terimi — ‘\Ya_kl_@k
= | ! Coziimler
! ! Egim: f(x,y)
¥ h : :
1 h |
K= [us=3 ) ——

o Sekil 10: Taylor Serisi yontemi

ifadesine esittir. y € C2 [a,b] olsun R = R(h) oldugunu varsayalim. Bu tak-

tirde
Xo+h

RO = [ yidx—3 (y(x0) +y(xo+h)

X0

olacaktir. Bu formiilii h’a gore iki defa diferensiyelleyelim.

R = ylroh) — 2 [y(xo) +y(xo+ 1] — oy (xo+h) = 2 [y(xo + ) — y(x0)] — 5y (x0 + )

1 1 h h
R'(h) = Ey'(xo +h) - Ey'(xo +h) — 5}/”(950 +h) = *Ey”(xo +h)



Burada ayn: zamanda R(0) = 0, R’(0) = 0 saglamaktadir. i’a gore integral-
lersek ve orta deger hakkinda teoremi kullanursak

h

h h
/ Y ot _71 o _71 " ' _7ﬁ 1
R(h)_R(O)JrgR ()t = zgty (%0 + )t = 5 (cfﬁétdt— Y

elde edilecektir. Burada &; € (xg, xg + k) dir. R(h) igin ise

h h h 3
ROt = R(0) + [R(tdt =~ [Py (@)dt =~ 1" (@) [Pt =~y (@)
0 0 0

Burada ¢ € (xq, xo + h) dir. Boylece & € (xg, x1) olmak tizere

h3 /!
R=-5y7(0)

bulunacaktir. Burada goriiliiyor ki, eger y” > 0 ise (1) formiilii fazlasi ile,
eger y’ < 0 ise (1) formiilii eksigi ile integral degerini buluyor.

Runga-Kutta Yontemi

Newton-Kotes formiiliinde n = 2 kabul edersek

2

11 1/8
Hy = 2-24(17—1)(‘1—2)‘1‘7—4(3—6+4>—

112 2
Hy = *E'T/Q(Q*z)dng

0

112 1

Hy = 2-2{01(5]—1)97‘1—6

bulunacaktir. x; — xo = 2h oldugu igin

X2

h
/ ydx= 7 (Yo+4y1+y2) (143)
Xo

elde edecegiz. (1) formiiliine Simpson formiilii denir. Geometrik olarak bu
formiil f(x) egrisi yerine Mo (xo,y0), M1(x1,y1), Ma(x2,y2) noktalardan ge-
gen y = Ly(x) parabolii ele alindiginda bulunabilir.

sekil vvvarrr Bu formiiliin kalan terimi

X2
h
R= / ydx—z (Yo+4y1+y2)

X0

seklinde olacaktir. y € C” [a, b] olsun yamuklar metodunda yapilanlarin ben-
zerini simdi de yapalim. x; [xg, Xp] nin orta noktas: olsun kalan terim ise h
in fonksiyonu olsun. Yani R = R(h) olsun yani

x1+_h
RO = [ yae—t [y =) +4y() + y( +h)

X1—h



olacaktir. R(h) fonksiyonunu 3 defa tiirevleyelim

R = [+ B +yCa — )]~ 3 ly(a — )+ dy(a) +y(a + 1) &
= 2y W)yl + )]~ ) — o [y G )y (a4 R

R = 2 [y/(n -0 4y a+ 0]~ 2 [y (=) 4y ()] - o
= [V Ry )]~ b [ G -+ G )]

RY(0) = /Gy )] % )y )]

h " 1" &
= e -y ] = -y ),

burada {3 € (x; — h,x1 + h) dir. Diger taraftanise R(h) = R'(h) = R"(h) =0
dir. Orta deger hakkinda teoremi kullanarak R"(h) fonksiyonunu ardigik
olarak integralleyelim

h h

h
" ol " __E 2 (4) __E (4) 2 __E (4)
R<h>R<o>+4R (Dt = =3 [Py @)t =~y (@){tdt S

burada &, € (x; —h,x1 +h) dir.

h h h
R(h) = R'(0) + [R' (0t = — 5 [Py @)ar = 3y @) [Par = — 5oty @)
0 0

0
burada & € (x; —h,x1 +h) dir.

h h h
1 1 >
R(h) = R(O)+ [ R (t)dt = 1) Fy @ (@)at = — 1oy @) [t = — oy
0 0

burada ¢ € (x1 — h,x1 + h) dir. Dolayistyla Simpson formiiliiniin kalan termi
"o
R = —*y( 16 (144)

seklindedir. Burada ¢ € (xp, x2) dir. Bu nedenle Simpson formiilii kiigiik sa-
yida ordinatlar i¢in ytiksek hassasiyete sahiptirler.

Heun Yontemi

Newton-Kotes Formiilliinde n = 3 kabu edersek
/ ydx = yo+3y1 +3y2 +y3) (145)

olacaktir (3/8 kurali). Kalan terim

olacaktir. Burada ¢ € (xg,x3) diir. Yani ayni adimlar i¢in Newton formiilii
Simpson formiiliinden az hassasiyetli olacaktir.

(n+ 1) orantih Newton-Kotes formiiliiniin kalan terimi yeterince piiriiz-
siiz y = f(x) fonksiyonu i¢in

R=0 <h2[\%|]+3>

yazilabilir. Burada [|%|], 5 nin tam kismdir.

[*y'(ﬁ

’

I:y//(x1

" (%1 —

(¢2)

(©)

—h) +y' (x1 +h)]

—h) +y" (x1 +h)]

h) +y" (x1 +h)]



|n|Ao By |Fe |Bs |A |As |As |Ay | Hs |Ortak Payda (V) |
1|1 1

21 1

3|1 3 1

4|7 |32 |12 |32 |7 90

5|19 |75 |50 |50 75 |19 288

6|41 |216 |27 |272 |27 216 |41 840

7 | 7513577 | 1323|2989 2989 | 1323 |3577 | 751 17280

81989 | 5888 | -928 | 10496 | -4540 | 10496 | -928 | 5888 | 989 | 28350

Buradan fark edilebilir ki, hassasiyet mertebesi anlaminda tek sayida or-
dinath kuadrattir formiilleri daha karli durumdadirlar. Asagida kotes katsa-

yilar1 tablosu verilmistir. Burada H; = % kabul edilmistir.

n A
Kontrol etmek igin ) H; = 1 esitligi ele almabilir.
i=0

"o
X
I =
/1+x2
0

integralini 7 ordinatli Newton-Kotes formiiliinii kullanarak hesaplaymiz.

Ornek:

Coziim: h = % = % kabul edelim ve asagidaki tabloyu tiiretelim. Bu
tablodan ,
I = —581,994372 = 0,6933
840
bulunur.
‘ i ‘ xi|yi |Hi | Hyi
olo |1 |41 |41
1 % % 216 | 185,142857
2 % % 27 | 20,25
33 |5 |272[181,333333
4 % % 27 |16,2
5 g % 216 | 117,818182
6|1 % 41 | 20,25
S 581,994372

integralin kesin degeri I = In2 = 0, 69315 dir.

Biiyiik 7 ler i¢in Kotes katsayilart kolay hafizaya alinan sayilar olmadig:
icin genelde integral aralig: kiiglik genislikli alt araliklara ayrilir ve her alt
araliga az sayida ordinatli Kotes formdtilleri uygulanir. Boylece pratik ¢6ziim
bulunmus oluyor bu yontemle gereken hassasiyetli kuadratiir formiilleri tii-
retilebilir.

Tablo 29: Kotes Katsayilar:



Sinir Deger Problemleri

Sayisal Integral Formiilleri

Eger f(x) fonksiyonu [a, b] de integrallenebilir, ilkel fonksiyonu da f(x) ise,
bu taktirde

bA
[ £xdx = F(b) - F(a) (146)

formiilii bilinmektedir. Bu formiil literatiirde Newton-Leibnitz formiilii ola-
rak bilinmektedir.

Fakat f(x) ilkel fonksiyonunun bulunmasi her zaman miimkiin olmuyor.
Ornegin, f(x) fonksiyonu tablo ile verilmigse onun ilkelinin bulunmas ola-
nak disidir. Benzer durumlar katli integraller igin s6z konusudur. Bu nedenle
say1sal integral formiillerinin tiiretilmesi 6nem kazanmaktadir.

Sayisal integralleme problemi, integral alti fonksiyonunun belirli nokta-
lardaki degerleri yardimiyla belirli integral degerinin bulunmas: problemi-
dir. Bir katl integrallerin sayisal hesaplanmasi (mekanik) kuadratiireme, iki
kath integrallerin sayisal hesaplanmasi ise kubatiirleme adin1 almaktadir.
Uygun formiillere ise kuadratiir ve kubatiir formiilleri denir.

Biz 6nce bir katl integrallerin hesaplanmasin: ele alacagiz. Bu integralle-
rin hesaplanmasmin en basit yolu asagida verilir.

f(x) fonksiyonuna [4, b] araliginda bir j(x) interpolasyon fonksiyonu kar-
sit getirilir, daha sonra ise

b b

[Fxdx= [p(x)ax (147)

a a
kabul edilir. j(x) fonksiyonu 6yle sekle sahip olmalidir ki, (2) nin sag tarafi
hemen hesaplana-bilsin

Eger f(x) fonksiyonu analitik olarak vermisse, bu taktirde (2) formii-

liiniin birakabilen hatasinin bulunmas: da séz konusu oluyor. j(x) fonksi-
yonu olarak Lagrange polinomunu ele alalim f(x) fonksiyonu [a,b] arali-
gmn (n+1) tane xo, X1, X, ..., X, noktasinda verilmis olsun ve bu noktalara
tekabiil eden degerleri de vo,y1,v2,...,yn olsun

b b
/ydx = /f(x)dx

degerinin tahmini olarak bulunmasi istenmektedir. Verilmis y; degerlerine
gore Lagrange polinomunu tiiretelim.

- M (x)
La(x) = ) S (148)
! 1;:) (x — )T, 4 (x;) ™
burada I, 41 (x) = (x — x0) (x = x1) -+ (¥ — xa) ve Ly(x) = vy dlir. f(x)

fonksiyonu yerine L, (x) yazarsak

b b
[F@dx = [Lu(x)dx+ Rulf] (149)



elde edilecektir. R, [f] kalan terimidir ve kuadratiir formiiliiniin hata olusu-
munu ifade etmektedir. Burada (3) i kullanarak (4) formuliinden

b n
/f(x)dx =) Ay (150)
A i=0
esitligi yazilabilir. Burada
y IT
A,-:/L,(x)dx (i=0,1,...,n) (151)
S (e = x)IL, (%)

dir. Eger a ve b uclan diigiim noktalar ise, (5) formiilii kapali tiir, aksi
taktirde ise acik tiir kuadratiir formiilleri olmaktadir. Gortindiigii gibi A;
katsayilar1 f(x) fonksiyonuna bagh degildir. Eger f(x) fonksiyonu n. de-
receden bir polinomu ise bu taktirde (5) formiilii kesin olacaktir. Nedeni
Ly (x) = f(x) olmasidir. Ozel durumda (5) formiilii y = x* (k = 0,1,...,n)
fonksiyonu icin de kesin olacaktir. Yani R, [xk} =0(k=0,1,...,n)olacaktir.

(5) formiiliinde siras1 ile 1, x, x2,...,x" yazalim. Bu taktirde

n
Ip=)Y A
i=0

n

11 = ZAixi
i=0 (152)
n

Iy =Y Aix]
i=0

seklinde (n 4 1) tane denklemler sistemi ortaya ¢ikacaktir. Burada
b
. pK+1 _ jK+1
IK:/dex:Ki—‘,—l (KzO,l,...,n) (153)

a

dir. (8) i (7) de bulundurarak (7) sisteminden Ag, Ay,..., Ay katsayilarim
bulabiliriz. (7) denklemler sisteminin determinantit Wronski determinantidir

ve

D= TIL(xj —xj) #0
i>j

dir. (7) ve (8) kullanirsak Lagrange polinomunun tiiretmeye gerek kalmiyor.
Kuadrattir formfillerinin hata olusumunun hesaplanmasi i¢in Nikolski tara-
findan 6nerilen method en basit sayilabilir.

Ornek: ,
/dx—A oA () + a3 (154)
yax = Aoy 1 1Y 5 2y 1 54
a

formiilini ttiretiniz.
Coziim: y = x* (k = 0,1,2) olsun (8) formiiliine gore

1

1 1
/dle, /xdx:%, /xzdx:%
0 0 0

oldugu icin (7) denklemler sistemi igin

1 1 9
160 T g T g



seklinde olacaktir. Burada

2 1 2
Ao—gz Al__gl AZ_g
bulunur. Bu nedenle de
! 2 1 1 1 2 3
/ydx =3Y (Z) - gAly (E) + §A2}/ (1) (155)

0

formiilii tiiretilmis olacaktir. Bu formiil 2. dereceden tiim polinomlar icin
kesinlik kazanmaktadir. Yani, R [P,(x)] = 0 dur.

Newton-Kotes Kuadratiir Formiilii

b

[f(x)dx integralin hesaplandigini diigiinelim h = =% kabul ederek [a,b]
a

araligini esit adimh n esit parcalara ayiralm xog = a, x; = a+ih (i =
0,1,2,...,n) x, = b olacaktir. y; = f(x;) olsun. Bu diigiim noktalar icin
Lagrange intepolasyon problemini ele alalim f(x) yerine bu polinomu ele
alirsak asagidaki kuadratiir formiiliinii elde edebiliriz.

Xn

n
Jvix =Y Ay (156)
i=0

Xo

burada A; heniiz bilinmeyen katsayilardir.

i=0
ve
(x —x)(x —x1) -+~ (x —xj 1) (x —xi41) -+ - (x — xn)
P;(x) = 1
) = G = a) = x) (w0 x) e a0
oldugunu biliyoruz.
_ X~ X (158)
kabul edersek ve
gt =g(q-1)--- (g —n) (159)
formiiliinii kullanirsak
7 n (_1)7171' q[n+1] .
Ln(x)—gm.q_idq (i=0,1,...,n) (160)

buluruz (1) formiiliinde y yerine L, (x) polinomunu alirsak (6) formiiliine
gore

Xn

o (71)n—i q[n+1]
AZ*./i!(n—i)!‘q—i
Xo

dx

X—Xo

veya g = *5,dg = dh—x olduguna gore

o (_1)n—i ”q[n-H] o
Alhi!(n—i)!'.gq—idq (i=0,1,...,n)

buluruz. h = b%” oldugu i¢in A; = (b — a)H; kabul edelim. Burada kullana-
Iim

(e g
H’_ni!(ni)!'gqidq (i=01,...,n) (161)



bicimli H; (i = 0,1,...,n) katsayilar1 Kotes katsayilar1 olarak bilinmektedir.
Bu durumda (1) formuli

b
n

Jvix= o -a)y-Hy, (162)
. i=0

seklinde olacaktir. Kotes katsayilar1 icin

n
1. YH =1
i=0
2. Hi = ani

formiilleri saglanmaktadir.

Yamuklar Formiilii ve Onun Kalan Terim

Onceki kisimdaki (2) formiiliinde n = 1 kabul edelim. Bu taktirde

elde edecegiz. Burada
X

1
ydx = g (yoty1) (163)
X0
olacaktir. Bu bir yamuklar formiiliidiir.
sekil var
(1) formiilkiiniin kalan terimi

X1
h
R= /ydx—i (Yo+y1)

X0

ifadesine esittir. y € C2 [a,b] olsun R = R(h) oldugunu varsayalim. Bu tak-

tirde
Xo+h

RO = [ widx—3 (y(x0) +y(xo+h)

olacaktir. Bu formiilii h’a gore iki defa diferensiyelleyelim.
1 h 1 h
R'(h) = y(xo+h) =5 y(xo) +y(xo+M)] = 5y (xo +h) = 5 [y(xo +h) —y(x0)] = 59 (xo + 1)
1 1 h h
RY(h) = Sy (xo+h) =5y (x0+1) = 5y " (xo+h) = =5y " (x0 + 1)

Burada ayni zamanda R(0) = 0, R’(0) = 0 saglamaktadir. h’a gore integral-
lersek ve orta deger hakkinda teoremi kullanirsak

h h h
2

R(n) =R(0) + [R' (0t =~ [t (o + )it = 2" (@) [rdt = ="/ (@)

0 0 0
elde edilecektir. Burada &; € (xg, xg + k) dir. R(h) igin ise

h h h

"l 1 2.1 1 " 2 h3 "
R(k) = RO) + [R5yt = — [ 2y (@)t =~ ") [Pat =~y (@)

0 0 0
Burada ¢ € (xg, xo + 1) dir. Boylece & € (xg, x1) olmak tizere

h3 "
R=-35y7(0)

bulunacaktir. Burada goriiliiyor ki, eger y” > 0 ise (1) formiilii fazlasi ile,
eger y” < 0ise (1) formiilii eksigi ile integral degerini buluyor.



Simpson Formiilii ve Onun Kalan Termi

Newton-Kotes formiiliinde n = 2 kabul edersek

11 1/8
Hy = z.zgw—l)(q—zmqw(3—6+4>—
112 2
Hy = —E-T/q(q—Z)dq=§
0
112' 1
Hy = 2'24{1(‘71)@:6

bulunacaktir. x, — xg = 2h oldugu icin

X2

h
/ ydx= 7 (yo+4yi+y2) (164)

Xo

elde edecegiz. (1) formiiliine Simpson formiilii denir. Geometrik olarak bu
formiil f(x) egrisi yerine My(xo, yo), M1(x1,y1), Ma(x2,y2) noktalardan ge-
gen y = Ly(x) parabolii ele alindiginda bulunabilir.

sekil vvvarrr Bu formiiliin kalan terimi

X2
h
R = /ydx—g (yo+dv1+y2)
Xo

seklinde olacaktir. y € C” [4, b] olsun yamuklar metodunda yapilanlarin ben-
zerini simdi de yapalim. x; [xg, Xp] nin orta noktas: olsun kalan terim ise h
in fonksiyonu olsun. Yani R = R(k) olsun yani

x1+h
RO) = [ ye—2 (e —h) +4y(m) + y(oa +h)

X1 —h

olacaktir. R(%) fonksiyonunu 3 defa tiirevleyelim

RUB) = [yCxr+h) (e — )~ 3 ly(n — ) +4y() +y(n +)] — o
= 2y W)y )] - ) — 5 [ G B+ (R
R'0) = 2 [y Gy a4 1) = 3 [y (a — )+ (a4 ) —
= YRy )] - b [ G -0+ G )]
RY() = 3 [y"(a— 0+ G+ )] = 3 [ = )4y (o +)] — o [y (= 1) 4y + )

h 212
= 3 [V =y 0] = —Ty(‘”(é‘s)r’

burada &3 € (x1 — h, x1 + h) dur. Diger taraftan ise R(h) = R'(h) = R”(h) =0
dir. Orta deger hakkinda teoremi kullanarak R"(h) fonksiyonunu ardigik
olarak integralleyelim

h h h
RY(h) = R'(0) + [R"(t)dt = =2 [ 2y (@)at = ~2y9(&) [Par =~ 5y (@)
0 0 0

burada ¢, € (x1 —h,x1 +h) dir.

h h h
R(h) = R'(0) + [R' (0t = 5 [Py @)ar = 2y @) [Par = — 5oty @)
0

[~y (x1 = h) +y' (x1 +h)]

[v'(x1 —h) +y" (x1 + h)]



burada {; € (x1 — h,x1 + h) dir.

burada ¢ € (x1 — h,x1 + h) dir. Dolayistyla Simpson formiiliiniin kalan termi

h5
—50 (@) (165)

seklindedir. Burada ¢ € (xp, x2) dir. Bu nedenle Simpson formiilii kiigtik sa-
yida ordinatlar icin yiiksek hassasiyete sahiptirler.

R =

Yiiksek Mertebeden Newton-Kotes Formiilleri

Newton-Kotes Formiilliinde n = 3 kabu edersek
X3
3h
/ ydx = = (yo+3y1+3y2 +y3) (166)
X0

olacaktir (3/8 kurali). Kalan terim

3K°
—gyw(f)

olacaktir. Burada ¢ € (xg, x3) diir. Yani ayru adimlar i¢in Newton formiilii
Simpson formiiliinden az hassasiyetli olacaktir.

(n +1) orantili Newton-Kotes formiiliiniin kalan terimi yeterince piiriiz-
siiz y = f(x) fonksiyonu igin

R=0 (;ﬂ[\%l]%)

yazilabilir. Burada [|%|], 4 nin tam kismudr.
Buradan fark edilebilir ki, hassasiyet mertebesi anlaminda tek sayida or-
dinath kuadrattir formiilleri daha karli durumdadirlar. Asagida kotes katsa-

yilar1 tablosu verilmistir. Burada H; = % kabul edilmistir.

|n|fo |By |Ay |A |Ay |Bs |As |A; | As |Ortak Payda (N)
1|1 1

2|1 |4 1

3|11 |3 3 1

4|7 |32 |12 |32 7 90

519 |75 |50 |50 75 19 288

6|41 |216 |27 |272 |27 216 |41 840

7| 7513577 | 1323 | 2989 | 2089 | 1323 | 3577|751 17280

81989 | 5888 | -928 | 10496 | -4540 | 10496 | -928 | 5888 | 989 | 28350

LN
Kontrol etmek igin ) H; = 1 esitligi ele almabilir.
i=0

! d
X
=
/1—|-x2
0

integralini 7 ordinatli Newton-Kotes formiiliinii kullanarak hesaplayimiz.

Cozim: h = 1%0 = % kabul edelim ve asagidaki tabloyu tiiretelim. Bu

tablodan

Ornek:

1
I = %.581, 994372 = 0,6933

Tablo 30: Kotes Katsayilar1



‘l’ xi|yi | Hi | Hyi

0|0 [1 [41 |41

1 % % 216 | 185,142857
2 % % 27 |20,25
303 |3 |272|181,333333
4 % % 27 | 16,2

5 % % 216 | 117,818182
6|1 % 41 | 20,25

S 581,994372

bulunur.

integralin kesin degeri I = In2 = 0,69315 dir.

Biiyiik 7 ler i¢in Kotes katsayilar: kolay hafizaya alman sayilar olmadig:
icin genelde integral aralig: kiigiik genislikli alt araliklara ayrilir ve her alt
araliga az sayida ordinatli Kotes formutilleri uygulanir. Boylece pratik ¢6ziim
bulunmus oluyor bu yontemle gereken hassasiyetli kuadratiir formidilleri tii-
retilebilir.

Genel Yamuklar Kurali

b

[ydx integralini hesaplamak igin [a, b] araligini n tane esit [xo, x1], [x1, x2], . - ., [Xy—1, ]
a

araliklarina ayiralim. Her araliga yamuklar formiiliinti uygulayalim /i = bn;“

kabul ederek ve integrali bulunan fonksiyonun x; noktalarindaki degerlerini
yi = f(x;) ile igaretleyerek, asagidaki bagintiy: tiiretebiliriz.

b
h h h
/ydx = 5Wo+y) + 5y +y2) + -+ S (Yn-1+Yn)
a
veya
b
/ydx:h(%+y1+yz+~~+yn71+y7”) (167)
a
sekil var

Geometrik olarak (1) formiilii y = f(x) egrisi yerine kirik ¢izgi ele alin-
masi sonucunda tiiretilmistir. Eger y € C? [a, b] ise (1) kuadratiir formiiliiniin
kalan terimi

Xi

Xn
I " h
R= /ydx_EZ(]/i—ﬁ‘yi) =) {/ydx— 5> Wiatyi)
X0

Xi-1

3 n

h /!
:—52y®)

i=0 i=0 i=0

(168)
seklindedir. Burada ¢; € (x;_1,x;) dir.

biiyiikliigiinii ele alalm (Aritmetik Ortalamasi ) r[nibr]1y” =my, I[nibl]ly/ "= M,
a, a,

olsun. my < u < M; oldugu aciktir. y”, [a, b] de siirekli oldugu icin

w=f"(¢)

olacak sekilde ¢ € [a, D] dir.



Simpson Formiilii (Paraboller Formiilii)

n=2molsun y; = f(x;) ( = 0,1,2,...,n) y= f(x) fonksiyonunun a =
X0, X1,X2,- -+, Xy = b noktalarindaki degerleri olsun. Burada

dir.
Simpson formiiliinti ikili [xg, x2], [x2, x4], - - - , [¥2n—2, X2,,] araliklarina uy-
gulayalim. Her araligin genisligi 2h dir.

h
3 (Y2m—2 +Yom—1+Yom)

b

h h
/l/dx = g(yo +4y1 +y2) + g(yz +dyz+ys) +- o+
a

veya

b

h
/ydx =3 (o +4y1 +2y2 +4y3 + - +2¥2m—2 + Yom-1 t Yom)  (169)
a

sekil var
y € C*[a,b] olsun. [xp_p, x5¢] (k = 1,2,...,m) araligina Simpson formii-
liinti uygulayalim

= - hij (k)
90

Burada ¢ € (xpr_p, Xp¢) dir. Bu kalan terimleri toplarsak, sonugta Simpson
formiiliiniin kalan terimi

h5 m
- (4)
R % kzzly (Cx)

sekilde buluruz. y*) (x) € C[a,b] oldugu icin
W) = Ly @
A (O DA (49
k=1
olacak sekilde ¢ € [a, ] sayis1 mevcut olacaktir. Bu nedenle sonugta

5 _
R= "0y () = - Uiy g

bulunacaktir. Burada ¢ € [a,b] dir. Eger birakilabilen hata e > 0 ise, bu tak-
tirde

My = max]|y® (x)]
kabul ederek /1 adiminin tespit edilmesi igin
o
(b—a) ﬁMAL <e
esitsizligi, burada da
./ 180e

"= (b—a)My

bulunur.

Chebyshev Kuadratiir Formiilii

1 n
JRCLEUD (170)
1 1=

bicimli kuadratiir formiiliine bakalim. Burada B; sabit katsayilardir.
Chebyshev t; apsislerinin bulunmasi i¢in asagidaki sartlarin saglanmasin
onerdi.



1. B; katsayilar1 bir-birine esit olsun.

2. (1) kuadratiir formiilti n.dereceye kadar tim polinomlar i¢in kesin ol-
sun.(Yani kalan terimi sifira esit olsun.)

B; ve t; lerin bulunmasina bakalim.
Bj=By=---=B,=B
kabu ederek ve f(t) =1 igin
i=1

saglanacagini goz ontine alarak sonugcta

B=2
n
buluruz. Dolayisiyla (1) formiili
1 o
[rinat =3 f(t) (a71)
2y i=1

seklinde olacaktir. ¢; leri bulmak igin (2) de 2) sartint kullanalim
ft)y =t "
icin R [f] = 0 olacagindan
Htb+ o+t =0
B+B+ 415 =
B+B+ -+t =

t‘ll—i-t%—i—---—i-f;l,: (172)

gls © wlixs

n [1 _ (_l)nJrl}

2(n+1)
sistemi elde ediliyor. Burada tq,ty,- - ,t; ler bulunabilir. Asagidaki tablo
n=2,3,...,7 degerleri icin t; kokleri verilmektedir. Bernsteyn n = 8 ve

L

2 | 1.2 | £0.577350 | 5 | 1.5 | £0.832498 | 7 | 1.7 | +0.883862
3 | 1.3 | £0.707107 2.4 | £0.374541 2.6 | £0.529657
2 |0 3 |o 3.5 | £0.323912
4 | 1.4 | £0.794654 | 6 | 1.6 | £0.866247 4 |o
2.3 | £0.187592 2.5 | £0.422519
3.4 | £0.266635

n > 10 igin gosterdi ki, (3) sistemi reel koklere sahip degildir. Bu Chebyshev
formiiliintin dezevantajidur.
Ornek: 11,1y, t3 apsisleri icin
t1+ty+t3 =0
B+t+85=1 (173)
B+8B+15=0
Ci=t+1t+t3
Co = tyty + tots + taty;
Cs = tiats



olsun. (4) yerine

C =0
1 1

_ - 1) ==
G > (0-1) 2

N —

[(tl Ftrtt)? — (t'{ +2+ t%)] -

1
C=5 [(t1+t2+t3)3—(t1+t2+t3) (t%+t§+t§)+2(t§+t§+t§)] =_-(0-0+0)=0

N~

burada f; lerin
1
£ — C1#? + Cot — C3 veya £ — 5t=0
denkleminin kokleri oldugu belli oluyor. Buradan
V2 V2
h=-77h=01H="

bulunur istenen formiil

1
[rwa=> {f(?) O+ F)
71

seklinde olacaktir. Kuadratiir formlint

bA
/f(x)dx

integrali i¢in tiiretelim
. b+a b—a

2+2

olsun. Bu déniistim [4, b]'ni [—1, 1]’e déniistiirtiyor. Buradan

t

[ =Y f(x) (174)

bulunur. Burada

X Tt (175)
dir.
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