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Chapter O

Giris

1.1  Neden Sayisal Yontemler?

Matematikte degisik tipte denklem tiirleri ile kagilagmak miimkiindiir. Bunlardan bazilar1 6nceki matematik
derslerinde ele alinmistir. (")rnegin lineer denklemler ax + b = 0,a,b € IR,a # 0 denkleminin ¢Oziimuni
x = —b/a olarak elde etmisgtik. Bunun yanisira lineer olmayan pek ¢ogu igin ki bunlardan en kolay1 ax? +bx+c =
0,a,b,c € IR,a # 0 tipinde 2.dereceden polinomlar(parabol) dir. Bu denklemin iki ¢ézmiinii 1,22 olarak
adalandirirsak ¢oziimleri z; = _biv bz dac 'y — 1,2 ile gosterilir. 16. yiizyilda Italyan matematikciler Niccolo
Fontana Tartaglia (1499-1557), Lodov1co Ferrarl (1522 1565) ve Girolamo Cardano (1501-1576) ” Artis magnae
sive de regulis algebraicis liber unus” adli makalelerinde 3.ve 4. dereceden polinomlar i¢in bu formiile ¢ok da
benzer olmayan bir formiil ortaya koydular. Tabi bulunan bu formiillerin genellemesi, su ana kadar, derecesi 5
ve 5 ten biiyiik hehangi bir polinomun kéklerini bulmak icin genellestirilemedi. Ornegin 2% —4x—2 = 0 denklemi
gibi. Polinom denklemlerini ¢éziimleri i¢in genel anlamada bir formiil olmadigi i¢in bu tiirlii ve hatta daha genel
anlamda f (x) = 0 formunda tiim denklemlerin ¢éziimleri i¢in yaklagimlar verilicektir. Burada bir denklemin
coziimd var madir? ve eger ¢Oziim varsa bu ¢ézimi nasi buluruz? sorularmin cevabim arayacagiz. Bu derste
goriicegimiz bagka bir konu ise f (x) fonksiyonunun g, z1, ..., 2, gibi belli noktalarda degerleri verildiginde bu
f (x) fonksiyonunu nasil olusturabilirizdir. Diger bir konu ise integralle ilgilidir. fol exp (z) dx veya foﬂ cos (x) dz

integrallerini hesaplayabilirken fol exp (a:Q) dx veya foﬂ cos (a:Q) dzx gibi integralleri nasil hesaplayabilir hakkinda
konugucagiz. Ele alinacak olan tiim niimerik tenkniklerin belli oranda hata pay1 oldugu gibi bu hata paylarindaki
analizler verilcektir. Sayisal yontemlerde, yinelemeli hesaplar igin bilgisayar ¢oziimlerine ihtiyag¢ duyacagiz.

1.2  Sayisal Analizin Geg¢misi

Niimerik algoritmalarin ge¢misi ¢ok eski zamanlara dayanmaktadir. Eski Misirda ”"The Rhind Papyrus
(1650 M.O)” basit bir denklemin kokleri nasil bulunuru agiklamigtir. Archimedes of Syracuse (287-212 M.O.)
ise geometrik egkillerinin hacimlerin, alanlarin veya uzunluklarin nasil hesaplandigini bulmugtur. Yaklagimini
bulma yontemi kullanilmi sayisal integrallemenin ruhunu olugturmustur ki bu ise saac Newton and Gottfried
Leibnitz in ociiliigiinde matematiksel hesaplamanin geligimine katkida bulunmustur. Niimerik hesaplamanin
gelisiminin biiyiik bir kismi, matematiksel modellemenin fiziksel gerceklige(fiziksel olaylar,mithendislik, tip,
ticaret vb.gibi) uygulamalariyla Newton and Leibnitz tarafindan hesaplamanin kesfi ile baglamigtir. Bu matem-
atik modeller zaman zaman agik bir gekilde ¢oziilemediginden sayisal yontemlere ihtiyag duyulmustur. Sayisal
analizdeki en 6nemli geligmelerden bir digeri de Napier (1614) tarafindan logaritmanin kesfidir. Newton cesitli
problemlerin sayisal ¢oziimleri i¢in baz yontemler bulmusgtur. Onlardan bir kac¢i kék bulma ve polinomlarin
interpolasyonudur. Newtonu takip eden 18. ve 19. yiizyildaki matematikgilerin ¢ok biiytik bir kismi, matem-
atiksel problemlerin sayisal ¢oziimlerinde biiylik katkilar saglamiglardir. Bunlardan bazilari Leonhard Euler
(1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), and Karl Friedrich Gauss (1777-1855) tir. 1800 li yillarin
sonlarinda matematikgilerin biiyiik bir kismu ilgi alanlar1 ¢ergevesinde sayisal analizi kullanmig olup gelisimlerde
bulunulmaya devam etmektedir.
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1.3  Sayisal Analize Genel Bir Bakis Acisi

Sayisal analiz, problemlerin sayisal ¢oztimlerinin teorik gelismeleri ve bunlarin bilgisayar programlarina
etkisi ve giivenilirligi ile ilgilenmektedir. Pek ¢ok sayisal analizci kiigiik alt alanlarda ¢aligmalarim siirdiirmekte
olmasina ragmen genel bir perspektif ve ilgiyi paylagsmaktadirlar. Bunlardan bazilari sunlardir:

(1) Genel anlmada bir problem direkt olarak ¢oziilemiyorsa problemi, probleme ¢ok yakim olan ve prob-
lemden daha kolay bagka bir problem ile degistirmek. Ornegin niimerik integralleme ve kok bulma
yontemleri

(2) Lineer cebir, reel analiz ve fonksiyonel analiz alanlarinda olduk¢a genig bir kullanim alanina sahiptir.

(3) Hata ile ilgili temel bir merak stz konusudur. Hatanin biiyiikliigii ve onun analitik formu bunlarda
bazilaridir. 1. sikta bahsedildigi tizere problemin kendisi degilde yaklagik problem ele alindiginda
hesaplamalrdan dogiiacak bir hata kaginilmazdir. Dahasi hatanin formunu anlamak sayisal metodun
yakinsaklik davranigini iyilestirecek sekilde tahmin etme yontemini olugturur.

(4) Kararlilik, problemlerdeki parameterelerin veya verilerdeki kiiciik degigimlere kargi problemin gostermis
oldugu hassasiyet olarak adalandirihir ve sayisal analzide oldukca denmli bir konudur. Ornegin

p(r) = (-1)(@-2)(z-3)(z—-4)(z-5)(r—6)(z-7)
= 27 —282% +3222° — 19602* + 67692° — 1313222 + 130682 — 5040

polinomunun kéklerinden biri 5 ve 6 dir. 2% teriminin 6niindeki katsayiyr —28.002 ile degistirdigimizde
5.45940.5401, olarak buluyoruz ki degerde oldukca biiyiik bir degigim vardir. Bu tiirlii polinomlara, kok
bulma problemlerine gére kararli olmayan veya iyi tanimli olmayan polinomlarda denir. Bu anlamda
problemlerin ¢oziimleri i¢in gelistirilen sayisal yontemler, orjinal problemin ¢oziillmesinden daha fazla
hassasiyet tagirlar. Dahasi, orjinal problemin kararli ve iyi tanimh olduguda incelenmelidir.. Bu tiirli
konular1 6zelliklede sayisal lineer cebirde gorebilirsiniz.

(5) Numerik analizciler, bilgisayar aritmetigini kullanan sonlu ifadelerin etkileri ile oldukga ilgilidirler.
Bu tiirlii problemleri yine sayisal lineer cebirde goriicegiz. (Ornegin yuvarlama hatasim iceren bityiik
problemler gibi)

(6) Niimerik analizciler, algoritmalarin etkisinin 6l¢iimii ile oldukga ilgilidirler. Belirli algoritmanin maaleiyeti
nedir sorusu onlar icin ¢ok onemlidir. Ornegin, n denklem iceren Ax = b lineer denklemini ¢6zerken
n? miktarinda aritmeatik iglem kullanilmaktadir. Bunu diger problemlerin coziimleri icin sayisal
yontemlerle nasil kagilagtirabiliriz?

1.4  Sayisal Yontemlerin Smiflandirilmasi

Say1 sistemleri ve hatalar (Number Systems and Errors)

Denklemlerin kéklerinin bulunmasi (The Solution of Equations)

Lineer denklem sistemlerinin ¢éziimlerinin bulunmasi (Matrices and Systems of Linear Equations)
Optimizasyon (Optimization)

Egri uydurma (Regression)

Sayisal integral (Integration by numerical methods)

Sayisal tirev (Numerical differentiation)

Adi Diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri(The Solution of Ordinary Differential Equations)

Kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oztimleri (Numerical Solution of Partial Differential Equa-
tions)

=~~~ S~

1)
2)
3)
4)
5) Interpolasyon (Interpolation)
6)
7)
8)
)
)

—~



Chapter 2

Say1 sistemleri ve hatalar (Number Systems and
Errors)

2.1  Tam Sayilarin Gosterimleri (The Representation of Integers)

Hayatimizda sayilar: ondalikli sistemlerde kullaniriz. Buna gore 257 sayisinin ondalik gosterimini

257 = 200+50+7
2.10% +5.10 + 7.10°

olarak yazabiliriz. Buna gore herhangi bir tam sayiyi, katsayilar: 0 ile 9 arasinda degisicek sekilde poli-
nom olarak ifade edebiliriz. Bunun i¢in kullanmig oldugumuz gosterim agagidaki gibidir: ag, a1, ae,...,a, €
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} i¢in

N = (apnan-1...a0)q,
= 410"+ ap_1.10" " 4+ - 4 qg.10°,

Neden 10 luk sistem kullanildigina dair temel bir ger¢ek de bulunmamaktadir. Bununla birlikte elektriksel
tepkilerde ag¢ik(on)-kapali(off ) ifadeleri kullamlmaktadir ve bunlarin bilgisayarlarda gosterimleri kili sistemlerle
(binary system) ifade edilir. Bu ifadelerde ise 2 taban olup olup, polinomun katsayilar1 0 ile 1 dir. Negatif
olmayan bir tamsayiy1 2lik sistemde agagidaki gibi gosteririz. ag, a1, as, ..., a, € {0,1} icin

N = (anan-1...a0),
n.2" 4+ an_1.2" o 4 ag.2°,

Bilimsel galigmalarda kullanilan pek ¢ok caligma 2/ik sistemde iglem yapsada bil- leﬁm"
gisayar kullanicilarin ¢ogunlugu 10luk sistemde caligmay1 tercih ederler. Bu sebepten 1x2+1= 3 ]
otiirii iki sistemin birbirine cevirilmesi gerekmektedir. 2lik sistemden 10luk sistme IxEFOR. 6
ceviriyi 2lik sitemin tanimindan direk olarak verebiliriz. (")rnegin Flopit

e
(11), = 12+412°=3 300 %3 +.0- 418
(1101), = 1%2%41%22+0x2"+1%2°=13

FiGURE  2.1. Algoritma

21

Bunu genel olarak asagidaki algoritma ile verebiliriz.

ALGORITMA | 2.1. N = (anan—_1..-a0),,0 < z < 10 dogal saypsimin 10 tabaninda
N = by olarak gésteririz ki burda by asagidaki yinelemeli islemler sonucunda elde edilir:

3
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bn,
bn—l
bn—2

bn,?,

by
bo

= an
= Qp_1+byx
= ap-2+byw

= Gp-3+bp_2x

a1 + bax
= aqg+bix

ORNEK 2.2. (1101)2 ifadesini yukaridaki 2] algoritmasine kullanarak 10luk sisteme déntstiriniz.

Cozim
1101
bs =
by =
by =
by =
(1101), =

a3a2a1ag
az =1
as +2%b3=1+2%x1=3
a1 +2%xby=0+2%3=06
ag+2xby=14+2%6=13
bo =13

ORNEK  2.3. (10000)s ifadesini yukaridaki 2] algoritmasin kullanarak 10luk sisteme doniistiriniiz.

10000 =
by =
by =
by =
by =
by =

(10000),

a4G3020100

as =1

a3 +2*xby=04+2x1=2
as+2xb3=0+2%x2=4
a1 +2%xby=0+2%x4=28
ag+2*xby=0+2%x8=16
bo =16

ORNEK 2.4. 187 ifadesini 2lik sisteme dondstiriniz.

sisteme

2418
Coztim 21209 + 0
21104 + 1
187 = 2 x 93 + 0 =b=1 :€§+3
+
93 = 2 % 46 + O =b =1 2013 1 0
46 = 2 x 23 + =by=0 2)6 + 1 ;
_ _ 213 +0 Rea
23 = 2 x 11 + M =b3=1 o)L+ 1 | digits
11 = 2 % 5 + 0 =b=1 0+1 | up
5 = 2 x 2 + [ :>b5=1
2 =2« 04 zgﬁi(l) FIGURE 2.2. 10luk
T temden  2lik
187 = (10111011), doniisim
O

2.5. 2lik sistemden 8lik sisteme dontsim yaparken veya 8lik sistemden
2lik sisteme dontsim yaparken asagidaki tabliyou kullaniriz ve sayilary 8 hane olarak

birler basamagindan baslayarak ayirirz.
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TABLE 1. 2lik sistem ve 10luk sistem dngm tablosu

10luk sistem | 2lik sistem

O 0| U x| W N~ O

—_
o
—
—
o
=
(e
S—
™)

ORNEK 2.6. (347)q ifadesini 2lik sisteme doniistiriniiz.

(347)g = ( (10), (100), (111), ) =(10100111),

ORNEK 2.7. (10111011), ifadesini 8lik sisteme déoniistiiriniiz.

(10111011), = ( (10), (111), (011), ) = (273)4

2.2  Kesirli Sayilarin Gosterimleri (The Representation of
Fractions)

- 2.8. x bir pozitif tam sayr ve x1 bu sayrdan kiigik en biyik tam sayr olmak
uzere

Tp =T —Xg
ifadesine x reel sayisinan kesirli kisma denir ve asagidaki sekilde gosterilir:
o0
zp =Y brl07",0 < by, < 10,
k=0
_ Eger by sayist herhangi bir sayida sifer oluyorsa kesirl ifade durdurulmustur denir.
Ornegin
1 -1 —2
120.25:2*10 + 5% 10
kesirli ifadesi durdurulmustur ancak

1
3 0.3333...=3%10" " +3x 1072 + ...

NOTASYON . & = apGpn_1---ag.biby - - - reel saysine 10luk sistemde (anan—1---ag.biba )y,
veya 2lik sistemde (anan_1---ag.biby - --), olarak gostericegiz.
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ALGORITMA  2.9. N = (0.b1bs....),, , reel saypsimn x tabaninda asagqidaki islemlerle
elde ederiz:

fo = 0.b1bs....

di = (zxfo);, fi=(@x*fo)p
dy = (zxfi);, fa=(x*fi)p
ds = (zxfa)r,fs=(x*f2)p

N = (0.didy...),

ORNEK 2.10. (0.7)y ifadesini 2lik sisteme déniistiriniiz.

Carry 0.314

2

0].628

2x07=14=d, = (14)I:|I|,f1=(1.4)F=0.4 _2
2%04=08=dy=(08), =0, f> = (0.8), = 0.8 1256
2

2%0.8=1.6=ds=(1.6); =M, f3 = (1.6), = 0.6 0 (51
2¢06=12=dy=(1.2), =0 f1 = (1.2) , = 0.2 2
2%0.2=04=d; = (04), =0, f5 = (0.4), = 0.4 1—'-02;
. 0].048

_ no11 2

(0.7);o = (0.10110011),, o 5%

U
FiGure 2.3. 10luk sis-
ORNEK 2.11. (0.625),, ifadesini 2lik sisteme déniistiriniiz. femdeld ondahk saylarn

2lik sisteme doniigiimii

2%0.625 = 1.25 = dy = (1.25), =0, f; = (1.25), = 0.25
2%0.25 =05 =dy = (0.5), =0, fo = (0.5), = 0.5
2405=1=ds= (1), =0 fz3= (1), =0
240 =0=dy=(0), =0, fs = (0)p =0

(0.625),, = (0.101),

O
ORNEK 2.12. (0.101), ifadesini 10luk sisteme doniistiirimiiz.
Algoritma yi kullanabiliriz:
10 % (0.101), = (1010), * (0.101), = (110.01), = dy = ((110.01),), =[110), = €)1 £, = ((110.01),) . = (0.01),
10 % (0.01), = (1010), * (0.01), = (10.1), = d5 = ((10.1), _ 2= ((10.1),) » = (0.1),
10 % (0.1), = (1010), * (0.1), = (101), = ds = ((101),), =101 £5 = ((101),), = (0),

(0.625),, = (101),



2. SAYI SISTEMLERI VE HATALAR (NUMBER SYSTEMS AND ERRORS)

1010 % 0.101 = 101 % 101 * 1072 = 110.01

101
1 01
101
000
101
11001

2.3  Kayan Noktali Islemler (Floating Point Arithmetic)

Bilgisayar (computing) camiasinda reel sayilara reel say1 degil de kayan noktal
say1 denmesinin nedeni noktanin yerinin degistirilebilir olmasindan kaynaklaniyor ol-
masiymis. misal reel sayilari gostermek icin 8 basamak kullanalim dersek 1.2345678,
1234567.8, 0.000012345678, 12345678000000000, vs. seklinde sayilar1 gosterebiliyoruz.
eger sabit noktali kullanim olsaydi, her sistemin ”ben noktadan sonra en fazla su kadar
basamak gosteririm” seklinde tasarlanmasi gerekirdi. Oyle olunca noktadan sonra ii¢
basamak gosterecegim denilirse 9.123 gosterilebilir ama 9.1234 gosterilemezdi.

- 2.13. n basamakl B tabanindaki kayan noktaly x sayisinin en genel halde
gosterimi asagrdaki gibidir:
r == (O.dldg...)ﬂ * /Be
burada 0.d1ds... sayisina mantis (mantissa-ondalik kisim), e sayisina da kuvvet (expo-
nent) denir. dy # 0 ise kayan noktaly x sayisina normallestirilmistir denir.

- 2.14. k, bir bilgisayarin kayan noktalr hesaplamalarindaki kullanimlarindaki
maksimum basamak olmak tzere x = + (O.dldg...dk...)ﬂ * 0¢ kayan noktaly sayisiny 2

tirli gosterimi vardwr. Bunlardan 1.si kesilmis kayan nokta gésterimidir(chopped float-
ing number representation) ve asagidaki sekilde verilir:

flc (13) =+ (O.dldg...dk)ﬁ * ﬁe

diger gosterim ise yuvarlanmus kayan nokta gosterimidir(rounded floating number rep-
resentation) ve asagidaki sekilde verilir:

fl,« (13) =+ (O.dldg...dk_l’rk)ﬂ * /Be

Burada vy, sayist d.diq1dgt2... ondalikly sayisinan en yakin tamsaywya yuvarlamase ile
olusur

ORNEK  2.15. fl.(2) =7, fl; (%) =7, fl.(—838) =7, fl; (—838) =?(2 ondalik
basamakly kayan nokta gésterimleri nelerdir?)

2 _ 2 2
" I.[2) =0.66%10° fl; [ =) = 0.67 % 10°
3 06=f (3) 0.66 * O,ff<3> 0.67 % 10
—838 = —0.838%10° = fl.(—838) = —0.83 % 10°, fl; (—838) = —0.84 % 10°

- 2.16. z = :l:(().dldg...dk...)ﬁ * 8¢ kayan noktaly saysi ile fl.(x) veya
fly (z) arasindaki farka yuvarlama hatasy denir. Yuvarlama hatast x sayisina bagl
olup asagqidaki bagintr gecerlidir.

fle(z) = =+ xd,, —ﬂl_k <0.<0
[l ()

1
x + xdy, 0] < Eﬁl_k
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ORNEK 2.17. = 0.2%10%,y = 0.77 %10~ olmak dizere x +y ve x xy ifadelerini 2
ondalik basamakly kayan nokta gosterimleriyle bulup yuvarlama hatalarine elde ediniz.
Coztim
z = 2000000 1076,y = 0.77% 10~ % = 2 + y = 2000000.77 % 10~% = = + y = 0.200000077 * 10*
= fl.(z 4+ y) = 0.20 % 10" = 6, = 0.200000077 * 10* — 0.20 * 10' = 0.000000077 * 10" = 0.77 % 10°
= fl. (z + 1) = 0.20 * 10" = §, = 0.200000077 * 10* — 0.20 * 10' = 0.000000077 * 10* = 0.77 x 10~°
zxy=02%10"%0.77%«107% = 1.54% 107 = 0.154 %« 10~°
= fle(z+y)=0.15%10"" = 6. = 0.154 % 107> — 0.15% 107° = 0.004 % 107 ° = 0.4 % 107

2.4  Hata Analizi ve Hatanin Yayilmasi (Error Analysis &
Propagation of Error)

Sayisal yontemlerde pek ok problemin ¢oziimii i¢in hesapladigimiz degerler gercek
degerler olmayabilir Bu anlamda o6zelliklede sayisal algortimalarin geligmesinde bize
rehberlik edicek olan bazi tanimlamalar: vermemiz gerekmektedir.

- 2.18. x gercek degerine yaklagik degeri T ile gdsterelim. Buna gore
E,=z—72

ifadesine hata (error)

R, = T ,x#0
x
ifadesine de bagil hata (relative error) denir.
ORNEK 2.19.
(@) 2 = 3.141592— 7 = 3.14
(b) y = 1000000 — y = 999996
(¢) = = 0.000012 — Z = 0.000009
degerleri i¢cin hata ve bagil hatayr bulunuz.
Coztim
E, = z—7=23141592—3.14 =1.592 x 1073
r—2 1.592x1073
= = = . 1 _4
H x 314ln02 0070
E, = y—y=1000000— 999996 =4
y—y 4 —6

v y 1000000  *

E. = z—7Z%=0.000012—0.000009 = 3.0 x 1075

z—Z 30x10°°
2 = = == .2
i z 0.000012 0-25

- 2.20. Cok kompleks bir matematiksel ifade daha elementer islemler iceren
bir formdl ile yer degistirdiginde kesme hatasi (truncation error) kavrami meydana
gelmektedir. Genel anlamda saysal yontemlerin kesilmesinden elde edilen hatadar.
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ORNEK 2.21.
4 6 2n
x? _ 2, T T i
e TR IR s e
ifadesinde ilk 4 toplama:
4 6
5 T x
142"+ o7 + 37

aldigimizda kesme hatasr meydana gelecektir.

- 2.22. Ywvarlama hatase (round-off error) ézelliklede bilgisayardaki kisith
depolamadan kaynaklamktadir. Ornegin

1 __
0 (0.0001T),

olmasina ragmen bilgisayarda bu deger son hanesine kadar alinamayacagindan belli bir
ondaliktan sonra kesilip yuvarlanmaktadur.

B 2 23. Ornejin = = 3.1415926536 ve y = 3.1415957341 sayilarina ele alalim.
x — y = 3.1415926536 — 3.1415957341 = —3.0805 x 10~°

fark:y bize x ve y sayilarinin ilk 6 hanesi ayni oldugunu séylemektedir ki virgilden sonra
5 sayrman ayne olmase demektir. Bu gibi ifadelere basamaklarin anlamany yitirmesi (loss
od significance digits) de denir.

ORNEK 2.24. f (z) ==z (Ve +1-yz),9(z) = m fonksiyonlar: igin f (500)
ve g (500) degerlerini bulunuz.

f(500) = 500 % (\/50 — \/500) = 500 * (22.3830 — 22.3607) = 500 % 0.022 3 = 11.1500
500 B 500 500
V501 4+ /500 22.3830 4+ 22.3607  44.7437

gergekte f (z) ve g (z) fonksiyonlar: cebirsel olarak birbirine denk olmasima ragmen elde edilen sayisal sonuglar
ayn1 olmamaktadir ve gergekte g (500) = 11.1748 degeri gercek deger olan 11.174755300747198 ifadesinin 4
basamaga yuvarlanmig halidir. O

=11.1748

g (500) =

. Hatanin artmasina (propogation of error) toplama, carpmada su sekilde
verebilir. x gercek degerine yaklasik degeri T, y gercek degerine yaklasik degeri vy ile
gosterelim. Buna gore

r = T+ E,
y = g"' Ey
Toplamada hata artisine ” Toplamdaki hata, hatalarin toplamadur” seklinde ifade edebil-
iz,
t+y=@+E)+ U+ E)=@+7y) + (E. + Ey)
Carpmada hata artisine biraz daha karmagiktor:
wy = (T+ E;) (Y + Ey) =7y + 2By + yE, + E. E,

olarak elde ederiz ki x ve y burda 1 den biyik bir degerde ise TE,, yE, terimleri yeter-
ince buyik olabilir.

- 2.25. Bir sayisal yontemde baslangigta verilen degerlerdek: kiuctk hatalar
sonuca da ki¢ik hata olarak yanswyorsa bu yoteme kararhdur (stable) aksi durumda ise
kararl degildir (unstable) denir.
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ORNEK 2.26.
pr) = (@-1)(-2)(z-3)(x—4)(z-5)(r—6)(z—-7)
7 — 2828 + 32225 — 19602* + 676923 — 13 13222 + 13068z — 5040

polinomunun kéklerinden biri 5 ve 6 dwr. x5 teriminin oniindeki katsayupe —28.002 ile degistirdigimizde
5.459 + 0.540¢, olarak buluyoruz ki degerde oldukc¢a biyiik bir degisim vardwr. Bu turli polinomlara, kok bulma
problemlerine gore kararly olmayan veya iyi tanimle olmayan polinomlar da denir.



Chapter 3

f (z) = 0 Formundaki Lineer Olmayan Denklem-
lerin Co6ziimleri (The Solution of Nonlinear Equa-

tions f (z) =0)

ar+b=0,a#0
tiiriindeki denklemleri ¢ozmek oldukga kolaydir ve hatta lineer olmayan

az? +bx+c=0,a,b,cc€ IR, a#0

denklemlerinin ¢6ziimiinii de kolayca bulabiliriz. Ancak 3. mertebden ve daha yiiksek polinomlar i¢in ¢oéziim
bulmak her zaman ¢ok kolay olmamaktadir. Simdi ise 6zgiil agirhigi 0.6 ve yarigapr 5.5¢m olan bir topun suda

ne kadar battigin1 bulucak bir problemi ele alalim.

Newton'un 3. hareket kuralina gore topun agirligi suyun kaldirma kuvvetine esit
olacaktir.

T

¥
-k

P

Topun agurlige = (Topun Hacmi) x (Topun yogunlugu) x (Y ercekimi ivmesi

4
= (§W33> * (o) * (9)
R := Topun yarigapt (m — metre)
py := Topun yogunlugu (kg/ m3)
g := Yercekimi ivmesi (m/s?)
Kaldirma kuvveti = Yer degistiren suyun agirlig
= (suyun altinda kalan topun hacmi) (suyun yogunlugu) (Yercekimi ivmesi)
x
= ma® (R=3) * (pu) * (9)
x := topun batan kisminin yiiksekligi

pw := suyun yogunlugu (k‘g/m3)

11

U

Ficure 3.1. Topun
yiizeyindeki durumu

su
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Newton'un 3. hareket kuralina gore

(gms) “(p) (9) =72 (R =3 ) (pu) 5 ()

AR® % py = 32 (R—%) % P
= 4R py — 32*Rpy + 22 puy =0
= 4R 3Ry aP =0

Pu

Yy = P06 (topun ozgiil agirhigr)

Pw
R =5.5¢m = 0.055m

=3.993x 1074 = 0.1652° + 2> = 0

Bu ise lineer olmayan bir denklem olup topun batan kisminin yiiksekligini gdsteren z’¢ bulmak bundan sonraki
ilgilenicegimiz konu olucaktir. Ki bu denklemin kékleri , 0.146 36, 6.237 8 x 102, —4.3737 x 10~2 olup grafigini

agagidaki gibi verebiliriz.

| | | | )
0.04  -0.02 002 004 00
-0.0001 T

-0.0002 T

F1GURE 3.2. Denklemin grafigi

. Buna gore bu konu altinda f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda sirekli ve sinurle bir fonksiyon
olmak tzere f (r) = 0 kosulunu saglayacak sekilde r € [a,b] ¢ozimini bulabilirmiyiz sorusunun cevabini bulmaya

calisacagiz ki bu durumda 3 soru aklimiza gelmektedir.

(1) Bir fonksiyonun ¢éziminin var olup olmadigint nasil bulabiliriz?
(2) Cozim varsa ¢ézimi nasil bulabiliriz?
(3) Buldugumuz ¢éziim, gercek ¢ozime ne kadar yakinsaktur?

3. sorunun cevabi i¢in yakinsaklik tanimini verelim:

L ERR

lim z, =2
olsun. Eger
|[Tns1 — 7] < clon — 2|
kosulu saglanwyorsa {x,} dizisine p. mertebeden yakinsaktir denir ve p ye de yakinsaklik derecesi denir.

1. sorunun cevabim agagida verelim. Diger sorularin cevabimi ise bu konudaki altbagliklarla vermeye
calisacagiz.

_ 3.2. f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda sirekli ve sinurle bir fonksiyon olmak tzere f (a) f(b) <0
kosulunu saglasin. O halde f (r) = 0 kosulunu saglayan Ir € [a,b] varder.
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Ax) 1 fin)

Xy Xz

* x. \]\ x

Rx)flxs) <0

=Y

Fa)fix) <0

FIGURE 3.3. Ara deger teoreminin uygulamasi

3.3. Burda dikkat edilmesi gereken en onemli noktalardan birisi ise fonksiyonun sturekli ve sinarl
olmasidir. Egere bu kosullardan biri saglanmiyorsa yukaridaki teoremi uygulamamaz mimkin degildir.

T Xz

FIGURE 3.4. Ara deger teoremi igin
ters ornek!

ORNEK 3.4. Asaqidaki fonksiyonlarm verilen arabiklarda ¢éziiminin olup olmadiginy belirtiniz.

(1) f ((L’) =e" —2— €T, [_5a _3] ve [_37 _1]
(2) f(x) =cos(x)+1—x,x radyan olarak alinacak, [—1, 1] ve [1, 3]
(3) f(z) =In(z) = 5+,[1,3] ve 3,5]

:
(1)
flx)y=e"—2—a= f(=5)* f(—3) =3.1564 > 0 oldugundan [—5,—3] araliginda kok yoktur.
F(=3)x f(=1) = —0.66359 < 0 oldugundan [—5,—3] araliginda kok vardir.
(2)
f@)=cos(z)+1—2z= f(-1)* f(1) =1.3725 > 0 oldugundan [—1,1] arahginda kok yoktur.
f(1)* f(3) =—1.6155 < 0 oldugundan [1, 3] araliginda koék vardir.
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(3)
f)y=In(x)=5+xz= f(1)* f(3) =3.6056 > 0 oldugundan [1, 3] arahiginda kdék yoktur.
f(3)=* f(5) =—1.4507 < 0 oldugundan [3,5] araliginda kok vardir.

3.1  Sabit Nokta iterasyonu (Fixed Point Iteration)

Sabit nokta iterasyonunun ana fikri
denklemini

formuna getirmektir.

ORNEK 3.5. ¢ — 1 — 2z = 0 denklemini = € [1,2] arabfinda = = g (z) sekline getiriniz.

y
20T
151
107
05
0.0 t d
11 2 13 14 15 16 17 18 19 20
X
FIGURE 3.5. e” — 1 — 2x fonksiyonu
Coztim
flx) = e —=1-2x=0, z€[l,2]
T _1q 1 _ 1
z = & 5 =9 (x)=9(1) = < = 0.85914 ¢ [1,2] oldugundan bu sekilde déniistiiremeyiz.
ysl
2
N
01.0 11 12 13 14 1}.5 16 17 18 19 Ziﬂ
X
FIGURE 3.6. g(z) = S5 vey = z
fonksiyonlar
e = 2r+1l=2=I2r+1)=g(x)=9g(1)=In(2x14+1)=1.0986 € [1,2],

g(2) = In(2*x2+1)=1.6094 € [1,2] oldugundan bu formu kullanmalyz.
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20T
y
197
187
177
16T
157
147
137
127

117

1.0

FIGURE 3.7. g(z) =In(2z+ 1) vey =
x fonksiyonlar:

- 3.6. g () fonksiyonu [a,b] aralginda sirekli,simrly ve g (z) € [a,b] olsun.
Tnty1 =g (Tn),n=0,1,2,3, ... (3.1)
ile verilen yineleme formiline sabit nokta veya basit iterasyon (fized point iteration or simple iteration).denir.

ZTp,n > 0 sayilarna iterasyon n = 0 durumunda xo saysina baslangic iterasyonu denir.  Eger (3J) ile
tamimlanan {x,} dizisi T noktasina yakinsak ise T sayist g (x) fonksiyonunun sabit noktasidar:

T =g(T)
Gergekten
lim x, =7
n—o0o
ise

P Jim e = Jim g ) =g (Jim o) =0 @

Yontemi agagidaki sekilde verebiliriz:

ALGORITMA 3.7. Adim 1: zg baslangic iterasyonunu ve € > 0 hata payini verin ve n =0 alin
Adim 2:

In+1 = g (xn)

formdilii ile bir sonraki iterasyonu elde ediniz.
Adim 3: |x,11 — x| > € isen yi 1 artturn. (n =n+ 1) ve 2.advma gidiniz.
Adim 4: Bulunan x,41 saypsine x = g (x) denkleminin ¢ézimi olarak belirtiniz.

IR0mN. (B1) ile tanwmlanan {x,} dizisi ne zaman yakinsaktur?

3.8. g(x) ve ¢’ () fonksiyonu (a,b) araliginda sirekli ve T € (a,b) sabit noktayr gostersin.
(i) Eger Va € [a,b] i¢in |¢' (x) | < K < 1 kosulu saglanwyorsa xo € (a,b) i¢in BI) ile tanimlanan {x,} dizisi &
sabit noktasina yakinsar
(1) Eger VY € [a,b] igin |¢' (z)| > 1 kosulu saglanyorsa B ile tanwmlanan {x,} dizisi T sabit noktasina
yakinsamaz. T noktasina wraksak sabit nokta (repulsive fized point) denir ve iterasyon da lokal olarak wraksaklik
gosterir.
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| P v
e
¥ =gix
Ly, i) o (oo, #lpph) \
- 4\ (pg. 9lmg))
iy T ':V].,U\]
g _ v /|
P - \ i
¥ =glx)
|
/ J | I I
'é - — X 2y PP M i
P2 B Po
(a) (b)
¥
| 4 = g(x) 1 v
V A
|
é‘/'(\
y=x
(P, 9lpo)) 4
P P
|
|
|
; | ==
P e
Po P P2 P2 P Py P3 B

(c) (d)

FI1GURE 3.8. @0 < ¢’ (z) <1 oldugu durum - monoton yakimsaklik
(b)| —1 < ¢’ (z) < 0 oldugu durum - sahmimh yakinsaklik

(c)| ¢’ (x) > 1 oldugu durum - monoton raksaklik

(d)| ¢’ () > 1 oldugu durum - salimimh 1raksaklik

ProoF. (i) Oncelikle (ZI) ile tanimlanan {z,} dizisinin [a, ] arahgnda oldugunu gésterelim: Ara deger
teoremini kullanarak agagidaki sonucu elde ederiz:

7 — 21| =g () — g (x0) | = |9’ (co) (T — @0) | = |g’ (co) [|Z — 0| < K2 — 0| < [T — @0 <6 = z1 € (a,)

Simdi tiimevarim yontemi ile x,, € (a,b) olsun. z,,+1 € (a,b) oldugunu goésterelim:
7 —2nia| =19 (@) — g (@n) [ =g (cn) @ —@n) | = |9’ (cn) |7 — 2n| < K[T — 20| < |7 — 20| <6 = Tns1 € (a,)
Simdi ise

% — @npa| < K" — @0
oldugunu gosterelim. Yukarida

|Z — 21| < K|T — 20|

oldugunu gostermistik. Ttimevarim yonteminden faydalanarak

1T — | < K" T — 0]
oldugunu kabul edelim. Buna gore
T —@ni1] < g (@) =g (zn) | = 9" () @ —zn) | = |9 (ca) ||T — 20| < K|T — 20| < KK" YT — 20| = K" [T — o]
Buna gore |2 —2p41| < K"|Z—x0| oldugunu géstermis oluruz. Burada limit aldigimizda, 0 < K < 1 oldugundan:

lim |7 —zp41| < lim K"|Z — 2| =0
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O

3.9. g(z) ve ¢’ (x) fonksiyonu (a,b) araliginda strekli ve T € (a,b) sabit noktayr gostersin. Eger
Vo € [a,b] i¢in |¢' (z) | < K < 1 kosulu saglanwyorsa xo € (a,b) i¢in BI) ile tanvmlanan iterasyonun yakinsaklik
derecesi 1 dir. Ve dahast
|T -z, < K" T —x|,¥n>1
K"z — g
- 1-K

=
|
8

S

A

hata degerlendirmeleri gecerlidir.
PRrROOF. Teorem [B.§in ispatinda goriildiigii tizere
|7 — Tnal| < KT — a0
elde ederiz. Buna gore tamim BITden yakinsaklik derecesini 1 olarak elde ederiz. Ve yine Teorem B8 den
|T —x,| < K" YT — x|, ¥n > 1

degerlendirmesini elde ederiz.

Z—zn] = [g@)—g(@n-1)|=19"(ca1) @ —2n1)| < K[T — 21| = KT — 21 + 20 — 7y
< K|5—mn|+K|—xn_1+xn|:>|3c'—xn|S1_K|—Jcn—1+xn|
lza —21] = [g(21) — g (w0) | = |g' (co) (z1 — w0) | < Klx1 — 0]
lzs —x2| = |g(x2) —g(z1)| =19 (c1) (w2 —21) | < Kl|wp — 21| < K2|x1 — x|
[Zn — Tn-1] = |9 (xn-1) — g(@n—2)| =9 (cn—2) (Tn-1 — Tp—2)| < K|zpn-1 — Tp_2| < ... < K" z1 — 20|
ifadesini yerine yazdigimizda sonucu elde ederiz. O

ORNEK 3.10. 23 — 3z — 20 = 0, = € [1,4] fonksiyonun ¢ézimini sabit nokta iterasyonu ile bulunuz.
Baslangi¢ iterasyonu xo = 1.5, hata payr € = 10~% ve virgiilden sonra 4 basamak alinaz.

3920 320 12-20
P —35-20 = 0=az=" x _

ifadesini alamayiz ¢linkii z = 1 igin 5 =3 = —6.3333 ¢ [1,4]
@ —30-20 = 0=2°=32+20= 2= /3 +20= 2= licin /3= 1+ 20 = 2.8439 € [1,4]

¢ = dicin 3+4120=3.1748 € [1,4]
V3r4+20=g(z) =

1

/(@) ! 3 <L
g () = 3= <5
3¢ (3r+207  YBz+20? V20?

=0.13572 < 1

T

4
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

FIGURE 3.9. x = v/3z + 20 grafigi
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TABLE 1. Cozum

wmmmww_m

0 1,5000 2,9044 0,0001

| 2,9044 3,0622 0,0001 1,4044 Devam 0 1,7
2" 3,0622 3,0789 0,0001 0,1578 Devam 0 1,9
3" 3,0789 3,0807 0,0001 0,0167 Devam 0 2,1
4" 3,0807 3,0808 0,0001 0,0018 Devam 0 2,3

L
5 3,0808 3,0809 0,0001 1E-04 Dur ¢6zim=3,0808 2,5
O

ORNEK 3.11. z = %eo'f’z, x € [0,1] fonksiyonun ¢ozimiini sabit nokta iterasyonu ile bulunuz. Baslangig
iterasyonu xo = 0, ve 3. iterasyona kadar hesaplayip virgilden sonra 4 basamak aliniz.

1
r = g(x)= 560-590 = ¢(0) =0.5,9(1) = 0.824 36
1 1
Jg(x) = 160'59” < 7 *0.82436 = 0.20609

oldugundan sabit nokta iterasyonunu kullanabiliriz.

107
y
09T
08T
07T
06T
051
041
03T
021

01

0.0 t t t t t t t t + i
0.0 0.1 0.2 03 04 0.5 06 0.7 08 0.9 )1(.0

FIGURE 3.10. z = £e%5% grafigi

TABLE 2. Cozum

iterasyonBdlx _ Edle()  Bdleps  Bd|Devam/Dur Bl Devam/Bafg6man  Bdly-x _B|
r

0 0,0000 0,5000 0,0001 0,5
| 0,5000 0,6420 0,0001 0,5 Devam 0 0,52
2" 0,6420 0,6893 0,0001 0,142 Devam 0 0,54
3" 0,6893 0,7057 0,0001 0,0473 Devam 0 0,56
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3.2  Ikiye B6lme Yontemi (Bisection Method)

f (x) fonksiyonu [a, b] arahiginda siirekli ve siirh bir fonksiyon olmak tizere f (r) = 0 kosulunu saglayacak
sekilde r € [a,b] ¢oziimiinii bulmak igin Ikiye Bolme Yontemi i¢in asagidaki algoritmayr uygulariz:

(a, fla)) (a, fla))

(c, flc))

y=Tix)

(e, fle))

(b, Flb))

FIGURE 3.11. Ikiye Bélme Yontemi

ALGORITMA 3.12. Adim 1: € > 0 hata payine verin ve n = 0 aliniz ve baslangic araligi ag =
a, by = b secerek [ag, by] seklinde belirleyiniz
Adim 2:
0 + b,
" 2

seklinde aralgin orta noktasini aliniz.

Adim 3: Eger f (r,) =0 ise r =1, seklinde ¢ézimi elde ederiz.

Adum 4: Eger f(ay) * f (rn) < 0 ise apy1 = an,bpy1 = T secerek yeni aralige [ant1,bni1] = [an, 0]
seklinde belirleyiniz.

Adim 5: Eger f(ry) * f(bn) < 0 ise any1 = rn,bpt1 = by secerek yeni araligi [ani1,bpt1] = [n, bn]
seklinde belirleyiniz.

Adim 6: Eger|a, —b,| > ¢ isen yi 1 arttarin. (n = n+1) ve 2.adima gidiniz aksi durumda isleme son
ver.

. Algoritma [T12 ile verilen ikiye bolme yonteminin yakinsaklhgr nedir? ftemsyon ne zaman
durur?

_ 3.13. (Ikiye bolme teoremi-Bisection theorem) f (x) fonksiyonu [a,b] arabgmda siirekli ve swnarl
bir fonksiyon olmak dzere f(r) = 0 kosulunu saglayan Ir € la,b] olsun. Eger f(a)f(b) < 0 kosulunu
saglanyorsa Algoritma[ZI3 de tanimlanan {r,},., dizisi = r ¢ozimiine yakinsaktir ve

b—a

|T—Tn| S W,TL

=0,1,2,...
egitsizligi saglanar. € > 0 hata paywni gostermek tzere maksimum iterasyon sayist (Nmax) asagidaki sekilde

verilir: _— Fn (b _li)(;)ln (25)}

PROOF. r ve r, [a,b] araliginda oldugundan asagidaki esitsizligi yazabiliriz

|br, — |

[r —rp| < 5
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(1 —a) Eger a1 = ag, by = ro = 20 ise by —ay| = _|b02—1ao|
(1-5) Eger a1 =rp = ‘“’THJO,M = bo ise [by —a1| = |17027—1(10‘
(2 — a) Eger a2 = al,bg =7 = —al—;bl ise |b2 — a2| = —|b1;1&1| = —|b0;2a0|
(2 —b) Bger ap = 1 = 2 by = by ise [by — as| = lblz_—lal‘ = |b02_—2a0‘
Tiimervarim yontemi ile |b,—1 — an,—1| = ‘bg,f,alo‘ oldugunu kabul edelim.
(n—a) Eger an = an_1,bp = rp_1 = an—lf"l‘bn—l ise [by — an| = \bn_l—lan_ll _ Ibo—naol
](gn—lb) Eger a, = 1 = an7142rbn71,bn = b,_; ise |bn _ an' — \bnfl;an—ﬂ _ |b02—nao|
Oylece
|b —a | |b0 — a0|

|7"_Tn|§ n2 == on+1

sonucunu elde ederiz.
|bop —ao| b—a b—a In (52) In(b—a)—1In(2¢)
= <e=> <2M=n>—=L = =
gnil  ~ gnfl = 2 = S (g M In (2)

. fkiye bolme yontems, en yavas yakinsakliga sahip bir yontem olmasina ragmen hatali sonuclanmayan
bir yontemdir.

ORNEK 3.14. 23 +422-10=0, z € [1,2] denkleminin ¢ozimiini ikiye bolme yontemi ile bulunuz. Hata
payr € = 1075 we virgiilden sonra 6 basamak alnaz.

FIGURE 3.12. 2% + 422 — 10 fonksiyonu

Coztim
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TABLE 3. 2% +42% — 10 =0, z € [1,2] denkleminin ¢dziimiinii ikiye bolme yéntemi ile bulunmas.

iterasyon®la B2 _Blb__Bli(o) Bl(a)/f(o)om2Bll{a)/2Blfl) _Blleps BlcevamBe B

0 1,000000 -5,000000 2,000000 14,000000 Kok Var 15 2,375 0,000001 Devam
1 1,000000 -5,000000 1,500000 2,375000 Kék Var 125 -1,79688 (,000001 Devam
2" 1,250000 -1,796875 1,500000 2,375000 Kok Var 1375 0,162109 0,000001 Devam
3 1,250000 -1,796875 1,375000 0,162109 Kok Var 1,3125 -0,84839 (,000001 Devam
4 1,312500 -0,848389 1,375000 0,162109 Kok Var 1,34375 -0,35098 (0,000001 Devam
5 1,343750 -0,350983 1,375000 0,162109 Kok Var 1,359375 -0,09641 0,000001 Devam
6 1,359375 -0,096409 1,375000 0,162109 Kok Var 1367188 0,032364 0,000001 Devam
7" 1,359375 -0,096409 1,367183 (0,032364 Kok Var 1,363282 -0,03214 0,000001 Devam
| 1,363282 -0,032138 1,367188 0,032364 Kok Var 1,365235 0,000082 0,000001 Devam
9" 1,363282 -0,032138 1,365235 (0,000082 K&k Var 1364259 -0,01603 0,000001 Devam
10 1,364259 -0,016027 1,365235 0,000082 Kok Var 1,364747 -0,00797 0,000001 Devam
1’ 1,364747 -0,007974 1,365235 (0,000082 K&k Var 1364991 -0,00395 0,000001 Devam
v 1,364991 -0,003946 1,365235 (0,000082 Kok Var 1,365113 -0,00193 0,000001 Devam
13" 1,365113 -0,001932 1,365235 0,000082 Kok Var 1,365174 -0,00093 0,000001 Devam
14 1,365174 -0,000925 1,365235 0,000082 Kok Var 1,365205 -0,00041 0,000001 Devam
15" 1,365205 -0,000413 1,365235 (0,000082 Kok Var 1,36522 -0,00017 0,000001 Devam
16" 1,365220 -0,000165 1,365235 0,000082 Kok Var 1365228 -3,3E-05 0,000001 Devam
17" 1,365228 -0,000033 1,365235 0,000082 Kok Var 1,365232 0,000033 0,000001 Devam
18" 1,365228 -0,000033 1,365232 (0,000033 Kok Var 1,36523 0 0,000001 Devam
].9t 1,365230 0,000000 1,365230 0,000000 K&k Yok 1,36523 0 0,000001 Dur Cozm=1,36523

O

ORNEK 3.15. z = tanz, x € [4,4.5] denkleminin ¢ézimind ikiye bolme yontemi ile bulunuz. Hata paye
e = 1073 ve virgiilden sonra 3 basamak aliniz.

281
26T
241
22T
20T
18T
16T
14T
121
10T
08T
06T
04T
02T

0.0 t t t t d
4.1 4.2 43 44 1}55
X

FIGURE 3.13. = =tanx, z € [4,4.5] denklemi
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TABLE 4. = =tanz, = € [4,4.5] denkleminin ¢6ziimiinii ikiye bolme yontemi ile bulunmasi.

terasyonls Bl @b Bl B0 b omzBleen/2@i)_Bless HloewmBlc @

A4

0 4,000 2,842 4500  -0,137 Kok Var 4250 2,244 0,001 Devam
1" 4250  2,244" 4500  -0,137 Kok Var 4375 1,524 0,001 Devam
2" 4375 15247 4500  -0,137 Kok Var 4,438 0,885 0,001 Devam
3" 4438 085 4500  -0,137 Kok Var 4,469 0,482 0,001 Devam
4" 4469  0442" 4500  -0,137 Kok Var 4,485 0,163 0,001 Devam
5" 4485 0,163 4500  -0,137 Kok Var 4,493 0,008 0,001 Devam
6" 4493 0008 4500  -0,137 Kok Var 4,497  -0,074 0,001 Devam
7" 4493 0008 4497  -0,074 Kok Var 4,495  -0,032 0,001 Devam
8" 4493  0008° 4495  -0,032 Kok Var 4,494  -0,012 0,001 Devam
9" 4493  0008" 4494  -0,012 Kok Var 4,494  -0,012 0,001 Dur Coziim =4,494

3.3 Regula Falsi Yontemi (Regula Falsi Method)

ikiye bélme yonteminin yakinsaklik hizi oldukca yavag oldugundan bu yontem gelistirilmistir. f (x) fonksiy-
onu [a, b] araliginda siirekli ve sirh bir fonksiyon olmak fizere f () = 0 kosulunu saglayacak sekilde r € [a, b]
¢Oziimiini bulmak igin Regula Falsi Yontemi igin 6ncelikle (a, f (a)) noktas: ile (b, f (b)) noktalarimi birlegtiren
dogru pragasimnin x eksenini kestigi noktanin egim yardimiyla bulunmasi hedef alinmigtir:

_FO—f@ _0-f0) __ fBa-f(@b
b—a b 7)1 (o)

ve bunun i¢in agagidaki algoritmay1 uygulariz:

(e, fle))

y=Fflx)

(b, f(b)) (b, f(b))

FI1GURE 3.14. Regula Falsi Yontemi

_ 3.16. Adim 1: € > 0 hata payine verin ve n = 0 aliniz ve baslangic araligi ag =
a,by = b segerek [ag, by] seklinde belirleyiniz
Adim 2:

f(bn)an — f(an) by
f(bn) — £ (an)

Ty =

seklinde noktayr bulunuz..
Adum 3: Eger f(r,) =0 ise r =1, seklinde ¢ozimi elde ederiz.
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Adum 4: Eger f(ay) * f (rn) < 0 ise apy1 = an,bpy1 = T secerek yeni aralige [ant1,bni1] = [an, 0]
seklinde belirleyiniz.
Adum 5: Eger f(rn) * f(by,) < 0 ise apy1 = T, bny1 = by secerek yeni aralige [any1,bnt1] = [rn, by

seklinde belirleyiniz.
Adim 6: Eger|a, —b,| > ¢ isen yi 1 arttarin. (n = n+1) ve 2.adima gidiniz aksi durumda isleme son
ver.

. Algoritma [314d ile verilen Regula Falsi yonteminin yakinsaklige nedir?

_ 3.17. f () fonksiyonu [a,b] araliginda 2.mertebeye kadar tirevi var ve strekli bir fonksiyon olmak
tzere eger f(a) < 0 < f(b) ve f”(x) > 0(f" (x) <0) kosulunu saglaniyorsa Algoritma [310 de tanvmlanan
{rn}or, dizisi x =r ¢ozimine yakmsaktor.

ProOF. f"(z) > 0, x € [a,b] = [ag,by] kosulu ile f fonksiyonunun konveksligi sonucunu elde ederiz.
Boylece pg () = cox + dy seklinde bir dogru icin

f(x) <po(x)

kosulu saglamir. pg (r9) = 0 oldugundan yukaridaki esitsizliklten f (rg) < 0. Bu durumda yeni araligimz
[a1,b1] = [ro,bo] . Eger f (rg) = 0 ise yontem yakimsaktir aksi durumda yine f” (x) > 0, x € [a1,b1] = [ro, bo] C
[ag, bo] kosulu ile py (x) = c1@ + d; seklinde bir dogru igin

f (@) <pr(z)

ifadesi gegerlidir. py (r1) = 0 oldugundan yukaridaki esitsizliklten f (r;) < 0. Bu durumda yeni araligimiz
[az, ba] = [r1,b1] . Ve bu yontemi bu sekilde devam ettirdigimizde

TR 2 A = TE—1
olucak gekilde monoton artan bir dizi elde ederiz. Diger yandan sag sinir hichir zaman degismemektedir:
b =bi_1=...= by
ve
by > 1 > ar = 1K1
saglandigindan monoton artan {r,} -, dizisi iistten siirh oldugundan yakinsaktir. Buna gére

f(bn) i1 — f(rn—1)bn _fo)r=f)b

J(bn) — f(an) n—00 n—roo J(bn) = f(rn-1) B f(bo) — f(r)
(r—>bo)f(r)=0= f(r)=0,7#bo

O

. /' (x) = 0 oldugu durumda yakinsaklik iyi taniml olmayip ¢ozimin bulunmast zorlasir. Asagidaki
sekilde ikiye bolme yontemsi ile requla falsi yonteminin yakinsakliklariny gosterebiliriz. Buna gore genel anlamda
requla falsi yonteminin yakinsakligr daha tyidir denilebilir.
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BISECTION REGULA FALSI
10" 10"
error
error bound true error
107 10°
10—10 10—10
{rue error
|'J:[)—(‘.,g-|
10" ' . o
0 10 20 30 40 50 0 5 10 15 20 26 30 35

iteration ileration

FIGURE 3.15. Ikiye Bolme ve Regula Falsi Yontemlerinin yakimsaklklarmin kargilagtirilimas

Tabii ki her fonksiyon icin bu genellemeyi yapmak yanhstir. Bu sorunun cevabiny evet olarak vermek
her zaman dogru olmayabilir. Ornegin eger baslangic araliginiy hileli olarak olduk¢a yakin degerlerde belir-
lersek ikiye bolme yonteminin yakinsakhgunin daha tyi oldugunu belirtebiliriz. Asagqidaki sekilde verilen f(x) =

sign (arctan (z)) %/ %%gm(x) + 12 fonksiyonu buna bir érnektir:

2 T r
e 10° )
requla falsi
f(J) 15 error
1 107°
05
10—10
0 < x ~~hisection
0. 10—15
3o -5 0 5 10 0 20 40 80 80 100
T tteration

FIGURE 3.16. Ikiye bolme yonteminin Regula Falsi yonteminden daha iyi yakmsadigi durum

ORNEK  3.18. z —27% = 0, = € [0,1] denkleminin ¢ozimini regula falsi yontemi ile bulunuz. Hata paye
e = 107° ve virgiilden sonra 5 basamak almniz.
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FIGURE 3.17. f(z) = — 27 fonksiyonu

TABLE 5. 2 — 2% =0, z € [0, 1] denkleminin regula falsi yontemi ile ¢oztimii.

[iterasy@la___Hlf(a) Kb Kalf(o) __KAlf(a)*f(b) <0 mBlr=(f(b)a-f(a)b)/(f(o)- @A) _Elleps HldevamBlkek

0 0,00000 -1,00000 1,00000 0,50000 Kok Var 0,66667 0,03671 0,00001 Devam
17 0,00000 -1,00000 0,66667 0,03671 Kok Var 0,64306 0,00271 0,00001 Devam
2" 0,00000 -1,00000 0,64306 0,00271 Kok Var 0,64132 0,00019 0,00001 Devam
3" 0,00000 -1,00000 0,64132 0,00019 Kok Var 0,64120 0,00002 0,00001 Devam
4" 0,00000 -1,00000 0,64120 0,00002 Kok Var 0,64119 0,00001 0,00001 Devam
5" 0,00000 -1,00000 0,64119 0,00001 Kok Var 0,64118 -0,00001 0,00001 Dur Cozim =0,64118

O

ORNEK 3.19. 2 + cos(e® —2) —e® = 0, z € [0.5,1.5] denkleminin ¢ozimiini requla falsi yontemi ile
bulunuz. Hata payr € = 1072 ve virgiilden sonra 3 basamak alhniz.(cos fonksiyonu icin radyan almiz)

FIGURE 3.18. 2+ cos (e —2) —e* =
0, z €10,2]

TABLE 6. 2+ cos(e” —2) —e” =0, z € [0.5,1.5] denkleminin regula falsi yéntemi ile ¢éziimii.

4

hesy@la  Blie) Bl Bl Bl i)onil =ik fap/ i) @i Heps HicemBe @

r

r

0 0,500 1,290 1,500 -3,272 Kok Var 0,783 0,794 0,010 Devam
1" 0,783 0,794 1,500 -3,272 Kok Var 0,923 0,353 0,010 Devam
2" 0,923 0,353 1,500 -3,272 Kok Var 0,979 0,127 0,010 Devam
37 0,979 0,127 1,500 -3,272 Kok Var 0,998 0,044 0,010 Devam
a” 0,998 0,044 1,500 -3,272 Kok Var 1,005 0,012 0,010 Devam
5" 1,005 0,012 1,500 -3,272 Kok Var 1,007 0,003 0,010 Dur Cézim =1,007
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|
3.4 Newtonl] Raphson Yéntemi (Newton Raphson Method)

Eger f(z),f (z),f” (x) fonksiyonlar1 & = r ¢oziimii civarmda siirekli fonksiyon ise Newton-Raphson
yontemini kullanabiliriz. Newton-Raphson Yontemi igin oncelikle 7o gibi bir basglangic noktasi verilir.Sekile
gore ro noktasimndan gegen egimi agagidaki sekilde verebiliriz:

flr)—f@o) 0—f(ro) _ [ (ro)
= = = =0= = =T =719 —
m " —To f (TO) f (7“1) " — 70 f (TO) 1 To f/ (TO)
b
X
(Po’ f (pD)}
Ficure 3.19. Newton Raphson Yontemi
ve bunun icin agagidaki algoritmay1 uygulariz:
ALGORITMA 3.20. Adim 1: € > 0 hata payine verin ve n = 0 alinaz ve baslangic aralige ro baslangig
noktasina belirleyiniz. Eder f' (ro) = 0 ise baska bir ro noktast seginiz.
Adim 2:
flm) 012,

Tn+l = Tn — f/(T )
n

seklinde noktayr bulunuz..
Adim 3: Ejer |rpq41 — o) > € isen yi 1 artturin. (n = n+1) ve 2.advma gidiniz aksi durumda ' (r,) =0
ise igleme son veriniz degil ise v ~ ry, olarak ¢ozimi elde ediniz.

_ 3.21. f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda 2.mertebeye kadar tirevi var ve strekli bir fonksiyon
olmak tzere eger f(r) = 0 kosulunu saglayacak sekilde ¢éziim mevcut ise ve f'(r) # 0 kosulunu saglaniyorsa
ro € [r— 0,7+ 9] olucak sekilde 3§ > 0 i¢in Algoritma de tamimlanan {r,} ~, dizisi x = r ¢éziimiine
yakinsaktur.

JOANE 3.22.
IAC)
U

ile tanmvmlanan fonksiyona Newton-Raphson iterasyon fonksiyonu denir.

saac Newton, 4 ocak 1643 yilinda Woolsthorpe-Ingiltere dogumlu 31 mart 1727, Londra-Ingiltere de 6ldii. 27 yasinda
Cambridge de Lucasian bagkanhigini yapti.
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PROOF. Sekilde neden 1y baglangic iterasyonunu ¢oziime oldukga yakin se¢meliyiz veya neden 2. mertebeye
kadar tiirevlenebilir ve tiirevi siirekli bir fonksiyon seciyoruz sorularinin cok net bir cevabimi alamiyoruz ancak
ispatta neden bu varsaymmlarda bulunuyoruz agiklmaya calisacagiz. f (z) fonksiyonunun = = ry noktasindaki
Taylor seri agilimini verirsek

IRy
F@) = o)+ f (o) (2 = o) + 7 () T
¢, ro ile z arasinda bir deger. = r degerini yazdigimizda
2
0= F ()= F (o) + f (o) (r = 7o) + 7 (0) T

bu ifade ile eger ry baslangic noktasi r noktasina oldukca yakin oldugunda ("72#

deger alicaktir. Boylece

terimi yeterince kii¢iik bir

f(ro)
02 f(ro) + f"(ro) (r —ro) = r ~ro — 7 (r0)
olarak elde ederiz. Buna gore yukaridaki yaklagimi sonraki noktay1 bulmak icin kullanabiliriz.
f (ro)
T =Ty f’ (7’0)

ve daha sonra ry noktasinin sirasiyla ri_; ile degistirdigimizde Newton-Raphson iterasyonunu kurmus oluruz.
Yakinsaklig1 degerlendirmek igin sabit nokta iterasyonundaki kogulun saglanmasi gerekmektedir:

f(z (@)= f(2) " (z f(x) f" (x
§(2) =5 — /( ) :>g'(x):1—( (z)) : (2) (z) _ (/) (2)

(@) (f" (x)) (/" (x))
Eger f (r) = 0 kogulunu saglayacak sekilde bir ¢dziim var ise yukaridaki tanimlamadan ¢’ (r) = 0 dir ve g stirekli
fonksiyon oldugundan |¢’ (x)| < 1,2 € [r — §,r + ¢] kogulunu saglayacak gekilde 3§ > 0 bulmak miimkiindiir.
Boylece

|M <l,xelr—4r+90]

(" (x))?

kosulu saglanir. O

ORNEK 3.23. exp () — 5sin(%) = 0, denkleminin ¢ozimini ro = 0.5 baslangic noktasi ve Newton-
Raphson yontemi ile bulunuz. Hata payr € = 107° ve virgilden sonra 5 basamak aliniz.(cos fonksiyonu igin
radyan alniz)

| | | | | | | | |
0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 07 0.8 09 1.0

FIGURE 3.20. exp (z) — 5sin (%”)

i / (z) = exp (z) — 5sin (%) = () =e" — gﬂ'COS (awx)
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TABLE 7. exp (z) — 5sin (%x) = 0, denkleminin ¢oziimiinii rg = 0.5 baslangic noktas1 ve
Newton-Raphson yontemi ile bulunmasi

r r

0" 0,50000 -1,88681 -3,90488 0,00001

1" 0,01681 0,88494 -6,83429 0,00001 Devam

2" 0,14630 0,01859 -6,48996 0,00001 Devam

3" 0,14916 0,00005 -6,47853 0,00001 Devam

4" 0,14917 -0,00002 -6,47849 0,00001 Devam

5" 0,14917 -0,00002 -6,47849 0,00001 Dur Coziim =0,14917

O

ORNEK 3.24. 72 — sin () =1 = 0 denkleminin ¢ozimint ro = 1. baslangi¢ noktasi ve Newton-Raphson
yontemi ile bulunuz. Hata payr € = 1075 ve virgiilden sonra 5 basamak almaz. (sin fonksiyonu icin radyan almiz)

yaat
27
201
18
161
14T
21
10
el

[SEENE-Y
PN
=t

1 : : : ; : : : : i
5 4 3 2 4+ 3 4 5

X

FIGURE 3.21. f(z) = 22 —sin(z) — 1
fonksiyonu

AN [ (v) = 2? —sin(z) — 1 = f'(x) =22 — cosz

TABLE 8. 22 —sin (z) — 1 = 0 denkleminin ¢oziimiinii o = 1. baglangi¢ noktasi ve Newton-
Raphson yontemi ile bulunmasi

r r

0 1,00000 -0,84147 1,45970 0,000001

| 1,57647 0,48527 3,15861 0,000001 Devam

| 1,42284 0,03539 2,69825 0,000001 Devam

| 1,40972 0,00026 2,65906 0,000001 Devam

4" 1,40962 0,00000 2,65877 0,000001 Dur C6zim =1,40962227740211

O
. Algoritma [320 ile verilen Newton-Raphson yénteminin yakinsakligy nedir?

- 3.25. f(x) fonksiyonu M. mertebeye kadar tirevienebilir ve tirevieri sirekli bir fonksiyon olmak
tizere

fao)y=f @) == D) =0,fM () £0
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kosulu saglaniyorsa x = r noktasina M. dereceden kok denir. Eger M =1 ise basit kok, M = 2 ise katl kok de
denebilir.

- 3.26. Eger f(x) fonksiyonu x = r noktasinda M. dereceden koke sahip ise
@)= (@ =) h@) . h(r) £0

olacak sekilde sirekli h (x) fonksiyonu mevcuttur.

ORNEK  3.27.
flz)=a% -3z +2
fonksiyonunun x = —2 basit kokidir ve x = 1 ise ¢ift katl kokidiir.
f (—2) =0
I (z) 322 -3
fi(=2) # 0
fa =0
£ =0
f'(x) = 6z=f"(1)#0
fl@) = (@=-1)*(@+2)

_ 3.28. Algoritma [3.20 ile verilen Newton-Raphson yénteminde tanimlanan {r,, }ZOZO dizisi x = r
cozimine yakinsaktir. Eger x = r basit kok ise yakinsaklik derecesi 2 dir ve

/" (r)]
= Tpi1| & r—r
=l = gy ol
eger x = r M. mertebeden bir kok ise yakinsaklik derecesi 1 dir ve
M—-1

[r —rpy1| &~ i |r— 1.
ProoOF.
/ woy (r=rn)?
0 =~ flra)+ [ (ra) (r—ra) + 7 (¢c) —57—
0 =~ f(ra)+f (ra) (a1 —mn)

ifadelerini taraf tarafa ¢ikardigimizda

2
r—r
02 1 (ra) (r = ) + 57 () LT
elde ederiz ki buradan
()l 2
TGRS
sonucunu ¢ikartiriz. O

3.29. (Newton-Raphson yinteminin yakinsakliginan arttiridmasy) Eger x = r fonksiyonun M. mer-
tebeden bir kokii ise yukaridaki teoremden yakinsaklik mertebesinin 1. oldugunu belirtmistik. Eger yakinsaklhk
mertebesini arttirmak istiyorsak

M f(ra)

T'n =Tn — ,n:0,1,2,...
i [ (rn)

iterasyonunu kullanabiliriz.

ORNEK 3.30. /2 degerini Newton Raphson yontemi ile ve ro = 1,& = 10™% secerek 4 basamak kesinlije
gore hesaplayiniz.

= )
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f(x)=x2—2:0:>f’(x):2x

TABLE 9. v/2 degerini Newton Raphson yontemi ile ve g = 1,6 = 10~* secerek 4 basamak
kesinlige gore hesaplanmasi

r r

0~ 1,00000 -1,00000 2,00000 0,0001 #DEGER! #DEGER!

1" 1,50000 0,25000 3,00000 0,0001 Devam

2" 1,41667 0,00694 2,83333  0,0001 Devam

3" 1,41422 0,00001 2,82843  0,0001 Dur Coziim =1,41421568627451

4" 1,41421 0,00000 2,82843  0,0001 Dur Coziim =1,41421356237469

5" 1,41421 0,00000 2,82843  0,0001 Dur Coziim =1,4142135623731

6" 1,41421 0,00000 2,82843  0,0001 Dur Coziim =1,4142135623731

7" 1,41421 0,00000 2,82843  0,0001 Dur Coziim =1,4142135623731

8" 1,41421 0,00000 2,82843  0,0001 Dur Coziim =1,4142135623731

9" 1,41421 0,00000 2,82843  0,0001 Dur Coziim =1,4142135623731 |

3.5  Kirigler Yontemi (Secant Method)

Newton Raphson yonteminde herbir iterasyonda f (z) ve f’(z) fonksiyonlarmin degerlerini hesaplamak
zorunday1z. Genel anlmada bu hesaplama agisindan daha fazla zahmetli olmakla birlikte elementer iglemleri
igermeyen fonksiyonlar icin (iginde integral veya toplam bulunduran fonksiyonlar i¢in) degerlerin hatali hesa-
planmasina da yol agabilmektedir. Bu anlamda tiirevi hesaplamadan diger iterasyonu bulabilecegimiz kirigler
yontemi gelistirilmigtir. Kirigler yontemi i¢in oncelikle 7o ve 1 gibi bir baglangig noktalar: verilir.Sekile gore rg
noktasimdan gegen egimi agagidaki sekilde verebiliriz:

flr)—=fro)  flra)=f(r)  0—f(r) - o T —T0
= =10 = S —— (f(re) =0)=ra =1 f(rl)if(rl)—f(ro)
¥
A
1 Po
I : X
f,ﬂhf{.ﬂﬂ?-q—m_‘“‘h
(Po. flpo))

FicURE 3.22. Kirigler Yontemi
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ve bunun icin agagidaki algoritmay1 uygulariz:

ALGORITMA 3.31. Adim 1: € > 0 hata payrne verin ve n = 0 aliniz ve rg,r1 baslangic noktalaring
belirleyiniz.
Adim 2:
TnJrl — Tn

T2 = Tnt1 — f (Fnt1) Fom) =10 ),n =0,1,2, ..

seklinde noktayr bulunuz..
Adim 3: Eger [rpy1 —rn| > € ise n yi 1 arttirin. (n =n+ 1) ve 2.advma gidiniz aksi durumda r =~ ry,
olarak ¢ozimii elde ediniz.

FicURE 3.23. Kirigler Yonteminin yakinsaklig

Gergekte kirigler yonteminin formiilii ile Regula-Falsi yonteminin iterasyon formiilii aynidir ancak Regula-
Falsi yontemi aralik {izerinde galigilarak verilirken kirigler yonteminde baglangic noktalar: verilir.

ORNEK | 3.32. 23+ cos () =0, rg = —1,71 = 0 balangi¢ iterasyonlar: verilerek kirisler yontemi ile ¢ézimi
bulunuz. Hata payr € = 10~° ve virgiilden sonra 5 basamak aliniz.(cos fonksiyonu icin radyan almnaz)



32 f (x) = 0 FORMUNDAKI LINEER OLMAYAN DENKLEMLERIN GOZUMLERI (THE SOLUTION OF NONLINEAR EQUATIONS f (z) =0)

-02T

041

FIGURE 3.24. 23 + cos (z) fonksiyonu

Cozlim

TABLE 10. 22 + cos(z) = 0, ro = —1,7; = 0 balangig iterasyonlar1 verilerek kirigler yontemi
ile ¢oziimii.

4

r

r

0 -1,000 -0,460 0,000 1,000 -0,685 0,453 0,001 0,685 Devam
| 0,000 1,000 -0,685 0,453 -1,252 -1,649 0,001 0,567 Devam
2" -0,685 0,453 -1,252 -1,649 -0,807 0,166 0,001 0,445 Devam
£l -1,252 -1,649 -0,807 0,166 -0,848 0,052 0,001 0,041 Devam
4" .0,807 0166 -0,848 0052 -0,867 -0,005 0,001 0,019 Devam
5" -0,848 0,052 -0,867 -0,005 -0,865 0,001 0,001 0,002 Devam
6i -0,867 -0,005 -0,865 0,001 | -0,865_ 0,001 0,001 0,000 _Dur _Cf)Zl'.'Im =-0,865
U
ORNEK 3.33. cos (z) + 2sin(x) + 22 = 0, 79 = 0,71 = —0.1 baslangi¢ iterasyonlars verilerek kirisler

yontemi ile ¢oziimai bulunuz. Hata paye € = 1073 ve virgiilden sonra 3 basamak alinaz.

T08

T 06

T04

T02

t 0.0

FIGURE 3.25. cos(z) + 2sin (z) + 22
fonksiyonu

Coztim
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TABLE 11. cos(z) + 2sin(z) + 22 = 0, o = 0,71 = —0.1 baglangi¢ iterasyonlar1 verilerek
kirigler yontemi ile ¢oztimii

r

4

0 0,000 1,000 -0,100 0,805 -0,513 0,153 0,001 Devam
il] -0,100 0,805 -0,513 0,153 -0,610 0,046 0,001 Devam
2" -0,513 0,153 -0,610 0,046 -0,652 0,006 0,001 Devam
3" -0,610 0,046 -0,652 0,006 -0,658 0,001 0,001 Devam
4" -0,652 0,006 -0,658 0,001 -0,659 0,000 0,001 Dur C6zim =-0,659

. Algoritma [Z.31 ile verilen Kirisler yonteminin yakinsaklgr nedir?

_ 3.34. Algoritma[Z31 ile verilen Kirigler yonteminde tansmlanan {ry} -~ dizisi x = r ¢ozimiine
yakinsaktir. Eger x = r basit kok ise yakinsakhk derecesi o = 1 + é denkleminin yaklagik ¢ozimi olan 1.6180
dir ve

[r —rpy1| =~ % [ — 7", 0 = 1.6180
ProOF.
Tn+1l —Tn J(rng1) mn — f (rn) T
itz = et = () f(rng1) = f(ra) B f(rng1) = f(ra)
Faps —T = f(rag1) rn — f (rp) rngr S S (rng1) (rn —7) = f(rn) (g1 —7)
" [ (rng1) = £ (rn) f(rng1) = £ (rn)
ayrica

frng) = f(rapr) = f(r) = (ent1) (o1 —7)
fQra) = flra)=fr)=f(cn) (rn—7)
ifadelerini yukarida yerine yazdigimizda
Py —F = f (ens1) (rngr —7) (rn — 1) — " (en) (rn —7) (rng1 — 1) = (rny1 — 1) (rn — 1) [ (ens1) — ' (en)
" frns1) = f(rn) " " f(rng1) = £ (rn)
(ent1) = [ (cn)
(rn+1) = [ (rn)

=

/
[Tng2 — 7 M|rpgr —r||rp —r|, M ~ ff

Simdi
42 — 1| =M |rpyr — 7|
oldugunu kabul edelim. Buna gore
[Papr =7 = M = v|* = M7V gy =V = | — 7]

ifadesini yukarida yerine yazarsak
M |Fpgr — 7% = |rage — 7] = M |rpp1 — | rn — 7] = M |rpgq —r| M7 |rp g — r|1/a = |rpgr — 7)Y 2 |rpg — 7“|1/QJr1
ifadesinin denkligi i¢in

a=1+—

@

denkleminin saglanmasi gerekir ve denklemin ¢éziimii

a~ 1.6180
olarak elde edilir. O
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3.6  Baslangi¢ Yaklagimi ve Yakinsaklik Kriterleri (Initial Approximation and
Convergence Criteria)

ikiye bolme ve Regula-Falsi gibi yontemlerde aralik verilmektedir. Araligin ne kadar biiyiik oldugu 6nemli
olmamakla birlikte [a,b] araliginda tamimh siirekli bir fonksiyon icin f (a) f (b) < 0 kogulu aranmaktadir. Bu
nedenle bu tiirlii yontemlere global yakinsaklik (global convergence) da denir. Fakat f(x) = 0 denkleminin
[a,b] araliginda birden fazla kokii bulunabilir ki bu durumlarda farklh araliklar segilerek herbir kokiin bulunmas:
hedeflenir. Elbette f (z) fonksiyonunun isaret degistridigi bu araliklar1 bulmak ¢ok da kolay degildir. Newton-
Raphson veya kirigler yontemi ise ¢oziime (koke) yakin bir baslangic noktas: vererek yakinsaklhig garantilemek-
tedir. Bu yontemlere de lokal yakinsaklik (local convergence) adi verilmektedir. Bazi karigik algoritmalar global
yakinsaklik yontemleri ile baglayip lokal yakinsaklik yontemlerine gegis yapmaktadirlar.

Eger bir projenin bir kisminda koklerin bulunmasi istenirse ilk yapilmas: gereken iglem f («) fonksiyonunun
grafigini ¢izmektir. Grafigi inceledikten sonra karar vermek daha isabetli olacaktir. Bu durumda da oldukga
dikkatli davranma gerekmektedir. Ornegin 2:® — 22 — z + 1 fonksiyonun grafigi asagidaki gibidir ancak bu grafigi
gizerken 0.9 ve 1.1 noktalarimi segersek kokii gérmezden gelebiliriz. Bu yiizden grafik ¢izimlerinde uyulmasi
gereken kurallar: gbz Oniine alarak grafigi ¢izmemiz gerekmektedir.

FIGURE 3.26. 23 — 22 — 2+ 1 fonksiy-
onun grafigi

Iterasyon yontemlerinde belli bir algoritma ile {rn}.2, dizisi olugturulup = = r ¢oziimiine yakinsakhg
incelenmelidir. Iterasyonu durdurma stratejisi ise soyledir: r nin kok olmasi sebebiyle f (r) = 0 kosulu
saglandigindan dolay1 |f (r,)| < & kosulu saglandiginda iterasyonun son bulmasi talep edilmelidir. Bu ise
agagidaki sekilde goriildiigii tizere son r,, noktasinin y = —¢ ile y = € bandinin arasinda kalmas1 demektir.

re=e

ALtk L) | e Rl L

FIGURE 3.27. |f (ry)| < € kogulu

Diger bir durdurma kriteri ise {r,, } -, dizisinin = r ¢dziimiine yakinsakligin baz almaktadir. Buna gore
rp noktasi r — § ve r 4+ 0 arahigimin icinde kaliyorsa yakinsaklik gercgeklegir seklinde diigtiniilmektedir.
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x=p-58 x=p+4b y = flx)

n=1

F1GURE 3.28. 1, noktasi r — § ve r 4+ § araliginin i¢inde kalmasi durumu

Diger bir durdurma kriteri ise x = r noktasinin genelde bilinmedigi diisiiniilerek yukaridaki fikri iki iterasyon
icin uygulamaktir. Diger bir deyisle r,—; ve r, iterasyonlar1 arasindaki degerler yeterince kiiciik oldugunda
yakinsakligin sagladigi kabul edilir.

Bazen algoritmalarda yukaridaki kogullardan her ikisi de kabul edilmektedir. Eger |r, — r| < § ve |f (r,)] <
¢ kosullarini talep edersek agagidaki sekilde goriildiigii gibi iterasyonu dikdortgen bolge igine siirlamig oluruz.

¥ = fix]

FIGURE 3.29. |rp, — 7| < d ve |f (ry)| < € kosullar

Bu kogullardan birini ihmal ettigimizde ise agagidaki gibi iterasyonlar: sinirli olmayan bir bolgede arama
durumuna girebiliriz.
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FIGure 3.30. |rp, — 7| < d veya |f ()| < € kogullarindan birinin olmadig) durum

Burada ¢ v e € toleranslarinin segimi oldukca 6nemlidir. Eger bu sayilari yeterince kiigiik belirlersek iterasyon
sonsuza kadar gidebilir. Iterasyonlar arasindaki yakinsakliklar icin agagida verilen mutlak yakinsaklik

(e A )

kogulu veya

2|y — rn_1]

[Tn| + |7n—1]
bagil hata yaklagimi da verilebilir. Kok bulmada karsilagabilicegimiz diger bir sorun ise eger f (z) fonksiyonu
x = r noktasi civarinda diizlegiyorsa kok bulma problemi iyi tanimli bir problem olmayabilir. Ki bu durumlar
2 = r nin ¢ift kat kok olmasi durumlaridir.

3.7  Aitken Yontemi (Aitken’s Process)
Aitken yontemi lineer yakinsakliktan daha iyi bir yakisaklik elde etmek i¢in kullamilmaktadir.
- 3.35. {rn},—, dizisinin deri farke (forward difference) Ary, asagqidaki sekilde tanvmlanor:
Arp =7Tpy1 —rp,n=0,1,2,...
Buna gore yiksek mertebeden ileri fark: ise sagidaki gibi verebiliriz:

AQT’n = A (Arn) = Arn—i-l - Arn = (rn+2 - rn-i—l) - (rn+1 - rn) =Tn4+2 — 2rn+1 +

k
_ k k
k k—1 _ _ )
A%r, A (A rn) = E_O ( ; > (=) rogr—i
olarak elde edilir.

B 3 36. (Aitken hizlandiricis:) {rn}." dizisi x = r noktasina lineer olarak yakinsasin ve r—ry, # 0
olsun. Eger
lim TZTntl A
n—oo T — 7Ty,

olucak sekilde |A| < 1 sayist mevcut ise

(Ar,)? (Fat1 —70)° | Tatng2 — 72

n n - 'n
Ay, (Tnt2 = 241 +7Tn) T — 241 + Togo
seklinde tamimlanan {s,} —, dizisi = r noktasina {r,}.—_, dizisinin yakinsakhgndan daha hizlh yakinsar ve
. " —Sn
lim
n—0o0

=0

A )

degerlendirmesi dogrudur.
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Aitken yOnteminin sabit nokta iterasyonuna uygulanmasi durumuna ise Steffenn y6ntemi denir. Bu du-
rumda f () = 0 denklemini sabit nokta iterasyonunda oldugu gibi = ¢ () durumuna getirilmesi gerekmekte-
dir. Buna gore Steffenn yonteminin algoritmasim agagidaki gibi verebiliriz.

_ 3.37. Adim 1: € > 0 hata payinr verin ve n = 0 aliniz ve rg baslangic noktalaring
belirleyiniz.
Adim 2:
Tnt1 = g(Tn)
Tn+2 g (rn+1)

noktalar: ile

2
"nTn42 — T4
sn =

n=20,1,2,...
T — 2Tp41 ‘|’7an—i-27 T

seklinde yeni noktayr bulunuz..

Adim 3: Ejer |snt1 — Sp| > € ise n yi 1 artturin. (n =n+ 1) ve 2.advma gidiniz aksi durumda r ~ s,
olarak ¢ozimii elde ediniz.

3.8  Muller Yoéntemi (Muller Yontemi)
Muller yontemi ise kirigler yonteminin geligtirilmig durumudur. Buna gore (ro, f (r0)), (r1, f (r1)), (r2, f (r2))

seklinde 3 noktali bir yaklagimdir. Genelligi kaybetmeksizin agagidaki sekilde de goriildiigii iizere r noktasinin
koke en iyi yaklagim oldugu kabul edilir.

y=Ff{x)

(py. flpy))

lPo. flpo))

—

Ao 2y
r=hu t=hy t=0

FIGURE 3.31. Muller Yontemi

Bu yéntemde
t=x—1o
degisken doniigiimii ve
ho = To—T2
h1 = T —T2
farklar1 kullanihir.
y=at’ +bt+c
polinomu ele alindiginda polinomdaki a, b, ¢ katasyilarini bulmak icin ¢ = hg,t = hy,t = 0 noktalar1 diisiiniiliir:
t = ho= ahj+bho+c=fo
t = h :>ah%+bh1+c=f1
t = 0=a0>4+b04+c=fo=c=f
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Buna gore
ahd +bhg = fo— fo
ah?+bhy = f1—fo
katasyilarini
1
= ———5— (foh1 — fih ho — fah
a hoh%—h%hl (fO 1 fl O+f2 0 f2 1)
1
b = o (fohi = fih§ + f2h — foh?)

hoh3 — h3hy
olarak elde ederiz. Buna gore 2.dereceden bir polinomun koéklerinin bulunmasi ise agagidaki formiil ile hesaplanir:

—2c
o= ——F7——

b+ Vb2 — dac
Eger b > 0 ise karekokiin 6tintideki isaret pozitif alimirken b < 0 ise karekokiin 6niindeki isaret negatif alinir. Ve
son olarak bir sonraki iterasyon noktasi
r3 =19 +t12
olarak elde edilir.



Chapter 4

Az = b formundaki lineer sistemlerin Coziimleri
(The solution of Linear Systems Az = b)

Scr+y+z—5 = 0
c+4y+z—4 = 0
r+y+3z—-3 = 0

diizlemlerini diigiinelim. 3 diizleim de kesim noktast : [x = %, y= %, z= %] olarak elde edilir. Bu boliimde

matrisleri taniyarak onlarin ¢oziilmesi ile ilgili direk ve iteratif yontemleri vermeye ¢aligacagiz.

FIGURE 4.1. bz +y+2—-5=10, = +
dy+2—-—4=0,z24+y+32-3 =0
diizlemleri

4.1  Matris ve Vektorlerin Ozellikleri (Properties of Vectors and Matrices)

- 4.1. x = (z1, 22, ..., Ty) ifadesine n bilesenli bir vektor(vector) denir. x1,xa, ..., xy, saylarina da
vektorinin bilesent denir. n bilesenli vektirlerin oldugu kimeye n boyutlu uzay (n dimesional space) denir. Bir
vektor bir nokta olarak kullaniwyorsa ona durum vektéori (position vector) denir. Bir vektor iki nokta arasindaki
hareketi veriyorsa buna yer degistirme vektori (displacement vector) denir.

. = (21,22, s Tn) ¥ = (Y1, Y2, -, Yn) vektorleri c,d reel sayulary igin asagudaki ozellikler gecerlidir.

(1) a=y ez =y;,Vi=1,2,3,...,n (Vektorlerin esitiligi- equivalance of vectors )
(2) x+y=(x1+y1,22+ Y2, ..., n + ypn) (Vektorlerin toplami - the sum of vectors)
(3) —z = (—z1, —22, ..., —xy) (Vektoriin negatifi- the negative of vector x)

39
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4) . —y=(x1 —y1,T2 — Y2, ..., Tn, — Yn) (Vektorlerin fark: - the difference of vectors)
) cx = (cxq,cxa, ..., cxy) (Skaler ile garpma - scalar multiplication)
) cx 4+ dy = (cx1 + dy1, cxa + dya, ..., cxy, + dyy,) (Lineer kombinasyon- linear combination)
) z.y = 2191 + X2.y2 + ... + Tn.Yn (Nokta garpimi - dot product)
)
)

tween two points)

ORNEK 4.2. == (2,-3,5,—1),y = (6,1,2, —4) vektorleri i¢in
(1) T+ y= (8a _2a 77 _5)

( ) r—y= (_47_473’3)

(3) 3z = (6,-9,15,—3)

4) |z =vVE+9+25+1=1/39

(5) 2.y =12—-3+10+4 =23

(6) |z —yl| = VI6+16 + 9+ 9 = /50

NOTASYON . Bazen vektorler situn olarak da gosterilir:

T
T2

T = : :(xl,xg,...,xn)T

Tn

T harfi ile transpozesi(transpose) ifade edilmistir. 0 vektori ise 0 = (0,0, ...,0) olarak tanimlanar.

_ 4.3. (Vektor cebiri- vector algebra) © = (x1,Z2,...;Tn) Y = (Y1,Y2, -, Yn) 2 = (21,22, ...

vektorleri, a,b, c reel sayilar olmak tizere asagidaki ozellikler gecerlidir.

(1) x +y =y + x # degigme 6zelligi (commutative property)

(2) 04 2 =2+ 0 # sifir vektor (zero vector)
(3) x —x =+ (—x) =0 # ters igaretli vektor (the opposite vector)
(4) (x+y)+ z=a+ (y + z) # birlesme 6zelligi (associative property)
(5) (a+b)x = ax + bx # skaler igin dagilma 6zelligi (distributive property for scalars)
(6) a(x + y) = az + ay # vektorler igin dagilma 6zelligi (distributive property for vectors)
a(b ab)x # scaler i¢in birlesme 6zelligi (associative property for scalars
7 b)x # 1 birl 1lig fi 1
[,
ail ai2 . Qa1j . A1n
a1 a2 . a2; . agn
A= [e75] ;9 . Qi . Qin i salvr
m1 Am2 ... Qmj ... Gmn
T
j.sutun

ifadesine A matrisi (matriz A) denir. m satir (row) ve n situndan (column) olusmaktadir. Kisa formda

A= (aij),up » 1<i<m,1<j<n

ly —z|| = \/(y1 —21)> 4 (y2 — 22)° + ... + (yn — x,)? (Iki nokta arasmdaki uzaklik -the distance be-

seklinde gosterilir. i. satwr, j. stitundaki elemans a;; ile ifade edecegiz. A matrisini saterlare n bilesenli bir vektor

olup
R; = (ai1,i2, Qi35 ooy Gin ), 1 <0 <'m
olarak yaziliry ve
A= (Ry,Ra,...Ry)"
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ile de ifade edilebilir. Benzer sekilde A matrisinin siitun vektorleri m bilesenli stitun vektoridir ve
Cj = (alj,agj, ...,amj)T ,1<5<n

ve
A=(Cy,Cs,....Ch)

seklinde yazariz.

ORNEK 4.5.
-2 4 9
5 =7 1
A= 0 -3 8
-4 6 =5
matrisi 4 x 3 ik bir matristir. Satwrlar siraswyla
R = (-2 49)
Ry = ( 5 =7 1 )
Rs = ( 0 -3 8 )
R, = ( -4 6 -5 )
ve sutunlary ise
-2 4 9
) -7 1
Cl = 0 ;CQ = -3 703 - 8
—4 6 -5

olarak belirtiriz.

OB A = (aij),0ns B = (bij),nn> 1 <@ <m,1 < j < n matrisleri p,q reel sayplar igin asagidaki
ozellikler gecerlidir.

(1) A=B s a;; =b;;,1<i<m,1< n #(Matrislerin esitiligi- equivalance of two matrices )
(2) A+ B = (aij +bij),, ., 1 <1< m, 1 < j < n #(Matrislerin toplami - the sum of two matrices)
(3) —A=(=0aij),pn 1 <i<m,1 < j <n #(A matrisinin negatifi- the negative of matrix A)
(4) A= B = (aij —bij),vp 1 <i<m,1 < j <n# (Matrislerin fark: - the difference of matrices)
(5) PA = (paij),, v, 1 <i<m,1<j<n# (Skaler ile carpma - scalar multiplication)
(6) pA+qB = (pay; + gbij),, ., 1 <i<m,1 <j<n # (Lineer kombinasyon- linear combination)
(7) 0=1(0),,5,, 1 <i<m,1<j < n #(sifir matris - zero matrix)
-1 2 -2 3
ORNEK 4.6. A= 7 5 ,B = 1 —4 | matrisleri igin
3 —4 -9 7
-1 2 -2 3 -3 5
(1) A+ B= 7 5 + 1 -4 | = 8 1
3 —4 -9 7 —6 3
-1 2 -2 3 1 -1
@ A-B=| 7 5 |- 1 —4a]=[6 o9
3 —4 -9 7 ) 12 —11
-1 2 -3 6
@) s34=3( 7 5 |=| 21 15
3 —4 9 —12 )
-1 2 -2 3 4 =5
(4) 2A—-3B =2 7 5 -3 1 —4 = 11 22
3 —4 -9 7 33 —29

_ 4.7. (Matris cebiri- matriz algebra) A = (aij),,vns B = 0ij)sn> C = (Cij)pun, 1 <1 <
m, 1 < j <n matrisleri, p,q reel sayilar olmak tizere asagidaki ozellikler gecerlidir.
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(1) A+ B =B+ A # degisme 6zelligi (commutative property)

(2) 04+ A= A+ 0 # sifir matris (zero matrix)

(3) A— A=A+ (—A) =0 # ters isaretli matrix (the opposite matrix)

(4) (A+ B)+C = A+ (B+ C) # birlesme 6zelligi (associative property)

(5) (p+q)A =pA+ qB # skaler i¢cin dagilma 6zelligi (distributive property for scalars)

(6) p(A+ B) = pA+ pB # vektorler igin dagilma 6zelligi (distributive property for vectors)
(7) p(qA) = (pq)A # scaler igin birlesme 6zelligi (associative property for scalars)

- 4.8. (Matris ¢arpumi - Matriz multiplication) A = (aij),,vn> B = (0jr),x, » 1 < i <m,1 <
7 <n,1 <k <1 matrisleri i¢in A matrisinin sttun sayst ile B nin satir sayilary egit ise A ve B matrislerinin
carpymane asagrdaki gibi tanimlariz:

AB:C:(cik)mxl,lgigm,lgkgl
Cik:Zaijbjk:ai1b1k+ai2b2k+"'+ainbnk;1Sigmalgkgl
j=1

ORNEK 4.9. A= ( _21 i ) ,B = ( :52, _82 —16 > matrislerinin ¢carpiminy bulunuz.

Coztim

A = 21 ) <§i1>,RA1:(2 3),RA;=( -1 4)

_2 >_<CBl OB, CBB)7031_(2>,CBQ_(;2>7033_(_16>

5
3
RAT031 RAT.CBy RAT.CB; \ 2%5+3%3 2% (—2) +3%8 2% 1+ 3% (—6)
RAT C’B1 RAT.CBy RAY.CBs )~ \ (=1)*5+4%3 (=1)*(=2)+4%8 (=1)x1+4x(—6)

—16
34 -25
O

4.10. x1,x2, ..., T, bilinmeyenler olmak tzere m denklemden olusan lineer denklemler sistemini
asaqidaki gibi gosteririz:

<
¥
s~ (
(*

a1121 + a1222 + ... + a1p T, = b1

a21T1 + aoox9 + ... + asnx, = bo
a1 + a2 + ... + Ginxn = b;

Am1Z1 + Am2To + ... + QT = bm

veya matris formunda

Ax = b,
ail a2 . a1y . A1n
a1 a2 e a2; . a9n
A =
Q51 a;2 ce Qi ce. Qin
am1 aAm2 ... Gmj ... (mn
T by
T2 b2
T = b=

Tn b



olarak da verilir.

ORNEK 4.11.
0.3x1 +0.5222 +23 = 0.01
0.521 + 22+ 1923 = 0.67
0.1z1 +0.322 + 0.523 = —0.44

denklem sistemini matris formunda gosteriniz.

Coztim
0.3 052 1 1 0.01
A= 05 1 19 |,a=| 22 |,b= 0.67
0.1 03 0.5 T3 —0.44
matris ve vektorleri i¢in sistemi
Az =0>
formunda gosteririz. O

- 4.12. Asagidaki bazi 6zel matrislerin tanwmany verelim.

00 ... 0 0
00 ... 0 0
1) 0= (0 — | : : #biitlin elemanlar: sifir olan matrise sifir matris (zero
mxn 0 0 0 0
0 0 0 0
mxXn
matrix) denir.
10 0 0
0 1 0 0
(2) T = (i) sn = O 0 1 O 05 = { é’;;j # kosegen tizerindeki elemanlar: 1
00 ... 0 ... 1
nxn

digerleri 0 olan kare matrise birim matris (identity matrix) denir.
(3) Eger A = (aij),,, > 1 <1, <n matrisi i¢in i > j oldugunda a;; = 0 kogulu saglaniyorsa bu matrise
tist tiggensel matris (upper triangular matrix) denir.

a1l a2 a1z a4 o A1n
0 22 423 0424 . agn
0 0 a a .. a
A= 33 34 3n
0 0 0 ‘e Ap—1n—1 Qan—1n
0 0 0o ... 0 Gnn,

(4) Eger A= (aij),,,, » 1 <1i,j <n matrisi i¢in 4 < j oldugunda a;; = 0 kosulu saglaniyorsa bu matrise
alt iiggensel matris (lower triangular matrix) denir.

a1 0 0 0 0
any a2 0 0 0
a as as 0 0
A— 31 32 33
p-1,1 OGp-12 0ap-13 ... Gp_1,p-1 0

Gn1 an2 an3 cee An n—1 Qnn
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(5) Eger A = (aij),,,, » 1 <1i,j<n,matrisi icin i # j oldugunda a;; = 0 kosulu saglaniyorsa bu matrise
kogegen matris (diagonal matrix) denir.

a1 O 0 0 0
0 a2 0 0 0
A= 0 0 ass 0 . 0
0 0 0 Gn—1,n—1 0

o
o
o

0 Unn

(6) Kosegen matrisinde a;; = ¢ gibi aym sabit oluyorsa bu matrise skaler matris (scalar matrix) denir ve
agagidaki gekilde yazilir:

kK 0 0 0 0
0 k 0 0 0
A— 0 0 k 0 0 kI
O 0 O ... kE O
o o0 o0 ... 0 k
(7) A= (aij),, s, » 1 <i<m,1<j <n matirisi igin AT = (@ji)ysm » 1 <4 <m,1 < j < n matrisine
A nin transpozesi (transpose of a matrix A) denir.
aill a12 e alj e A1n aill as1 e [e75] e Am1
a1 as9 e agj e (0579 a2 as9 e ;2 e Am2
A _ . . . . :> AT _
Q51 ;2 e Q5 e in a1y az;j e Q5 e Qmj
ml Am2 ... Amj ... Gmnp mxn A1p A2 . Qip ... Qmn nxm
(8) AT = A 6zelligini saglayan matrise simetrik matris (symmetric matrix) denir. Ornegin
1 2 3
A= 2 4 5
3 5 6

matrisi simektir bir matristir.

(9) Eger A matrisi kompleks sayilar igeriyorsa A = (a@;;) 1 <i<m,1 < j<n matrisine A nin

= mxn
eslenik matrisi denir. Ornegin

1424 i 3 _ 1—-2i —i 3
A= 2—14 4i 5—-2i | = A= 244 —4i 542
3 7+ 9 67 3 7T—9 —6i
(10) Eger A kare matrisi icin AT = — A kosulu saglanaiyorsa A matrisine simetrik olmayan matris (skew

matrix) denir. Ornegin

0 2 -3 0 -2 3
A= -2 0 4 = AT = 2 0 4 |=-4
3 4 0 -3 4 0

(11) Eger A kare matrisi i¢in A =4 kosulu saglanaiyorsa A matrisine Hermitian matris (Hermitian
matrix) denir. Ornegin
1 1—17 2 1 1+4 2 1 1—17 2

A= 147 3 i |=AT=|1-¢i 3 —i|=4 =|14+4i 3 i |=A4
2 —i 0 2 i 0 2 —i 0
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e . =T o .. . . o
(12) Eger A kare matrisi i¢cin A~ = —A kogulu saglanaiyorsa A matrisine simetrik olmayan Hermitian
matris (skew Hermitian matrix) denir. Ornegin

1 1—14 2 1 —1—-7 =2 o -4 =141 =2
A=\ -1—-4 3i 1 AT = 1-i 31 1 = A = 1+: =3 —1 =-A
—2 1 0 2 1 0 2 —1 0

B 1 13. (Matris carpuma- matriz multiplication) A = (@) ysems B=(0ij) 00> C=1(Cij)psn 1<
1,7 < n, matrisleri, p reel sayilar olmak tzere asagqidaki ozellikler gecerlidir.

(1) (AB)C = A(BC) # birlesme 6zelligi (associative property)

(2) TA = AI = A # birim matris (identity matrix)

(3) (A+ B)C = AC + BC # sag dagilma ozelligi (right distributive property)

(4) A(B+C) = AB+ AC # sol dagilma 6zelligi (left distributive property)

(5) p(AB) = (pA)B = A (pB) # scaler birlesme 6zelligi (scalar associative property)

- 4.14. Eger A = (aij), ., > 1 <1i,j <n, matrisi icin AB = BA = I kosulunu saglayan B matrisi
varsa A matrisine tersinir(invertible)-tekil olmayan(nonsingular) matris denir. Aksi durumda tekil (singular)
matris denir. Eder A tersinir ise B = A™' olarak yazlr.

_ 4.15. (i) A= (aij)pun> B = (bij),sn> 1 <i,5 < n, tersinir matrisi igin (AB) ™' = B~14!
esitiligi dogrudur.
(i1) A= (aij), v, 1 <1i,j <mn, tersinir matrisi icin (A*I)f1 = A esitiligi dogrudur.

PRrOOF. (i)
(AB)(AB)™' = I
(AB)(B7'A™") = A(BB ')A '=AIAT ' =AA == (B7'A7Y) = (4B)™!

O

- 4.16. Az = b denklem sisteminin ¢ézimi x1 ve Az = 0 denklem sisteminin ¢ézimii ise xo olmak
tizere x1 + xo, Ax = b denklem sisteminin ¢ézimaidiir.

_ 4.17. Ax = b denklem sisteminin bir tek ¢ézimi olmasu i¢in gerek ve yeter kosul Ax = 0 denklem
sisteminin 0 ¢ozimuntin olmasidar.

_ 4.18. A= (aij),,xn » 1 <1< m,1 <j <n matirisi igin Az = b denklem sisteminde m < n ise
sifir olmayan ¢ézimlere sahiptir.
Ornegin
T + 229 — T3

T — X2+ X3 =
denklem sistemini saglayan ve sifir olmayan sonsu ¢ozim vardar.

- 4.19. A= (aij),,y, » 1 <i<m,1 <j <n matirisi i¢in Az = b denklem sisteminin Vb vektori
igin bir tek ¢ézimi varsa AC = I kosulunu saglayacak sekilde C' = (c;5) 1 <i<n,1<j<m malrisi
vardr.

nxm
- 4.20. Eger B ve C matrsileri i¢in BC' = I kosulu saglanmyorsa Cx =0 denklem sisteminin x = 0
seklinde asikar ¢ézimi (trivial solution) vardur.

_ 4.21. A= (aij),,vn » 1 <0 <m, 1 < j <n matirisi igin Az = b denklem sisteminin Vb vektori
i¢in bir tek cozumi varsa m <n dir.
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_ 4.22. A= (aij),, v, » 1 <0 <m,1 <j <n matirisi i¢in asagidaki ifadeler denktir.
1) Az = 0 homojen denklem sisteminin ¢ézimi x = 0 agikar ¢ozimdir.
i1) Az = b denklem sisteminin Vb vektori i¢in bir tek ¢ozimi vardur.
iii) A tersinir matristir.

(
(
(
(iv) det (A) # 0.

ail ai12 cee Ay e A1n
a1 a2 cee Q24 e ao2n
- 4.23. Eger A = ’ ’ ’ ’ , kare matrisi i¢in determinanty asagrdaki
i1 ;2 cee gy e in
Gnl Ap2 ... Gpj ... Omnp nxn
gibi tanemlanar ve det (A) ile gdsterilir:
det (A) = @11a22G33...Ann + A12023034...G51 + 13024035...0p—1,1 T Qp2 + - - -

—0n10p—1,2---2 n—-101n — Gp20n—1,3...-A42 nA11 — Gn20n—1,4...42 1412 — ***

ORNEK  4.24. Asaqidaki matrislerin determinantlarini hesaplayinaz:

(z’)Az(é Z)M (i) A= Lo

0
(i)

= O

1 1
2 0 3x3

det (A) =1%4—2x3=-2

FIGURE 4.2. Determinant

det (A) =240%x0+3%1%x2+5+%1%x1—2%x0%x5—1%1%x2—-0x1%x3=9

O
ail a2 . Q14 . QA1n
as1 a9 . @24 . a92n
- 4.25. A= ’ ’ ’ ' ,n kare matrisi i¢in i. satir ve j.sutun eleman-
;1 a;2 cee Qg ce 570
apl Ap2 ... Qpj ... GOmnp nxn

larinan silinmesi ile elde edilen (n — 1) kare matrisinini determinantina A matrisinin mindri denir ve [M;;] ile
gosterilir. (—1)" [My;] ifadesine de a;; elemanin kofaktori denir.

ORNEK 4.26. A= |as1 a9 aos matrisi i¢in [M;;] , 1 < 4,5 < 3 mindrleri ile a;;, 1 <1i,j <3

elemanlarimin kofaktéorlerini gosteriniz.



ass Qo
[Mi1] = det ( 22 23) = (22033 — 423032 = Q1] = (—1)1+1 [Mi1] = ageass — agsase

azz  a33
@21 A23 142

[Mi2] = det = ag1a33 — azi1azs = a2 = (—1) " [Mi2] = —ag1a33 + aziass
asy as3
az1 a2 143

[Mi3] = det = ag1a32 — A22a31 = a3 = (—1) 7 [Mi3] = as1a32 — azas;
asp  as2
12 A13 2+1

[Ma21] = det = a12a33 — Q13032 = o1 = (—1)"" [Ma1] = —ai2a33 + a13a32
azz  a33
a11 ais 249

[Ma2] = det = a11a33 — A13a31 = o2 = (—1)77" [Mao] = a11a33 — a13a31
asy  a33
a1l ai2 243

[Mas] = det = a11a32 — a12a31 = ao3 = (—1)7"7 [Mas] = —a11a32 + a12a31
asy a3z
a2 ais 3+1

[M31] = det = G12a23 — Q13022 = ag1 = (—1)"7 [M31] = a12a23 — a13a22
a2z 23
a11  ais 3+2

[M3z] = det <a21 a23> = a11a23 — 21013 = a3z = (—1)7"" [Msa] = —ai1a93 + a21a13

aln a
[M33] = det <a; ali) = a11a29 — 12021 = azz = (—1)°1? [Mas] = ar1a90 — ar9a2:

O
a1 a2 c.. Ay . A1n
a1 a2 cee A2j . agn
- 4.27. A = ’ ' ' ’ ,n kare matrisi i¢in determinanty kofaktorler
;1 ;2 cee Ay ce. Qin
ap1 Ap2 ... Qpj ... Gmp nxn
yadima ile asagidaki sekilde hesaplayabiliriz:
n
L
det (A) = ar; (1) [Myy]
i=1

2 -1 0 -3
- -1 1 0 -1 . o .
ORNEK 4.28. A = 4 0 3 9 matrist i¢in [My;) , 1 < 4,5 < 4 minorleri ile a;5, 1 < i,j <4
-3 0 0 1

elemanlarimin kofaktorlerini bulunuz ve determinanty kofaktorler yardvma ile hesaplayiniz.
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10 -1
(M) =det [0 3 —2] =3 = an = (-1)"*! (M) = 3
00 1
-1 0 -1
[Mig] =det [ 4 3 —2| =-12= a1z = (—1)"? [My,] = 12
-3 0 1
-1 1 -1
(M) =det [ 4 0 —2| =2=ai3=(=1)""[M] =2
-3 0 1
-11 0
(Mig =det [ 4 0 3] =-9= am = (-1)"* [Myy] = 9
-3 .0 0
-1 0 -3
[My])=det [ 0 3 —2|=—-3=qay =(-1)>""[My]=3
0 0 1
-1 0 -1
[My) =det [ 4 3 —2| =-12= am = (=1)*"* [Ma] = —12
-3 0 1
2 -1 -3
[Myz] =det [ 4 0 —2| =-2= as=(-1)"""[My] =2
-3 0 1
2 -1 0
Mo =det [ 4 0 3| =9= ags = (1> [Myy] =9
-3 0 0
-1 0 -3
[Mz]=det [ 1 0 1| =0=as = (-1)*"" [M3] =0
0 0 1
2 0 -3
[Mss] =det | =1 0 —1] =0= s = (—1)3+2 [M32] =0
-3 0 1
2 —1 0
[M3s] = det | —1 0] =0= asg = (—1)""[My] =0
-3 0 0
2 -1 0
[Mzg]=det [ -1 1 0] =0= ass=(-1)"""[Ms] =0
-3 0 0
-1 0 -3
[My]=det [ 1 0 —1]=-12=as; = (-1)*"" [Mu] =12
0 3 -2
2 0 -3
[Myg] =det [ -1 0 —1] =15= ap = (1) [Myo] = 15
4 3 =2
2 -1 -3
[Myg) =det | -1 1 —1]=14= a3 =(-1)"""[My3] = 14
4 0 -2
2 —1 0
My =det (-1 1 0] =3=o0u=(-1)""[Mu]=3
4 0 3

det (A) = 2% [Mu] — [Mlg] + 0 % [Mm] — 3% [M14]
=2%x3—-124+0%2—-3%x9=-33
/9o  _1 N 2\
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4.2  Lineer Denklem Sistmelerinin Coziimleri igin Direkt Yontemler (Direct

Methods for Linear Systems of Equations)

4.2.1 Ucgensel Sistemler(Triangular Systems)

1121 = b1
a1 + 2272 = b
az1r1  +  azr2  + aszzxs = b3
ap—-1,1T1 + QAp-12T2 + Gp-13T3 + - + Apn-1n—-1Tn-1 = byt
An1T1 + An2T2 + An3x3 + -+ Ann—1Tn—1 +  GpnTn = bn

lineer denklem siteminin ¢6ziimii igin

b1
I = E—

ail

ba — az171
Lo = ———

@22

b3 — az1 w1 — asawo

T3 =
ass

bn — Ap1T1 — Ap2x2 — - — Ap n—1Tn—1

T, =

Ann
ileri eleme yontemi ile ¢oziiliir.

_ 4.29. (lleri eleme yontemi)[@I)) lineer denklem sistemi igin a; # 0, Vi = 1,2,
saglanwyorsa sistemin bir tek ¢ozimi vardir ve ¢ézimi
i—1
bi — 30521 @i

A

T = =12 ...n
formaili ile verilir.

Proor. (£J) lineer denklem sistemini agagidaki matris denklemi olarak da yazabiliriz:

Ax =10
ail 0 0 0 0
a21 a22 0 0 0
a a a 0 0
A— 31 32 33
Um—1,1 Qm—-1,2 am—1,3 am—1m—1 0O
am1 am?2 am3 Gm,n—1 Gmn
T by
T2 bo
T = b= .
T bm,

.oy kogulu

(4.2)

ai; £ 0, Vi =1,2,...,n kogulundan det (4) = a11a22...a4nn # 0 dir ki Teorem [L22den sistemin bir tek ¢oziimii

vardir.
ALGORITMA 4.30.
Adim 1: A= (aiy),,,,, 1 <i,5 <n matrisinin elemanlariny giriniz.
Adim 2: i =1 olarak seginiz
Adim 3: T = 0 olarak seciniz

O

Adim 4: Eger i =1 ise x; = b;/a;; olarak hesaplaywp i yi 1 arttorinez. (i =i+ 1) ve Adim 3 e gidiniz

Adim 5: j =1 olarak se¢iniz
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Adim 6: T' =T + a;jx;

Adum 7: Eger j <i—1isej yil artterimz. (j =7+ 1) ve Advm 6 ya gidiniz.
Adum 8: z; = (b; — T) /a;; olarak hesaplayiniz

Adim 9: Egeri <mnisei yi 1 arttirimz. (i=1i+ 1) ve Adim 3 e gidiniz.

anr1 + ai2r2 + aizrs + + a1,n—1Tn—1 + A1nTn = b1
Q22%2 + G233 + -+ A2p-1Tp—1 + a2n Ty = b
assxrz + +  a3n-1Tn-1  +  azpz, = b3
. (4.3)
Ap—1n—1Tn—1 + OGp-1nTn = bp—1
Anndn = by,

lineer denklem siteminin ¢oziimii igin

T, = bn
" Ann
T, = bp—1— Gn—1,nTn
Gp—1,n—1

P by —asaxs — -+ — A3, n—1Tp—1 — A3pTy
ass3

vy = by — ax3w3 — -+ — A2 n_1Tn—1 — G2nTn
a22

= by —aipwe — @133 — -+ - — A1n—1Tn—-1 — A1nTn

a1

geri eleme yontemi ile ¢oziiliir.

_ 4.31. (Geri eleme yontemi)@3) lineer denklem sistemi i¢in a;; # 0, Vi = 1,2,...,n kosulu
saglanwyorsa sistemin bir tek ¢ozumai vardir ve ¢ozumii
bi — 301 Qi

T = Jdi=nn—1n—-2..321 (4.4)
Qi

formiilii ile verilir.

Proor. (&J) lineer denklem sistemini agagidaki matris denklemi olarak da yazabiliriz:

Ax =10
ail 0 0 0 0
a21 a22 0 0 0
A— asi ase ass 0 0
Gm—1,1 Qm—-1,2 Qam-13 --- Gm-1n—-1 0
am1 aAm?2 Am3 cee Am,n—1 Gmn
T by
To bo
T = ,b= .
T b
a;; #0, Vi =1,2,...,n kosulundan det (A) = a11a99...a4n,, # 0 dir ki Teorem [£.22/den sistemin bir tek ¢oziimii
vardir. =

ALGORITMA 4.32.
Adim 1: A= (aiy),,,,, 1 <i,5 <n matrisinin elemanlariny giriniz.
Adim 2: i =n olarak se¢iniz
Adim 3: T = 0 olarak seciniz
Adim 4: Eger i =n ise x; = b;/a;; olarak hesaplaywp @ yi 1 azaltiniz. (i =14 — 1) ve Adim 3 e gidiniz
Adim 5: j =i+ 1 olarak seciniz



Adim 6: T' =T + a;jx;

Adum 7: Eger j <mn ise j yi 1 artturimz. (j =5+ 1) ve Adim 6 ya gidiniz.
Adim 8: z; = (b; — T) /a;; olarak hesaplayiniz

Adim 9: Egeri <0 isei yi 1 azaltimz. (i=1—1) ve Adim 3 e gidiniz.

ORNEK 4.33. Asagqidaki sistemlerin ¢ozimlering bulunuz.

2$1 = 6

—xr1 + 4dxo = 5

3$1 — 2$2 — T3 = 4

T — 2z 4+ O6x3 + 34 = 2

(i1)

4dry — o + 2x3 + 214 — x5 = 4
—r9 + 6x3 + 214 + Tz = 0
I3 — T4 - 2£E5 = 3
—2{E4 - xIs = 10
3%5 = 6

| Coziim JO)
200 =6=21 =3
—r1+ 40 =5= —3+4d19=5= 129 =2
3x1 — 200 —ax3=4=>x3=1
T, — 209 + 623+ 3124 =2 = x4 = —1

35 =6 = x5 =2
—2x4 — x5 =10= x4 = —6
T3 — T4 — 205 =3 =>x3 =1
—x2+ 623+ 224+ Tx5 =0=> 25 =38
4oy — 29+ 223+ 224 — x5 =4 =21 =06

4.2.2 Cramer Kurali(Cramer’s Rule)

Ax = b,
ail a2 . a1y . A1n
as1 a9 . @24 . agn
A =
;1 ;2 e [ . (0779
aml Am2 ... Amj ... G(mn
Z1 by
T2 b2
xr = 5 =
T b

matris denklemini ¢dzmek icin Cramer kuralim agagidaki sekilde veririz:
det (Az)

T = ———<,
det (A)

Burda A; matrisi, A matrisinin 4. siitununun b vektorii ile yerdegistirmesi ile elde edilen matristir.

i=1,2,...n
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ORNEK 4.34.
r1+2r9+2x3=06
2$1 + 4$2 + 2$3 =16
—x1 4+ bxo —4dx3 = —3

, Solution is: [x1 = 1,29 = 2, x5 = 3]denklem sisteminin ¢oziminid Cramer kuraly ile bulunuz.

1 1 1
A= 2 4 2 |=det(4)=-6
-1 5 —4
6 1 1
Ar=| 16 4 2 | =det(4;)=-6
-3 5 —4
1 6 1
Ay=1| 2 16 2 | = det(4y)=—12
-1 -3 -4
1 1 6
As=| 2 4 16 | = det(A5) =—18
-1 5 -3
det (Al) det (AQ) det (Ag)
T et () T e (A) 2T dera) O

O

4.2.3 Gauss Eliminasyonu ve Merkezi Nokta(Gauss Elimination and Pivoting)

_ 4.35. (Temel dénisimler-Elementary transformation) Bir lineer denklem sistemine asagidaki
islemler uygulandiginda elde edilen sistem bu sisteme denktir )
(i) Degistirme (Interchanges ): Iki denklemin yerini degistirme. Ornegin

a1 ai2 cee Ay o Q1 I b1
a1 a2 cee Q24 ... Qop To bg
;1 ;2 e Q5 e in xX; bz
an1 aAp2 ... QApj ... GOpp Tn bn
sistemi ile
a1 a2 c.. Ay ... Q1p T1 b1
;1 ;2 e Q5 . in xX; bz
a1 a2 cee A2j ... Qo2p T2 bg
an1 Ap2 ... QApj ... GOpp Tn bn

sistemi denktir. )
(ii) Olgeklendirme (Scaling): Bir denklemi sifirdan farkly bir sabit ile ¢carpma. Ornegin

a1 a2 c.. Ay ... Q1p T1 b1
a1 a2 cee A2j ... Qo2p i) bg
i1 A52 Q5 Ain, X b;

3

Gp1 Ap2 ... Qpj ... GQpp In



sistemi ile k # 0 igin

a1 a2 N aij . QA1n T1 b1
a1 a2 N az;j . a2n i) bg
k;aﬂ kaig N kaij . k;am X, o kbz
p1  Qp2 ... Gpj ... GOnn T, by,

sistemi denktir
(iii) Yer degistirme (Replacement): Bir denklem, kendisinin sifirdan bir sayr ile ¢carpilip baska bir denklem ile
toplanmast ile yer degistirilebilir. Ornegin

a1 a2 c.. Al ... Q1p T1 b1

a1 a2 cee A2j ... Qo2p i) bg

a1 A52 Q5 Ain, Zq b;

Gl Gp2 ... Gpj .. GOng T, b,

sistemi ile k # 0 i¢in
a1 a2 N a1y . QA1n X1 b1
a1 a2 N 24 . a2n X9 bg
kajn + a2 kap +az ... kaj+azy; ... ka4 agn T, kb; + by

an1 Ano .. nj ... Ann, Ty, by,

sistemi denktir.

- 4.36. (Genisletilmis matris-augmented matriz)

a1 a2 N (0573 . A1n T b1
a1 a2 N a9 . agn X9 bg
a;1 ;2 ce Q44 ce Qin i = bz
@it1,1 Qit1,2 - Qigli  --- Gkl Tit1 bit1
[02%%) an?2 ce Qnj ce Apm Tn bn
sisteminde
a1 ai2 cee A1y o Q1 b1
a1 a2 e az;j “es a92n b2
[Afb]= ' b
Q1 @42 Q5 Qijn i
| Qn1 Qp2 ... Qpj ... Gnn by, |

matrisine genigletilmis matris (augmented matriz) denir.

ORNEK 4.37.
Ty + 2x9 + w3 + 4y = 13
2x1 + 0xo + 43 4+ 324 = 28
41 + 229 + 223 + x4 = 20
—3x1+ 22+ 323+ 224 =6
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denklem sistemi icin genisletilmis matris

1 2 1 4 13
2 0 4 3 28
4 2 2 1 20
-3 1 3 2 6
olarak verilir.
- 4.38. (Merkezi nokta- pivot)
a1 ai2 . a4 . A1n X1 b1
a1 a2 . a; . agn i) bg
Qa1 a;2 e (0277 e Qin Z; = b,L
it1,1 Qit1,2 - Gigli - Qitlon Tit1 bit1
an1 Ano S T R s F Ty, b,

sisteminde aji,j =1+ 1,...,n elemanlarina elemek igin kullamlan a; elemanmina merkezi nokta (pivot) denir.

_ 4.39. (Temel satwr iglemleri-Elementary Row operation) Bir lineer denklem sistemine asagidaki
islemler uygulandiginda elde edilen sistem bu sisteme denktir
(i) Degistirme (Interchanges ): Iki satwrin yerini degistirme. Ornegin bir sitemdeki eleme islemlerinde

ail ai2 cee A1y AT D)
as1 as9 . az;j ... Qop
i1 ;2 . [ . Qin
apl Ap2 ... Qpj ... dpp
matrisi ile
ail ai2 cee A1y AT D)
i1 ;2 . [ . Qin
a1 a2 cee Q25 ... Qop
Gnl Ap2 ... Apj ... GQnpn

matrist denktir. )
(i) Olgeklendirme (Scaling): Bir satwr sifirdan farkly bir sabit ile ¢arpma. Ornegin bir sitemdeki eleme
islemlerinde

ail a12 . aij AT
as1 as9 . az;j ... Qop
;1 a;2 cee Qg N 7

apl Ap2 ... Qpj ... dpp



matrisi ile k # 0 igin

matrisi denktir

(iii) Yer degistirme (Replacement): Bir satirin, kendisinin sifirdan bir say ile ¢carpiip baska bir satur ile toplan-

kail

Qapnl

@12
a22

kaig

(n2

alj
az;

kaij

an]‘

Q1n
A2n

k‘am

ann

mast ile yer degistirilebilir. Omegm bir sitemdeki eleme islemlerinde

55

ail a2 a1j A1n

a1 G22 az; azn

ail G52 Qij Qin

Gnl  Ap2 An j Gnpn

matrisi ile k # 0 i¢in
a1 a12 . aij . QA1n
a1 a2 e a2j . a2n
kaji + az  kag + az ka;; + az; kain + azp

Qn1 an2 . An j QAnn

matrisi denktir.
ALGORITMA | 4.40.

Ry :a11x1 + a1920 + ... + a1pT, = by
Rs : ag1x1 + agoxo + ... + aon2, = by

R; :a;1x1 + ajox0 + ... + @iy, = b;
R, : ap121 + apoxo + ... + Qppty, = by

sisteminde 2.satirdaki as1 elemaninin yok etmek i¢in 2.satirs Z—; ile carpip 1.satirdan ¢ikardigimazda ki bu iglems

Ry — Ry— Z—;Rg ile ifade edilir. Benzer sekilde 3.,4.,...,n. satirdaki asy, aq1, --., an1 elemaninin yok etmek igin
3.,4.,...,n..saturlar Z—;, %, e g—“l ile carpwp 1.satwrdan ¢ikardigimizda elde ettigimiz sistem
i ail ai12 . Qa1j ... Qn bl T
1 i 1
b e, T R
: LA ] = : : : :
Ri — Ry — 1R, [ o] 0 afy .. ag;) A I A
R, — Ry — 2+ R, L0 aly el el | e
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(1)

@ (1)

1)

olarak ede ederiz. Burada ayy pivot elemandir. Benzer sekilde 3.,4., ..., n. satirdaki asy , ayy , ..., 0,5 elemaninin
CORNEY) W
yok etmek i¢in 3.,4., ..., n..satwrlar %, %, e af—f’) ile ¢arpip 2.satwrdan ¢ikardigimazda elde ettigimiz sistem
Az Gy n2
[ a1 a2 a3 ... a1y ain b1 ]
@y @) (1) (1) (1)
W 0 e -
Rs — Ry — %Ry @22 a%g) a%ﬁ) a%g) b%Q)
A3z 0 Q33 . Cl3j as,, b‘3
W = [AD ] =] . |
Ri — Ry — a?—f)Rz‘ 0 0 . ag) al? | b
w _ 2) @ | @
Rn - R2 _ %Rn L 0 0 . anj Ann bn ]
A2
bu sekilde islemlere devam ettigimizde sistemi asagidaki gibi elde ederiz:
[ an an a au e ain b&)
1 1 1 1
R O B I
[ A(nfl) | b ] _ 0 0 As3 Asy as, 3
0 0 0 .oaly el | e
n— n—
0 0 0 0 al V| e
veya
Ry :a11x1 + a1920 + ... + a1pTn = by
) (1) 1, _ D
Ry : 0zy + ayy x2 + ... + ay, Ty, = by
R, :0x1 +0xo + ... + agﬁfl)xn = b%”*”

olarak elde ederiz. Buna gore teorem [[-31'de (L4) geri eleme denklemi ile yukaridaki sistemi ¢ozeriz.

Adim 1: A= (ai), .,
Adim 2: i =1 se¢iniz.

1 <1,7 < n verilerini giriniz.

Adim 3: a, # 0,Vi < p < n sayisine belirleyiniz eger boyle bir sayr yoksa ¢ozim yoktur ve islemleri

durdurunuz.

Adim 4: j =i+ 1 olarak belirleyiniz.
Adim 5: k =1 olarak belirleyiniz
Adim 6: m;; = aj;/ai; saypsin belirleyiniz.

Adim 7: aji = aji — mjiaik islemini uygulayimez ve k ye bir artturiaz (k =k +1)

Adim 8: Eger k <mn ise Adim 7’ye gidiniz.

Adim 9: j yi I artterimiz (j=j+1)

Adim 10: Eger j < n ise Advm 5’e gidiniz.

Adum 11: ¢ yi 1 arttervmz =i+ 1)

Adim 12: Egeri <n —1 ise Adim 3 e gidiniz.

Adim 13: Eger ay, = 0 ise ¢ozim yoktur ve islemleri durdurunuz.

. (f§lem kompleksligi - Computational complexity) Yukardaki algoritmadaki herbir R; — R; — 2L R;

i1

iglemlerinin herbirinde (n —i+1),i=1,2,3,....,n — 1 adet ¢carpma ve bélme islemi icermektedir ve islemlerin
de toplami (n — 1) adettir. Buna gore toplamda (n — 1) (n — i+ 1) adet ¢arpma ve bélme islemi gerceklesir. Ve
(n — i) adette toplam iglemi gerceklesmektedir. Buna gore islem sayist

m—i)+n—i)(n—i+1l)=Mn—19)(n—i+2)

Buna gére toplam ¢carpim-bolme islem adeti

9 O

1 1
(n—i)(n—i+2)=-n*+-n?>—-n

3 2 6
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Benzer sekilde satwrarin birbirinden ¢ikarimase i¢inde (n—i) (n— i+ 1) adet islem gerceklesir ki toplamda
¢ikarma iglemlerinin Gauss eliminasyonundaki islem adeti

kadardwr. Geri eleme iterasyonunda ise (n — i) adet ¢arpim (n—i—1) adet toplama iglemi gerceklesir, buna
gore

1Y (i) 1) = %n(n—l—?))—n
=1
i((n—i—mﬂ) _ %n(n+1)—n

O halde toplam carpma-bélme islemi

1, 1 5 1 1
§n3+5n2— gn—f— §n(n+3)—n: gn(n2+3n—1)
ve toplama-c¢ikarma iglemsi ise
L 3

1 1 1
3" —§n+§n(n+1)—n:6n(2n2+3n—5)

adettir. Buna gdre asagidki tabloda n nin durumlarina gore ¢arpma/bolme ve toplama/¢ikarma islemlerinin
islem saysina gorebiliriz. Buna gore bilinmeyen saiyst arttikca hesaplamalarin sayist hazly bir artis gostermektedir.

n carpma/bolme  toplama/¢ikarma
3 17 11

10 430 375

20 3060 2850

30 9890 9425

50 44150 42875

100 343300 338 250

ORNEK 4.41.

T + 229 + x3 + 424 = 13

2x1 + 0xo + 43 + 3x4 = 28
41 + 229 + 223 + 14 = 20
—3x1 + 2o+ 3x3+ 224 =6

sistemini Gauss eleme yontemi ile ¢oziniiz.
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1 2 1 4 13 1 2 1 4 13
2 0 4 3 28 - 0 —4 2 -5 2
4 2 2 1 20 Ry — Ry — 2R, 0 -6 -2 -—15 —32
-3 1 3 2 6 Rs — Ry — 4R, 0o 7 6 14 45
Ry — R4+ 3Ry
1 2 1 4 13
. 0 —4 2 -5 2
Ry s 2Ry 3R, | 0 0 —10 —15 | —70
0 O 38 21 194

Ry — 4R, + 7TR>

1 2 1 4 13
B 0 -4 2 -5 2
Ry—5R4+19R; 0 0 —-10 -15 —70

0 O 0 —180 —360
= 18024 = —360 = x4 =2
—10x3 — 1524 = —70 = 23 =4
—4xo 4+ 2x3 —bry =2 = 19 = —1
T, + 229 + 23 +4x4 =13= 21 =3

]
ORNEK  4.42.
201 + 4xo — 4wy 4+ Ozy = 12
T+ 5(E2 - 5(E3 - 3(E4 =18
21+ 3x9 +x3 + 314 =8
T + 4ro — 223 + 204 = 8
sistemini Gauss eleme yontemi ile ¢oziniiz.
2 4 —4 0 12 2 4 -4 0 12
1 5 -5 =3 18 . 0O 6 -6 —6 24
2 3 1 3 8 Ry — 2Ry — R, 0 -1 5 3 —4
1 4 -2 2 Rs — Rs — Ry 0 4 0 4 4
R4 — 2R4 — R1
2 4 —4 0 12
. 0 6 —6 —6 24
R3 — 6R3 + Ry 0 0 24 12 0
Ry — 3Ry — 2R, 0 0 12 24 —36
2 4 —4 0 12
o 0 6 —6 —6 24
R4*>27%47R3 O O 24 12 0
0 0 0 36 —72
= 36xy, = -T2 =24 = -2
24x3 + 1224, =0=> 23 =1
61‘2—61‘3—61‘4:24$$2 =3
201 +4a0 — 43+ 024 =12 = 21 = 2
O

. i. satwdaki a;; pivot elemany sufir veya sifira yakin bir deger ise sifira bélme igleminden ka¢inmak
icin i.satwry bundan sonra gelen satirlardan merkezi elemant sifirdan farkl olacak sekildeki satir alinur.



ORNEK  4.43.

0.003x + 59.14y = 59.17
5.201z — 6.13y = 46.78

lineer denkleminin ¢ézimi x = 10.0,y = 1.0 olarak elde edilir. Sistemi Gauss eliminasyonu ile ¢ézdigimizde

1. satirt % = 1763.66 ile carpwp 2. satirdan cikarirsak:

0.003 59.14 99.17
9.291 —6.13

. 0.003 59.14 59.17
46.78 | Ry—R2—1763.66R, —104300 —104400

—104300y = —104400 = y = 1.001
= 0.003z + 59.14y = 59.17 = x = —9.713

elde ederiz ki gercek ¢oziimden olduk¢a farkldur.

4.2.4 LU Carpanlarina Ayirma Yoéntemi (LU Factorization Method)

aill a12 . aij . QA1n
a1 as9 . az;j . A92n
- 4.44. A= ' ’ ’ ’ matrisi
Q51 ;2 N Q5 . in
ap1 Ap2 ... Qpj ... GQpp
A = LU
1 0 0 0 0
lo1 1 0 0 o 0
1 ..
I — l31 l32 0 0
ln—l,l ln_l,z ln_173 - 1 0
lnl ln2 ln3 e ln,nfl 1
Uir U2 U113 Ui4 s Uin
0 w2 w23 u . U2n
U — 0 0 u33 Us4 N U3n
0 0 0 e Up—1n—1 Un—1n
0 0 0o ... 0 Unn

olarak yazlabiliyorsa A matrisinin LU ¢arpany mevcuttur denir. Burada L alt i¢gensel matris (lower triangular
matriz) ve U ise st i¢gensel matristir (upper triangular matriz).

PATGORITNMA] 1.15.
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Adim 1: Verilen A = (asj),,,, 1 <14,j < n matrisi igin

li = 1,i=1,2,...,n (4.5)
1 .

lj = —(aij—Zlikukj>,i—2,...,n,j—1,...,i—1 (4.6)
Ujj h—1

1—1
Uq5 = aij—Zlikukj,i: 1,2,...,n,j:i,...,n (47)
k=1
formdilleri ile L alt di¢gensel ve U 1ist ti¢gensel matrislerini hesaplayinaz.
Adim 2:
Ly=1»
denkleminde Teorem [[.29'deki ([&2) ileri eleme formilini kullanarak y ¢ozimini elde ediniz.
Adim 3: Advm 2 de bulunan y yi kullanarak
Ur=y

denkleminde Teorem [{.51'deki (£4) ileri eleme formilind kullanarak x ¢éziimini elde ediniz.

_ 4.46. Ax = b lineer denklemler sistemi Gauss eliminasyomu yardvma ile ¢ozilebiliyorsa A matrisi
A = LU seklinde carpanlarina ayrilir. Dahast L alt tiggensel matrisinin kosegen elemanlar 1 ve U st késegen
elemanlariman késegenleri sifirdan farkhder. Buna gore Ax = b denklemi yerine LUz = b denklemi 2 adum ile

ele alinmar. Oncelikle Ux = y denilerek Ly = b denklemi ¢ézilir sonrasinda ise bulunan y degeri ile Uxr = y
denklemi ¢oziiliir.

ORNEK 4.47.
2 4 —6
A=1|1 5 3
1 3 2
matrisini LU ¢arpanlarna ayiriniz.
1 1
=" lii=lp==1" =" ui1=a1=2 = 121:a—1(a21):§ =" upp=a12 =4
1
1 1
= u13=a13:—6 = U,22:a/22_l21U12:5—§*4:3 = u23:a23—121u13:3—5*(—6):6
(@.39) 1 1 (D) 1 1 1 1
=" l31 = — == "="l3g=—(azz —1 = - 3——x%x4 )| ==
31 w (a31) 5 32 oo (%2 31U12) 3* 2* 3
(Z9) 1 1
=" u3z = azz — (I31u13 + I32u23) = 2 — (5 * (—6) + 3 *6) =3
2 4 —6 1 0 0 2 4 —6
=15 3 |= % 1 0|[0 3 6
13 2 5 3 1J\0 0 3

ORNEK  4.48.

T1 4+ 3xo + Drz + Ty =1
201 — x9 + 313+ Sy = 2
2x3 + 5y = 3

—2x1 —6x0 —3x3+24 =4

sistemini LU ¢arpanlar, yontemsi ile ¢ozuniiz.
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(@Al Sistemin matris olarak gosterimi

1 3 5 7 1
2 -1 3 5 2
0 0 -2 5 3
-2 -6 3 1 4
&0 [Za) 1
=" ln=lp=k=lu=1 =" u1=a1=1 = 121=a—(a21)=2
11
=" U2 =a12=3 = U3=a13=D = UL =a14 =7
= u22=a22—121u12:—1—2*3:—7 = ’U,23=a23—l21U13=3—2*5:—7
&5) 1
= uQ4:a24—l21u14:5—2*7:—9 = l31=—(a31):0
U1
(EX6) 1 1
= 132:u—22(a32—l31u12): (_7)*(0—0*3):0

= U33 = a33 — (13111,13 + 13211,23) = -2 (0 * 5+ 0% (—7)) =-2

@D

uga = aza — (I31u1a + l3ou24) =5 — (0% 7+ 0% (=9)) =5

1 1 1
@ l41 = — (a41) =-2 = l42 = — (a42 — 14111,12) = —— ((—6) — (—2) * 3) =0
u11 U2z (=7)
[Za) 1 1
=" ly3 = — (a43 — lyu13 — 14211,23) = — (3 — (—2) * D — 0% (—7)) = —6.5
uss (—2)
= U444 = Q44 — (l41U14 + l42u24 + 14311,34) =1- ((—2) * 740 % (—9) + (—65) * 5) =47.5
1 3 5 7 1 0 0 0 1 3 5 7
L2 s s [ 21 0 0 0 -7 -7 -9
0 0 -2 5 - 0 0 1 0 0o 0 =2 5
-2 -6 3 1 -2 0 —-65 1 0 0 0 475
1 0 0 0
2 1 0 0
L= 0 0 1 0
-2 0 —-65 1
1 3 5 7
0o -7 =7 -9
U= 0o 0 =2 5
0 O 0 475
1 0 0 0 1 1
2 1 0 0 2 0
Ly=b=1 9 o 1 o |V |3 |7Y | 3
-2 0 —-65 1 4 25.5
1 3 5 7 1 —0.37143
Ue—wo | 0 =T =T =0 | |0 | | —0.53233
=y o0 -2 5 |[*7| 3 T —0.15789
0 O 0 47.5 25.5 0.53684
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4.2.5 Hata Analizi (Error Analysis)

. 1o

Ax = b,
aill a12 . aij . QA1n
a1 as9 . az; . a92n
_A pr—

a;1 ;2 cee Ay e Qin
ap1 Ap2 ... Qpj ... GQpp

Z1 by

T2 ba

Tr = s = .

LTn bn

lineer denklem sisteminde b vektorine verilen kicuk degisimler sonucunda x ¢ozimindeki degisimler biytk
oluyorsa A matrisine iyi taniml olmayan (ill conditioned) matris denir.

ORNEK  4.50.

N
S
I

o

BN

I
o o= =
(SN ST
O = s | =0 =

X

8
|
.08
N
“O“
I

== | =T s | =
O OO~ N -

Tn

denklem sisteminin ¢ozumaii

16
—120
240
—140

tken

verdigimizde ¢Oztumi

13.6
-96.0
186.0

—106.4

olarak elde ederiz.



Simdi ise verilen yontemler icin hata analizini yapalim.

Ax = b,
ail ai12 . a1j . A1n
a1 a2 . a2; . ag2n
A =
i1 ;2 . Qi . (0779
am1 aAm2 ... Gmj ... (mn
T by
i) b2
T = b=
T bm

lineer denklem sisteminin gergek bir ¢ézlimii x ve 7 ise yaklagik ¢dzlimii olmak tizere
r=b— Ax

ile kalan vektort tanimlayalim. Buna gore gercek ¢oziim x ve yaklasik ¢oziim T olmak tizere bunlar arasindaki
hatay1 agagidaki sekilde verebiliriz:

lz =2 = [[A7 o — AT (b= P)| = [[A7F]| < [ATH| 7l =
M < —1 |’I“||
El 4
ayrica
L_ A
bl = ||Az|| < ||A = — <
1]l = [[Az[] < [|A]l ]| Tl = T
ifadesini yukarida yerine yazdigimizda
[l = || 1 171l
A7 ]|A 4.8
S E b jamrypan B i (48)

esitsizligini elde ederiz.

- 4.51. @R) esitsizligindeki r(A) = ||A7Y|| | Al sayrsina A matrisinin durum says (condition
number) adv verilir.

. k(A), A man durum sayisinin ki¢ik olmasy durumunda hata orant kigulir.

4.3 Lineer Denklem Sistmelerinin Coziimleri igin Iteratif Yontemler (Ttera-

tive Methods for Linear Systems of Equations)

Kiigiik boyutlu (Az bilinmeyenli) lineer denklem sistemleri igin iteratif yontemler ¢ok nadir kullanihir. Bu
iteratif yontemlerin yerine Gauss eliminasyonu gibi direk yontemler tercih edilir. Ancak boyutu biiyiik olan
denklem sistemleri i¢in durum g¢ok farklidir. Gauss eliminasyonu hem ¢ok veri depolamasi hemde ¢ok islem
yapmasi yoniinden tercih edilmez. Bu tiir sistemler 6zellikle de devre analizinde (circuit analysis), sinir deger

problemlerinin (baoundary value problem) ve kismi diferansiyel denklemlerin (partial differential equations)
sayisal ¢coziimlerinde kagimiza gelmektedir. Bu tiirlii yontemlerin amaci

Ax =10

lineer denklem sistemlerinin ¢éziimleri icin z(®) baslangic iterasyonu ile baglanip {x(")}zozo dizisi olugturulur.
Ve bu dizilerin olugturulmasinda denklem sistemi

r=Txr+c

olarak yazilir.
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ORNEK 4.52.
107 — XTo +  2x3 = 6
—r1 4+ 1llaxy — xrs3 + 3x4 = 25
21 — X2 + 103 — x4 = -—11
3z — x3 + 8x4y = 15
sistemini
z=Tr+c

formunda yaziniz.
Oyt Denklem sistemininin matris gosterimini

Ax = b,

10 -1 2 0
-1 11 -1 3

A=15 1 10
0 3 -1 8

X1 6

o i) o 25
=1 . = -
Ty 15

ile yapariz. Buna gore herbir degiskeni herbir satirda yanhz birakara yazdigimizda:

xlzﬂ_%_Fﬁ

10
_ oz T3 _ 3x4 25
x2*11x+ i 1135"”%1
— _Z1 L2 Lg __ 22
IO UL A
R N

denklem sistemin elde ederiz ki bu ifadeyi matris olarak gosterdigimizde

z=Tx+c,
0o £ i o
1 0 1 _3
T—| 1L 11 11
_1 1 0 1
5 10 10
o -2 1 0
8 8
T 3
T2 i
T = ,e=1 h
1_%0
Tn 8

olarak da yazariz.
4.3.1 Richard Yo6ntemi (Richard’s Method)

. - s

Ax =b
lineer denklem sitemlerinde A =1 — (I — A) olarak yazilarak
(I-(I-A)z=b=z=T-A)z+b=2%D =T -24)2® +bk=0,1,2,..
iterasyonuna Richard Yéntemi denir. Buna gore

a1121 + a19%2 + ... + a1y, = b1
a21T1 + a22x9 + ... + aonx, = bo

Ap1T1 + Q2o + ... + ApnTy = by,
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lineer denklem sisteminin Jacobi iterasyonu ile ¢ézimiing, verilen x(0) = (xgo),xgo), ...,fo))) baslangic noktasu
1¢in

x§k+1) = (1-a1) :cgk) — algfcék) — = aln:c;k) +b1,k=0,1,2,...

x(QkH) = —aglx(lk) + (1 —a9) :cék) — = agnxﬁf) +bo,k=0,1,2,...

gt — —anlxgk) — angxék) — = (= apn) 2™ + b,k =0,1,2, ...

iteratif yontemler ile hesaplanmaktadr.
ALGORITMA 4.54.
Adim 1: A = (ai;),,, 1 <4,j < n matrisini, b = (b;) vektorini, Kmnax maksimum iterasyon saysin,
e > 0 hata payine giriniz.

Adim 2: Baslangi¢ iterasyonu olarak k = 0 seginiz ve x(0) = (xgo),:cgo), ...,x;‘”) baslangi¢c noktasiny
Veriniz.

Adim 3: i =1 olarak seciniz.

Adim 4:

n
$§k+1) = bz‘ — Zaijxgk) + (1 — a”‘) "Egk)
j=1
J#i
sonraki advma hesaplayiniz.
Adum 5: Egeri <mnisei yi +1 artturniz (i =i+ 1) ve Adim 4 ’de gidiniz.
Adim 6: Eger Hx(k*‘l) — x(k)H < e ise XY coziimdiir ve islemleri sonlandirinz.
Adim 7: Ejger k < Kmax ise k yi +1 arttirniz (k = k+1) ve Adim 3’e gidiniz aksi durumda maksimum
iterasyon saysine yeniden belirlemek tizere Adim 1 e gidiniz.

IRHOEIMNN. Richard yontemi ne zaman yakinsaktir?

_ 4.55. ||I — A|| <1 kosulu saglanmast durumunda Richard yontemi yakinsaktor.
ProorF. Denklem sistemlerini

g ) = (1 - A)a®™ 4 b=y (Jc(k))

olarak yazabildigimizden Teorem B8 den | ¢’ (z)|| = |[I — 4| < 1 kosulu saglanmasi durumunda sabit nokta
vardir ve ¢ozlim yakinsaktir. Ornegin

n

11 = Al = max > laij| + 11— au
=1
i

olarak da hesaplanir. |

ORNEK  4.56.

0.8x1 —0.1x2 +0.1z3 =1
0.71‘2 — 0.21‘3 =—-1
0.2%1 + 0.2%2 + 09£E3 =2

denklem sistemini baslangig iterasyonunu x(0) = (0,0,0),e = 0.0001 secerek Jacobi iterasyonu ile ¢éziindz.

1y = 0227 +01ze—0.123+1

T2

T3

0.3z2 +0.223 — 1
—0.221 — 0.220 4+ 0.1z3 + 2
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0 0 0

r

1 | 2
05 -09° 2,2
059" -0,83" 2,3
0569 -0,789" 2,278
0,5795  -0,7811  2,2718
6 0,57881 -0,77997 2,2675
770,579491" -0,78049 " 2,266982
8" 0,579355" -0,78075 " 2,266898
9" 0,579364" -0,78085 " 2,266969
10" 0,579346 " -0,78086 " 2,266993
11" 0,579346" -0,78086 " 2,267002
12" 0,579345" -0,78086 " 2,267003
13" 0,579345" -0,78086 " 2,267003
14" 0,579345" -0,78086 " 2,267003
15" 0,579345" -0,78086 " 2,267003
16" 0,579345" -0,78086  2,267003
17" 0,579345" -0,78086 " 2,267003

0
r
1
r
2
r
3
r
4
r
5

4.3.2 Jacobi Iterasyonu(Jacobi Iteration)

. Genel olarak verilen bir A =

a1 a2 c.. Ay
a1 a2 c.e A2j
;1 ;2 cee Ay
ap1  Ap2 ... Qpj .

matrislerle ifade edebiliriz. Burada L kdsegen elemanlari sifir ola

4. Az = b FORMUNDAKI LINEER SISTEMLERIN COZUMLERI (THE SOLUTION OF LINEAR SYSTEMS Az = b)

epsilorf|dur/de

0,0001

r
0,0001 devam
0,0001 'devam
0,0001 'devam
0,0001 "devam
0,0001 'Z:Ievam
0,0001 devam
0,0001 devam
0,0001 'devam
0,0001 "dur

r
0,0001 dur
0,0001 dur

r
0,0001 dur

r
0,0001 dur

r
0,0001 dur

r
0,0001 dur

r
0,0001 dur

0,0001 'dur

Q1n

n alt

4 matrising asagidaki gibi tucgensel
wmn

ann

tggensel matris (lower triangular), D



4

kosegen matris (diagonal), U ise kosegen elemanlary sufur olan st ti¢gensel matristir (upper diagonal):

A=L+D+U
0 o ... 0 ... O
a1 0 0 0
L= Qa1 @42 0 (£27%)
p1 Ap2 ... Gpj ... O
a1 0 0 0
0 a9 0 0
P=19 aij 0
0 0O ... 0 ... apn
0 a2 ... Qai; ... Qin
0 0 cee Q25 ... Q2p
U=1o o 0 ain
0 O 0 0

10 -1 2 0
-1 1 -1 3
2 -1 10 -1
0 3 -1 8

ORNEK 4.57. A= matrisint L + D + U, seklinde yazinz.

10 -1 2 0 0 0 0 0 10 0 0 O 0 -1 2 0
A |r sy [0 0 o) fo 1o o fooo -1 3
B 2 -1 10 -1 2 -1 0 O 0 0 10 O 0 0 0 -1
0 3 -1 8 0 3 -1 0 0 0 0 8 0 0 0 0
L D U
I 55
Ax=0»

lineer denklem sitemlerinde
(L+D+U)z=b=Dr=b—(L+U)z = %Y = DY (L+U)z® + D',k =0,1,2,...
iterasyonuna Jacobi iterasyonu denir. Buna gore

a1121 + a19%2 + ... + a1y, = b1
a21T1 + a22x9 + ... + aonx, = bo

Ap1T1 + Q2o + ... + ApnTy = by,
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lineer denklem sisteminin Jacobi iterasyonu ile ¢ézimiing, verilen x(0) = (mgo),xgo), ...,fo))) baslangic noktasu
1¢in

by — (a12$g€) + o+ alnx%k)> L

D = k=0,1,2,...
a1l
(k1) by — (a21x§k> + aggxék)... + agnx%k))
al k=0,1,2,...
a22
by, — (anlxgk) + angxék) + ..+ anm_lx(k_)l)
kD) = ) k=0,1,2,..

ann

iteratif yontemler ile hesaplanmaktadr.
ALGORITMA  4.59.

Adim 1: A = (ai),,,,,1 <i,5 < n matrisini, b = (b;) vektorini, Kmax maksimum iterasyon saysin,
e > 0 hata payine giriniz.

Adim 2: Baglangi¢ iterasyonu olarak k = 0 seginiz ve x(0) = (x§0),:céo), ...,x;‘”) baslangic noktasiny
VEriniz.

Adim 3: i =1 olarak se¢iniz.
Adim 4:

k
bi— V=1 aga”)
ji

k+1
(273

sonraki advma hesaplayiniz.

Adum 5: Egeri <mnisei yi +1 artturniz (i =i+ 1) ve Adim 4 ’de gidiniz.

Adim 6: Eger Hx(kﬂ) — x(k)H < e ise XY coziimdiir ve islemleri sonlandirinz.

Adim 7: Ejger k < Kmax ise k yi +1 arttirniz (k = k+1) ve Adim 3’e gidiniz aksi durumda maksimum
iterasyon saysine yeniden belirlemek tizere Adim 1 e gidiniz.

ORNEK  4.60.
1027 — T2 + 2x3 = 6
—r1 + 1llas — T3 + 3xzy = 25
21 — X2 + 103 — x4 = -—11
3z9 — x3 + 8x4y = 15

denklem sistemini baslangi¢ iterasyonunu x(©) = (0,0,0,0),e = 0.001 secerek Jacobi iterasyonu ile ¢éziniiz.

2 3
N
gt — 2 3 25
2 11 ®) ll(k) 11 X 11
I R G IS G
3 ) 5(k> 1(%@ 10 10
x(k+1) _ 3z x5 + 15
4 8 8 8
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iterasyonBalx1__Edlx2__Eal3__Blx4__Bdlepsilon Bldur/devam K2
r r L2 L4 r

0 0 0 0 0 0,001
1 0,6 2,272727 -1,1 1,875 0,001 devam
2 1,102273 1,715909 -0,80523 0,885227 0,001 devam
3 0,972898 2,058306 -1,06034 1,130881 0,001 devam
4 1,070916 1,956356 -0,97566 0,970593 0,001 devam
5 1,039551 2,01668 -1,02149 1,019409 0,001 devam
6 1,05704 1,996349 -1,0043 0,991059 0,001 devam
7 1,05071 2,007233 -1,01267 1,000832 0,001 devam
8 1,05389 2,003232 -1,00934 0,995704 0,001 devam
9 1,052657 2,005222 -1,01088 0,997621 0,001 devam

10 1,053243 2,004446 -1,01025 0,996681 0,001 dur

11 1,053006 2,004814 -1,01054 0,997052 0,001 dur

12 1,053115 2,004665 -1,01041 0,996878 0,001 dur

ORNEK 4.61.

de—y+2z = 7
dr —8y+2z = =21
—2x+y+52z = 15

denklem sistemini baslangig iterasyonunu x(0) = (0,0,0),e = 0.0001 secerek Jacobi iterasyonu ile ¢éziindz.

Coztim

x(k*‘rl) - y(k) — Z(k) + 7
4
y(kJrl) 4§C(k) + Z(k) + 21
8
Z(kJrl) _ 2x(k) — y(k) + 15

5
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Mmmmmm

o 0 0,0001
1 1,757 2,625° 3 0,0001 devam
2 1,65625°  3,875° 3,175  0,0001 devam
3" 1925 38 28875 0,0001 devam

4" 1,990625" 3,948438" 30,0001 devam
5"1,987109" 3,995313" 3,006563  0,0001 devam
6" 1,997188" 3,994375  2,995781  0,0001 devam
7" 1,999648" 3,998066 " 30,0001 devam
8" 1,999517" 3,999824 " 3,000246  0,0001 devam
9" 1,999895" 3,999789" 2,999842  0,0001 devam
10" 1,999987 " 3,999927 " 30,0001 devam
11" 1,999982 " 3,999993 " 3,000009  0,0001 dur

1271, 999996~ "3, 999992 "2,999994  0,0001 dur

F F

13 2" 3, 999997 30,0001 dur
r

14" 1, 999999" 4" 30,0001 dur
r r r L4

15 2 4 30,0001 dur
F F F F

16 2 4 30,0001 dur
L r L r

17 2 4 3 0,0001 dur

O
. Jacobi iterasyonu ne zaman yakinsaktir?
_ 4.62. HD*1 (L+ U)H < 1 kosulu saglanmast durumunda Jacobt iterasyonu yakinsaktur.
PRrOOF. Denklem sistemlerini
e ) = D=L+ U) 2™ + D 1b—g<())
olarak yazabildigimizden Teorem BRden ||¢' (z)| = H— (L+0) || < 1 kosulu saglanmasi durumunda sabit
nokta vardir ve ¢oziim yakinsaktir. Ornegin
D=1 ag]
|[-D~" (L + U)|| = max S B
1 |a”~|
olarak da hesaplanir. Buna gore > j—1 |a;j| < |a;;| kosulu saglanirsa Jacobi yéntemi yakisaktir deriz. O
JFi
ORNEK 4.63.
—2x+y+52z = 15
dr —8y+2z = =21
de—y+2z = 7
denklem sistemi icin x(©) = (0,0,0),e = 0.0001 secerek Jacobi iterasyonu ile ¢oziminin yakinsamadigini

gosteriniz. Neden yakinsamadige konusunda yorum yapiniz.



4.3.3 Gauss-Seidel iterasyonu(Gauss-Seidel Iteration)

. - o4

Azx =10

L) y® 452 15
2
YD 4z 4 2 4 21
8
Z(k‘i‘l) — —4£C(k) + y(k) +7
iterasyonBlx By Bz Bllepsilonidur/de B
0 0 0 00,0001
r r r r
1 -7,5 2,625 7 0,0001 devam
2" 11,3125"  -0,25" 39625 0,0001 devam
3" 91,4375 13,23438°  -385  0,0001 devam
4" -97,1328" 4353125 -345516  0,0001 devam
5" .849,523" -89,1309 " 439,0625  0,0001 devam
6 1045,591 -367,254 3315963  0,0001 devam
7" 8098,78" 9399158 -4542,62  0,0001 devam
8" -10894,1" 3484,188" -31448,2  0,0001 devam
9" -76885,9" -9375,44" 47067,53  0,0001 devam
10" 112973,6 " -32556,9  298175,2  0,0001 devam
11" 729152,1" 93761,33" -484444  0,0001 devam
12" -1164238 " 304023,2"-2822840  0,0001 devam
13"-6905096~ -934971" 4960980  0,0001 devam
14711934958 -2832423 726685422  0,0001 devam
1565297335 9303159 -5,1E+07  0,0001 devam
16" -1,2E+08 26327139 -2,5E+08  0,0001 devam
17" -6,2E+08" -9,2E+07” 5,13E+08  0,0001 devam
18 -1,4E+08  -2,4E+08” 2,37E+09  0,0001 devam
19 -6,2E+08  2,28E+08” 3,06E+08  0,0001 devam
20 -54E+07 -2,76+08  2,7E+09  0,0001 devam
21 -7E+08 3,11E+08  -5,6E+07  0,0001 devam
22 44933568 -3,6E+08 3,12E+09  0,0001 devam
23 -82E+08 4,12E+08 -54E+08  0,0001 devam
24 1,76E+08° -4,7E+08  3,67E+09  0,0001 devam
25 -9,7E+08  5,47E+08 -1,2E+09  0,0001 devam
26 3,49E+08° -6,3E+08 4,41E+09  0,0001 devam
0 1/2 5/2
D (L+U)|=|4/8 0 1/8| =4.154>1
—4 1 0

oldugundan Jacobi yontemi herhangi bir baglangic iterasyonu igin yakinsak degildir.

71



72 4. Az = b FORMUNDAKI LINEER SISTEMLERIN GOZUMLERI (THE SOLUTION OF LINEAR SYSTEMS Az = b)
lineer denklem sitemlerinde

(L+D+U)z=b= Dr=>b—(L+U)z = 5+ = p-1 (b—Lx<k+1> —Ux(k>) k=0,1,2,...
iterasyonuna Gauss-Seidel iterasyonu denir. Buna gore

a1, + a19x2 + ... + a1, = b
a21T1 + a22x9 + ... + aonx, = bo

Ap1T1 + Gp2T2 + ... + Apn Ty = by

lineer denklem sisteminin Gauss-Seidel iterasyonu ile ¢ozimiini, verilen x(©) = (mgo),xgo), ...,xSf))) baslangig

noktasu icin

by — (algl‘gk) + ...+ alnx%k))

2 k=0,1,2,...
a11
(k+1) by — (agll‘ngrl) + aggl‘gk)... + agnx%k))
T = k=0,1,2,..
@22

by, — (anlmgkﬂ) + anga:gkﬂ) + ...+ amn_lxgbkjll))

kD) — k=0,1,2,...
ann

iteratif yontemler ile hesaplanmaktadr.
ALGORITMA  4.65.

Adim 1: A = (aij),., 1 <14,j < n matrisini, b = (b;) vektorini, Kunax maksimum iterasyon saysin,
e > 0 hata paywne giriniz.

Adim 2: Baslangi¢ iterasyonu olarak k = 0 seginiz ve x(0) = (mgo),xgo), ...,xSf))) baslangic moktasiny
VETIniz.

Adim 3: i =1 olarak seciniz.
Adim 4:
k k
bi— Y= ayal” — S agaY
(k+1) _ i<j P>
3
Qi

xT

sonraki advma hesaplayiniz.

Adum 5: Egeri <mnisei yi +1 artturniz (i =i+ 1) ve Adim 4 ’de gidiniz.

Adim 6: Eger Hx(kﬂ) — x(k)H < e ise XY coziimdiir ve islemleri sonlandirinz.

Adim 7: Ejger k < Kmax ise k yi +1 arttirniz (k = k+1) ve Adim 3’e gidiniz aksi durumda maksimum
iterasyon sayisine yeniden belirlemek tizere Adim 1 e gidiniz.

ORNEK  4.66.
de—y+2z = T
dr —8y+2z = =21
—2rx+y+5z = 15

denklem sistemini baslangi¢ iterasyonunu x\©) = (0,0,0),e = 0.0001 segerek Gauss-Seidel iterasyonu ile ¢oziniz.

(Ofvatinl Gauss-Seidel iterasyonu ile denklem sistemini

z(k+1) /4 0 0 7 0 0 0\ [z*D 0 —1 1\ [z®
y | = 0 —1/8 0 =21 =4 0 o) [y*V)—{0o 0o 1| |y®
S (k+1) 0 0 1/5 15 -2 1 0/ \*+D 0 0 0/ \z®



L) y*) — (k) 7
4
S = 4k 1 2(K) 4 91
8
b1 2z (k1) g (k+1) 415
5

MWWWWW

o 0 0,00001
1 1,75 3,5 3 0,00001 Devam
2 1,875" 3,9375° 2,9625 0,00001 Devam
3" 1,99375" 3,992188" 2,999063  0,00001 Devam

4" 1,998281" 3,999023 " 2,999508  0,00001 Devam
571,999879" 3,999878" 2,999976  0,00001 Devam
6 1,999975  3,999985” 2,999993  0,00001 Devam

7" 1,999998" 3,999998 " 3 0,00001 Devam
8" 2" 4" 3 0,00001 Dur
r r r r
9 2 4 3 0,00001 Dur
r r r r
10 2 4 3 0,00001 Dur
r r r r
11 2 4 3 0,00001 Dur
r r r r
12 2 4 3 0,00001 Dur
r r r r
13 2 4 3 0,00001 Dur
0
ORNEK 4.67.
10 2 —1 3 1 1 5
2 10 2 -1 3 || -2
-1 2 10 2 —1 xr3 | = 4
3 -1 2 10 2| |m -2
1 3 —1 2 10 Ts5 5

denklem sistemini baslangi¢ iterasyonunu x(©) = (0,0,0,0,0),& = 0.00001 secerek Gauss-Seidel iterasyonu ile
¢cozZUNUz.
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(0674008 Gauss-Seidel iterasyonu ile denklem sistemini

(k+1) (k+1)
My /10 0 0 0 0 5 00 0 00\ (%
2 0 110 0 0 0 ~2 2.0 0 0 0f [
2= 0 0 1/10 0 0 41-1-1 2 0 0 0of]aF
MOR o 0 0 1/10 0 -2 3 -1 2 0 0f [,
L) o 0 0 0 1/10 5 13 -1 .2 0/ \ @+
5 5
(k)
/1o 0 0 0 0 002 -1 3 1\ (71
0 110 0 0 0 00 2 -1 2
- o o 110 0 o0 00 0 2 —1f][a
o 0 0 1/10 0 00 0 0 2]|;m
o 0o o o 110/ \0oo0 0o 0o 0/ w
5
x(k+1) o 5—2xgk)+xgk)—3xik)—xék>
! B (k+1>10 (k) 4 (k) _g..(K)
$(2k+1) _ —2—2x; 721167’ +x, =3z,
L) 4z (FTD o J D g (0 4 5 ()
3 - 10
xik+1) _ 727395(1’““)”;’“;)721‘5,’“*1)7295;’“)
LD 5—a{F T _3g (D) g (k) g ()
5 10

4

iterasyonBdlx1  Ed[x2  [Edlx3  Ellxa  Elxs  BllepsilonE|dur/devam B
i 0" 0" 0

i 0" o" 0 0,00001
1 0,5 -0,3 051  -038 0667 0,00001 Devam
20,6583 -0,67176 0,742882 -0,66287 0,84256 0,00001 Devam
3 0,823244 -0,83228 0,86561 -0,82193 0,918307 0,00001 Devam
4 0,907766 -0,91236 0,929466 -0,90498 0,956874  0,00001 Devam
5 0,951225 -0,9537 0,962546 -0,94915 0,977072 0,00001 Devam
6 0,974032 -0,97535 0,980011 -0,97276 0,987756 0,00001 Devam
7 0,986124 -0,98683 0,989306 -0,9854 0,993447 0,00001 Devam
8 0,992571 -0,99295 0,994271 -0,99217 0,996488  0,00001 Devam
9 0,996019 -0,99622 0,996929 -0,9958 0,998117  0,00001 Devam
10 0,997865 -0,99797 0,998353 -0,99775 0,99899 0,00001 Devam
11 0,998855 -0,99891 0,999116 -0,99879 0,999458 0,00001 Devam
12 0,999386 -0,99942 0,999526 -0,99935 0,999709  0,00001 Devam
13 0,99967 -0,99969 0,999746 -0,99965 0,999844  0,00001 Devam
14 0,999823 -0,99983 0,999864 -0,99981 0,999916 0,00001 Devam
15 0,999905 -0,99991 0,999927 -0,9999 0,999955 0,00001 Devam
16 0,999949 -0,99995 0,999961 -0,99995 0,999976 0,00001 Devam
17 0,999973 -0,99997 0,999979 -0,99997 0,999987 0,00001 Devam
18 0,999985 -0,99999 0,999989 -0,99998 0,999993 0,00001 Devam
19 0,999992 -0,99999 0,999994 -0,99999 0,999996 0,00001 Dur
20 0,999996 -1 0,999997 -1 0,999998  0,00001 Dur
21 0,999998 -1 0,999998 -1 0,999999  0,00001 Dur
22 0,999999 -1 0,999999 -1 0,999999  0,00001 Dur
23 0,999999 -1 0,999999 1 1 0,00001 Dur
24 1 il 1 il 1 0,00001 Dur
25 1 -1 1 -1 1 0,00001 Dur
26 1 il 1 il 1 0,00001 Dur
27 1 -1 1 -1 1 0,00001 Dur
28 1 il 1 il 1 0,00001 Dur

FI1GURE 4.3. Denklemin grafigi
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. Gauss-Seidel iterasyonu ne zaman yakinsaktir?
_ 4.68. H(L—l—D)_1 UH < 1 kosulu saglanmast durumunda Gauss-Seidel iterasyonu iterasyonu

yakinsaktar.

PROOF. Denklem sistemlerini
Dz = (b — LD — Ux“”) = (D4 L)2*+) = (b — Um“”) = ¢+ = (D4 L) (b - Ux(k)> =g (x(k))

olarak yazabildigimizden Teorem B8 den ||¢’ (z)|| = H -D+L)! UH < 1 kogulu saglanmasi durumunda sabit

nokta vardir ve ¢oziim yakinsaktir. Ornegin
>i=1 laij]
|[-D~' (L +U)|| = max S - N
i |a”|

olarak da hesaplanir. Buna gore Y j—1 |a;;| < |ai;| kosulu saglamirsa Jacobi yontemi yakinsaktir deriz. O
i






Chapter 5

Interpolasyon (Interpolation)

Ornegin bir iilkedeki niifus 5 yilda bir dl¢iiliir. Niifus saymm yillar1 arasindaki degerleri elde etmek adma
interpolasyon yontemi kullanilir.
5.1 Polinom Interpolasyonu (Polynomial Interpolation)

Agagidaki teorem interpolasyon fonksiyonunun varhigi ve tekligi hakkindadir.

_ 5.1. (Weierstrass Yaklagim Teoremi) f (x),[a,b] aralginda strekli fonksiyon ise bu aralikta en
az bir p (x) polinomu vardar:
|f(x) —p(x)] <e,Vz € [a,b

I >

o | L1 | T2 | «-v | Ty
Yo | Y1 Y2 | .- | Yn

verilen degerleri i¢in bir tek
P (2) = apz™ + ar1z" "t + .+ ay,
n. dereceden polinomu vardir ve
P () =y, =0,1,2,....n
ProOF. Timevarim yontemi ile yapicagiz. n = 0 olsun. Bu durumda verilen nokta (zg, yo) noktas: olacag
i¢in pg (z) = yo polinomu tek turliidiir. Simdi n i¢in dogru olsun:

Dn () = apx™ + az™ '+ . +an

polinomu tek tiirli olsun.
Prt1 () = pn () + (@ —20) (. —21) ... (2 — )
olarak yazalim. Burada
Ynt1 = Pn (Tni1)
(Tnt1 — 20) (Tnt1 — 21) oo (Tpy1 — Tn)
olarak secelim. Boylece pp,+1 () polinomu tanimlanmigtir ve (n 4 1) . dereceden bir polinomdur. Dahas

CcC =

Pnt1 (Ti) = pu(x),i=0,1,2,...n

Prt1(Tn+1) = Pn(@ng1) +C(@ng1 — @0) (Tnt1 — 21) - (Tns1 — Tn)
Pn (Tnt1) + (Ynt1 = P (Tnt1)) = Ynt1
Teklik icin ise boyle bir polinomun tek olmadigini varsayalim:

pn () = apz" +arz" .. +ay

qn (1) = box" +bix" + . +b,
polinomlar: yukaridaki kogulu sagladigindan

Sn (Ti) = pn (Ti) — qn () = 0,i=0,1,2,3, ...

s
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bu ise s, () polinomunun (n + 1) kdkii olmasi demektir ki (n + 1). dereceden bir polinom oldugu sonucunu
verir. Halbuki p, () ve ¢, (x) fonksiyonlar1 n. dereceden polinom olduklarindan bunlarin fark: olan s, (x)
polinomu da n. dereceden olmalidir. Bu ¢eligki, varsayimimizin yanlis olmasi demektir ki sonug olarak tek tiirli
bir polinom vardir. O

5.2  Temel Yaklagim (Naive Approach)
P (2) = apz™ + a12" ' + ...+ a,
polinomu
Pn (xz) = yzaZ = 0) 17 2) PR
kogulunu saglasin. Buna gore
aorh + a1zft + ap_1z0 +an = Yo
apx} + alx;kl +.p1T1ta, = N
aoTl + a1+ 1T, tan = Yo
bu ise
-1
g xg T ao Yo
ap o ap! | ay Y
xzfl xz:% Tp-1 1 An—1 Yn—1
mg mg_l xn 1 an yn
sisteminde ag, a1, ..., a, katsayilarin1 bulmaktir.Burada
ap ! xo 1
At ;1
-1
T B
xn ant Ty 1

matrisine Vandermonde matrisi denir.Vandermonde matrisi genelde tekil olmayan matristir ancak gogunlukla
condition sayis1 bliylik oldugundan karakli bir ¢oztim vermez.

ORNEK 5.3.
7 — | 0. 1. 2. 3. 4.
O O O i
x; 2314516718 10.6
Yi 1214119 12.8 | 22.5

verilen degerleri i¢in

pa () = apz* + a12® + asx® + asz + ay

polinomunu olusturarak x = 5 noktasindaki degerini bulunuz.

23% 233 232 23 1
45% 453 452 45 1
6.7* 6.7 677 6.7 1

84 83 82 8 1
10.6* 10.6° 10.6> 10.6 1

ao
ai
a2
as
Q4

1.2
4.1
9
12.8
22.5

ao
aj
a2
as
Qa4

=

pa (z) = 3.2901 x 102" — 8.4440 x 1032 + 0.2790422
pa (5) =5.0435

—0.33336x 4 0.58415 =

3.2901 x 10~4
—8.4440 x 1073
0.27904
—0.33336
0.58415

=
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5.3  Lagrange Polinomlar1 (Lagrange Polynomial)

o | L1 | T2 | «-v | T
Yo | Y1 Y2 | .- | Yn

verilen degerleri igin n. dereceden Lagrange polinomunu agagidaki gibi veririz:

Pn () = yoLo (x) +y1L1 () + ... + ynLn (2)
burada

(x —x1) (x — x2) ... (T — xp)

Lo(z) = (o — 21) (0 — 72) .. (T0 — Tn)

B (:L'—SCO) (:L’—(Eg)...((ﬁ_xn)
“) - G
L) = (x —x0) (x — 1) . (T — p—1)

(X — o) (X — 1) oo (T, — Tp—1)

fonksiyonlarma temel fonksiyonlar (cardinal function) denir.

ORNEK 5.4.
71— 0.11. | 2.
I O
T; 012 3
vi |7 [11]28

noktalary verildigine gore Lagrange polinomunu olusturup x = 1 noktasinda y degerini hesaplayiniz.

p2 () = yoLo (z) + y1 L1 (x) + y2 L2 (z)

burada
Lo(@-%é[&(m) 6x2—6x+1
(x—0)(z—3) 3 1
Ly (z) = 2-0)2-3) =L (z) = 2%~ §x2
(z = 0)(z—2) _ L, 2
Ly (z) = 5-03-2) = Ly (z) = 3%~ 3¢

p2 (x ):yoL (z) +y1L1 () + ya Lo (v)
z) + 1114 (z )+28L2( )

Lo (x)
5 1 2
—7( — g%t )+11( x—— )+28(§x2—§x>
=522 -8z 4+ 7=
pp(1) =512 -8x1+7=4
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28T
26T
24t
27
20T
18T
16T
141
121
10T

i

6+

4+ | | ! | | | | | | | | | |

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
X

y

ORNEK 5.5.
1 — | 0.[1.]2. |3.
I O O
T; 01111315
Yi 1 2 6 7

noktalary verildigine gore Lagrange polinomunu olusturup x = 2 noktasinda y degerini hesaplayiniz.

p3 (x) = yoLo (x) + y1 L1 (x) + y2 Lo () 4+ ysL3 (x)

burada
LO(QT):%:i;ig:g;ég:g=>Lo(m)=—1i5x3+§x2—1—5x+1
)= (i) = =
L@ Em0E- D= L 1, 8

(5-0)(5-1)(5—3) 40 10 40
p3 (x) = yoLo (z) + y1L1 () + y2La (x) 4+ y3Ls ()
= Lo (:L‘) + 2L1 ((E) + 6L2 ((E) + 7L3 (:L')

1, 3, 23 1, , 15
==+ 2?1 42 2t -2+ =
(15x+5x 15‘7“L>Jr <8x v

R R A Ry |
1207 T10" Tt T T
17 s 9 , 29
2N = —— (2P 4+ = (2% + 2 w241
P3(2) = =5+ )+ 15+ () 4+ 5 2+
79
— Y _305
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5.4 Newton Yontemi (Newton Method)

Lagrange polinomlar: oldukga basit olmasina ragmen bazen etkili bir logaritma olmadigr goriiliir. Bunun
icin Newton tarafindan agagidaki sekilde bir yaklagim verilmigtir.

o | X1 | T2 | «oo | T
Yo | Y1 [ Y2 | - | YUn

verilen degerleri i¢in

q(z) = 1

q1(z) = (v—w0)

() = (z—z0) (v — 1)

g (z) = (z—z0)(z—z1) (v —72)

gn (¥) = (v —m0)(x—21) (T —2p-1)

fonksiyonlar1 i¢in n. mertebden polinomu

pn(z) = Z cigi (x)
i=0

coqo (z) +€1¢2 () + -+ + cngn (2)
= ¢t (x—2x0)+co(z—x0)(x—21)
+es (v —x) (. —x1) (& —a2) + -+

+en (@ —w) (x — 1)+ (& — 1)

olarak verilir. Burada cg, c1, ..., ¢, katsayilarin elde etmek igin

Pn (o) = Yo = co=1Yo
pn (1) = y1=co+c(r1—x0) =y
Pn(T2) = yoa=co+c1(x2—x0) + 2 (2 — o) (T2 — 1) = Yo

Pn(Tn) = yn=>cot+c1(@n—x0)+ -+ cn(xn —z0) (X —21) - (T — Tn_1) = Yn
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ve bunu matris olarak ifade edersek

1 0 0 0 Co Yo
1 ((El — :L'()) 0 0 C1 Y1
1 (z2—z0) (x2—20)(x2 —21) .. 0 co | =1y
1 (zn—x0) (zn—20)(zn—x1) o (Tn—20)(@n —21) (T — Tp—1) Cn Yn
ORNEK 5.6.
t— | 0. 1. ] 2.
+ 4 4
Z; 0 2 3
yi |7 [11]28

noktalary verildigine gore Newton yontemini kullanarak 2. dereceden polinomunu olusturup © = 1 noktasinda y
degerini hesaplayiniz.

1 0 0 Co 7 Co 7
1 2 0 cal=(11]l=|al|l=12
1 3 31=6 c2 28 C2 )

co+c1(x—x0)+c2(z—x0) (x —21) =
po(x) =742z +52 (2 —2) = po (z) = 52® — 8z + 7
p2(1)24

]
[V}
=
~—
l

28T
Yol
241
27
207
18
16
141
121
10
st
6t

4+ | | ! | | | | | | | | | |

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
X

O
ORNEK 5.7.
:— 0. ]1.(2.1]3.
R
T; 011315

noktalary verildigine gore Newton yontemini kullanarak 3. dereceden polinomunu olusturup © = 2 noktasinda y
degerini hesaplayiniz.



1 0 0 0 Co 1 Co 1

1 1 0 0 al_[2||a]_ 1

13 6 0 C2 - 6 Co o %

1 5 5x(b—-1) 5x(b—1)%(5—-23) s 7 3 -
p3(z) =co+c1(x—x) +ea(x—ax0) (x—21) +c3(x— o) (v —21) (T —22) =

ps(@) =1+ o+ 3w —1)~ oo (o —1) (2 - 3)

= p3 () :—11—270x3+%x2+12—§)x+1
ps(2) = % =3.95

Y.l
6t
51
Al
.l
51

1 } } } } {

0 1 2 3 4 5

X

5.5  Boliinmiis Farklar (Divided Differences)

Boliinmiig farklar yontemi agagidaki sekilde verilir.

o | L1 | T2 | «-v | Ty
Yo | Y1 [ Y2 | - | YUn
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verilen degerleri i¢in asagidaki boliinmiig farklar hesaplanir:

zo | [ (z0) = [ [w0]
> f [x();xl]
_ flza]=flzo]
— f [zo, 21, 2]
> 0,T1,T2
zy | f(21) = fla] — Lflzmo]—flwo,mi]
X2 —XIQ
> f [xlamQ]
_ flaa]—flzi]
— > f w1, 22, 23]
zy | f(x2) = [z _ flwa,ws]—flar,@s]
r3—=T1
>f[$2,l‘3] >f[])0,])1,$2,...,],‘n]
_ flxs]—flz2] ce. _ flz1,z2,...,xn]— flro,21,2,....Tn_1]
r3—T2 [ ] Ty —T0
> f €L2,T3, T4
z3 | f(x3) = fws] _ flaasza]~ flwams]
> f [1}3,1‘4]
_ flwa)— flas]
T4—I3
> f [xn—Qamn—l;mn]
_ Jlznan—1]—flzn 2,2n 1]
> f [xn—lvxn]
_ Hlou—flaa]
Ty —Tp_1
q(z) = 1
a(z) = (z—20)
@ () = (z—m)(z—21)
@ (x) = (z—w)(x—a1)(x—22)
dn (.13) = (J) - .130) (J) - xl) (J) - xn—l)
polinomlar1 ve
co = flwo]
aa = f [370,371]
C2 = f[m(),l‘l,l'g]
c3 = f[$0,$1,$2,$3]

cn = flxo, @1, 22,..., 2]

katsayilar: i¢in boliinmiig farklar ile elde edilen n. mertebeden polinomu

pn(z) = Zci%’ (x)
i=0

= coqo () +c1q2 (¥) + -+ + cngn (1)
co+c1(x—xg) 4+ co(x—x0) (2 —21)
+ez (@ —mo) (x — 1) (T —22) + -+

+en (@ —a0) (x —x1) -+ (. — 2p_1)



ORNEK 5.8.
t— 0.1 |2
L4 4
x; 012 |3
Yi 7| 1128
noktalar, veridigine gore bolinmais farklar yontemini kullanarak 2. dereceden polinomunu olusturup x = 1
noktasinda y degerini hesaplayiniz.
(E():O f(xo):f[xo]:7
> f [mOaxl]
_ flza]— [900]
_onZt
~ -0 *2
f[x07x17x2]
T = 2=11 f (xl) = f [ml] - f;[ml’ij] xf(;[zo’zl]
~ 3-0
> flz1, 2]
_ Sflzo]—flai]
287317
=== =17
zy =3 f(z2) = flzxa] =28

pa(x) =co+c1(x—x0) 4+ co(x—a0) (x—27)
= flzo] + [ [xo, 21] (x — 20) + [ [0, 21, 22] (z — 20) (z — 21) =
po(x) =742z + 52 (x —2) = po (z) = 52® — 8z + 7
p2(1) =4

28T
26T
241
27
207
18
16
141
121
10

st

6t

4 F———— e ——————

0.0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
X

Yy

OJ
ORNEK 5.9.
1 — 0. ]1.12.]13
R
T; 011315

noktalary verildigine gore bolinmais farklar yontemini kullanarak 3. dereceden polinomunu olusturup x = 2
noktasinda y degerini hesaplayiniz.
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29 =0 | f(xg) = flxo] =1
> f [mOaxl]
— flza]=flzo]
P R
=i !
> flzo, 21, 22]
r1=1|f(21) = flz1] =2 = —ff[xhz;]:gg{)[xmxl]
_21 1
30 3
> f w1, 20] > flwo, 1,72, 73]
— flwa]—flza] _ [flzr,wa,ws]—flro.x,a0]
S = SR,
=301~ ~ 50— " 120
> f[x17x2)m3]
2o =3 | f(2) = flws] =6 ol T
— 372 _ 3
51 8
> f |72, 23]
_ [flzs]—flzo]
7-6"_" 4
53— 5
v3 =5 f(w3) = flo3] =7

ps(x) =co+c1(x—x0)+co(x—a0)(x—21)+ 3 (x—20) (x— 1) (T — 22)
= [ [wo] + [ [wo, 21] (z — o) + f [0, 1, w2] (& — m0) (x — 21)

+f[xo, 21,22, 23] (x — x0) (¥ — 1) (. — 22) =

pg(x):1+x+%x(x—1)—£x(m—1)(x—3)

120

= p3 (z) :—11—27()$3+%x2+12—§)x+1
p3(2) = % =3.95

y, 1
61
51
s
34
s

1 f f f f

0 1 2 3 4

X L




Chapter 6

Sayisal integral (Numerical Integration)

Bu bolimde fol exp (xz) dzx veya fow cos (m2) dx gibi integralleri nasil hesaplayabiliriz hakkinda konusacagiz.

6.1 Dikdoértgenler kurali (Rectangular rule)

/abf(x)dx

integralini sayisal hesaplamak i¢in [a, b] araligim agagidaki sekilde bolelim:

a = Tp<r1<a2<...<xp=0">
b—a
h pr—
n
;i = a+ih,i=0,1,2,...n

6.1.1 Sol Nokta kurali (Left-point rule)

Sol nokta kurali-dikdortgenler yontemi ile integralin sayisal ifadesini agagidaki gibi veririz:

b n—1
/ fx)yde=h)" f(x)
a i=0
y=1fx)
// |
| | X
0 a Xje_q Xy b

6.1.2 Sag Nokta kurali (Right-point rule)
Sag nokta kurali-dikdortgenler yontemi ile integralin sayisal ifadesini agagidaki gibi veririz:
b n
[ r@de=ndy f)
@ i=1

87
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y=f(x)

c-______

0 a X4 X

6.1.3 Orta nokta kurali (Midpoint rule)

_ 1 .
Ti=a+ (z—§> h,i=1,2,...n

orta noktalari i¢in integrali orta nokta kurali -dikdortgenler yontemi ile integralin sayisal ifadesini agagidaki gibi
veririz:

b n
/f(x)d:v%hZf(@)

i=1

Tl———— = =

0 a Xp—1 Xy

ORNEK 6.1.

4 2
/ 13(x x )dx
1

e3r

integralint n = 6 secerek sol, sag ve orta nokta kurally dikdortgenler yontemi ile ¢éziniz.

y="f(x)

Tl———— = =

0 a Xp—1 Xy




(@fovatinall (i) & (i) Sol & Sag nokta kurallar

13 (z — 22
floy= 2l
e
PR S
6 2
rzo=1 |21 =15 To =2 xr3 = 2.5 Ty =3 r5 = 3.5 e =4
f@) f(L.5) f(2) f(2.5) f3) f(3.5) f(4)
=0 = —1.0276 = —1.2945 = —1.1465 = —0.8665 = —0.59691 = —0.38669
Sol nokta :>/ d ~h I (z:)
b il
=3 (0 —1.0276 — 1.2945 — 1.1465 — 0.8665 — 0.59691) = —2.466
x — 22
Sag nokta:>/ ? hZf Z;)
=3 (—1.0276 — 1.2945 — 1.1465 — 0.8665 — 0.59691 — 0.38669) = —2.6594
Orta nokta i¢in
T, = 1+21.5 Ty = 1.52+z Ts = z+21.5 Ta = 2.52+5 Tp = 5+25.5 To = 5.52+4
=1.25 =1.75 =2.25 =2.75 =3.25 =3.75
f(1.25) = f(1.75) = f(2.25) = f(2.75) = f(3.25) = f(3.75) =
—0.623 —1.236 —1.2511 —1.0112 —0.72581 —0.4835
13 (x — 2
d ~h f (@) =
R OW
1
5 (—0.623 —1.236 — 1.2511 — 1.0112 — 0.72581 — 0.4835) = —2.6653

6.2 Newton - Cotes Formiilii (Newton—Cotes Formulas)

Bu yontemde f (z) fonksiyonunun [a,b] araligindaki x; = a + ih,i = 0,1,2
gecen Lagrange polinomu ele alinir:

i) X1 To In |

fzo) | [ (1) | f(22) f(zn) |

verilen degerleri igin n. dereceden Lagrange polinomunu agagidaki gibi veririz

Pn () = [ (x0) Lo (x) + f (1) L1 (2) + . 4 [ (20) L (2)
burada
() (@ —xe) . ()
LO ((L’) o (330 —J)l) (330—332)...(.1?0—.13”)
. (x —x0) (x — x2) ... (T — xp)
Ll( ) (331 —J)Q) (331 —332)...(331 —xn)
Lo (2) (x —x0) (x —x1) . (T — Xp—1)

(X — o) (X, — 1) oo (Ty, — Tp—1)

o, b= e

degerlerinden
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Buna gore fonksiyonun bu araliktaki integrali polinomun integraline denktir:

[ 1@ [ e

:/:éf(xi)Li(a:)dx

b noob
- f(w)dwﬁf(a?i);/a L (@) do

formiiliine Newton-Cotes formiilii denir.
ORNEK 6.2.

41 2
/ S(x x)dx
1

631’

integralint n = 3 secerek Newton-Cotes yontemsi ile ¢oziniiz.

f(x)_l?)(a:e;gx)
pet=1l
3
rzo=1 |21 =2 To =3 r3 =4
(1) f(2) f(3) f(4)
0 | =212945 | =208665 | = —0.38669
 Ger)G-m)e-m) (@-D-8@-4) 3, 1, 13
Lol@) = Qoo o —m) mo—ws) ~ (=213 (i-1 2° §° 3°+4
_ ea)e-r)om)  @-DE-3@-d) L, o, 19
) = G ) i —wn) (51 —w) @ D)(2-3) (24 AR

(- zo)(r—m)(r—23)  (x—1)(z—2
L2 (x)i (xg—xo) (mg—an) (332—373) B (3_1) (3_2

(= wo)(r—x)(r—22)  (x—1)(x—2 x—3)__x S
Lg(x)_($3—$0)($3—$1)($3—$2)_(4—1)(4_2)(4_3)_6 ’ 1

1. 1 1. 1
—O*(%xz—gﬁ—;x—f—él)—1.2945*<§x3—4x2+?9x—6)

1. 1 11
—0.8665 * <gx2 - 5:& — Tz + 4> —0.38669 * <6x3 — 224+ e 1>

—0.2784523 + 2.531922 — 6.94122 + 4.6877

f1B3(z -2 ) 3 2
/ ———"dx g/ (—0.278452° + 2.53192% — 6.9412x + 4.6877) dx
1 e’ 1

—6.9613 x 10~22* 4 0.843972° — 3.470 62° + 4.6877 : —2.5772|"_, — 2.5772
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6.3 Yamuk Yontemi (Trapezoidal Rule)
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Yamuk yontemi Newton Codes formiiliiniin 2 noktal halidir: Yani [a, b] araligidaki g = a,21 = b, h =

(b — a) degerlerinden gegen Lagrange polinomu ele alinir:

To=a|x1=0b

f(zo) | f(x1)
p1(x) = f(20) Lo (z) + f (21) L1 (z)

LO (SC) = ((;O__l;l))
L) = 2220

/abf(x)dﬂ?%’/:pl(x)dm
—f(xo)/: ((m_ixl)dx—kf(%)/z? ((‘”‘7“””0)@

o — 1) T1 — )
22— 2z |77 1 =z r=n
=f(z0) 5——— + [ (21) —5 (z — 2m)
2z — 221 |4y, 220 — 11 z=x0

— f (o) (%xl - %m) +f(21) (%xl _ %x())
_ (flz) + f(32?0)) (x1 — o)

(f(a) + (b)) *h
2

é/abf(x)dxg

6.4  Genellestirilmis yamuk Formiilii (Composite Trapezoidal Rule)

/abf(a:)da:

integralini sayisal hesaplamak i¢in [a, b] araligim agagidaki sekilde bolelim:

a = Tp<r1<r2<...<xp=0>
b—a
h pr—
n
r; = a+ih,i=0,1,2,...n

Buna gore Genellestirilmig yamuk Formiilii ile integralin sayisal ifadesini agagidaki gibi veririz:

/abf(x)dx _ /:f(a:)dx+ :Zf(x)dx+/g:f(x)da:—i—---—i—/g::f(x)dx
o Ul Sk, (o) )b Gt T)h | e 4 (m)
= g[f (o) +2(f (z1) + f(z2) + -+ + [ (2n-1)) + [ (zn)]

[ 1@ = g[f<xo>+2§f<xi>+f<xn>]

2
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ORNEK 6.3.

6. SAYISAL INTEGRAL (NUMERICAL INTEGRATION)

N

-

t— ]

®
-

J

Az | As

Y1 Y2

Y3

413 (m—xz)

dx

integralint n = 6 secerek sol genellestirilmis yamuk yontems ile ¢oziniiz.

y

34

3.6

} =
:‘j:vn

X
38 40

0.0

-0.2 1

-0.4 1

-0.6 1

-0.8 7

-1.0 1

-1.2 7

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32




2
o) = 13 (megzx )
A1l
6 2
rzo=1 |21 =15 To =2 xr3 = 2.5 Ty =3 r5 = 3.5 g =4
f(1) f(1.5) f(2) f(2.5) f(3) f(3.5) f(4)
=0 = —1.0276 = —1.2945 = —1.1465 = —0.8665 = —0.59691 = —0.38669
4 2 n—1
Ji = VTR SEL TR ATS
i=1

1
=5 * (04 2% (—1.0276 — 1.2945 — 1.1465 — 0.8665 — 0.59691) — 0.38669) = —5.1254
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6.5 Simpson Yontemi (Simpson’s Rule)

Simpson yontemi, Newton Codes formiliiniin 3 noktali halidir: Yani [a,b] araligindaki xp = a,21 =
“T'H’, o =0, h= @ degerlerinden gegen Lagrange polinomu ele alinir:

To=a xlzaT'H’ T9 =b

f(zo) | f(z1) f (z2)
p2(z) = f(x0) Lo (z) + f (w1) Lo (%) + f (z2) L2 ()

)L
_ (z—m)(z—=9)
Lo ) = (o =20) (w0 = 22)
(= 20) (v — 22)
Lale) = (z1 — o) (¥1 — 72)
Lo (2) = (x—xo)Ex—xl) N

(332 - J?o) T2 — 371)

/ f(z dx—/ o (2) dx

T — T3)

oy [ ) ’
=1 >/ (o — ) (w0 —2)"
% (2~ 1) (z - 2)
(@) / e e
2 (z—xo) (x —x1)
+f (xQ) ~/xo (3?2 - J?o) (372 - m)dx

= f (xo) * <—m ((Eo — {EQ) (2%0 —3x1 + 1’2))

1 (J)Q —332)3
+f(l‘1)* <_6(£L'0—£L'1) Xr1 — T2 )
1 ro — T2

+f (2) * (_

6 r1 — T2
h) (200 — 3, +x2>) ;

f (o) = (—ih<
o (smth)

+f (w2) * <——2h (w0 — 321 + m))

< T — o1 + $2> + f(x1) * <—§h> + f(x2) * (%xo — 21+ %@)

=f(x )*( zo — (zo + h) + ;($o+2h))+f(m1)*(—%h)

(J)Q —3xr1 + 21)2))

+f (x2) * (%xo —(xo+ h)+ % (xo + 2h))

b
= [ @) do = ghf (mo) +4f (@) + ] 22

6.6 Genellestirilmis Simpson Yoéntemi (Composite Simpson’s Rule)

/abf(x)dx
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integralini sayisal hesaplamak icin [a, b] araliginm agagidaki sekilde bolelim:

a = o< r1<a2<...<xp=02>
b—a
h =
n
r; = a+ih,i=0,1,2,...n

ve orta noktalar1 Z; = a + (z — %) h,i = 1,2,...,n ile verelim. Buna gore Genellegtirilmis yamuk Formiilii ile
integralin sayisal ifadesini agagidaki gibi veririz:

/abf(x)dx—/:f(:c)dx—k/:Qf(x)dx—i—/g:sf(x)dx"”"'+/xn f(z)dz

Tn—1

>~

SR (@) 445 (B) + F (@] + 5h1F (00) +4F @) + f @2)] + -+ ShIF (ar) +4F @) + f (@)

= %h[f (@o) +2[f (x1) + [ (w2) + -+ [ (o) +4[f (@) + [ (@2) + - + [ (@n)] + [ (20)]

b 1
/a f(a:)dx:§h

f (@o) +2i:f($i) +4> [ (m) +f($n)]

i=1

£z

}<—h+|<—h—rq—h—n»d—h+q—h—>|<—h

X Kird Kirz

Yi Yir1 Viez

(N, ¥iez)
AChoye (0.¥i+1) 2% parabol

ORNEK 6.4.

41 2
/ S(x x)dx
1

e3r

integralini n = 6 segerek sol genellestirilmis Simpson yontemi ile ¢oziniz.
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X
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

0.0
y
-0.2 1
04
-0.6 1
-0.8 1
-1.0
-1.2 1
13 (z — 22
floy= 22
e
4—1 1
h = — = —
6 2
330:1 J)1:1.5 332:2 J)3:2.5 334:3 J)5=3.5 $5:4
f(1) f(1.5) f(2) f(2.5) f(3) f(3.5) f(4)
=0 = —1.0276 = —1.2945 = —1.1465 = —0.8665 = —0.59691 = —0.38669
Orta nokta i¢in
T = 1+21.5 T, = 1.52+2 T3 = 2+22.5 Ty = 2.52+3 Ts = 5+25.5 p— 3.52+4
=1.25 =1.75 =2.25 =2.75 =3.25 =3.75
FA25) = | f7B) = | f225) = | f@27)= | f(325)= | f(3.75) =
—0.623 —1.236 —1.2511 —1.0112 —0.72581 —0.4835
413 (x — 22 1 s -
/ %dm = oh | f(wo)+2)  f @) +4) f @)+ f (wn)
1 g i=1 i=1
21 . 04 2% (—1.0276 — 1.2945 — 1.1465 — 0.8665 — 0.59691) — 59622
6 +4 % (—0.623 — 1.236 — 1.2511 — 1.0112 — 0.72581 — 0.4835) — 0.38669 |
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