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2 Bölünmüş Farklar cj Katsay¬lar¬n¬n Hesaplanmas¬

Bölünmüş Farklar

f yi n+ 1 nodda interpole eden (p(xi ) = f (xi ), i = 0, 1, 2, ..., n), en fazla
n. dereceden tek bir interpolasyon polinomunun var oldu¼gunu biliyoruz:

p(x) =
n

∑
j=0
cjqj (x) (1)

Burada

q0(x) = 1

q1(x) = (x � x0)
q2(x) = (x � x0)(x � x1)
q3(x) = (x � x0)(x � x1)(x � x2)

...

qn(x) = (x � x0)(x � x1)(x � x2) � � � (x � xn�1)

baz polinomlar¬d¬r.
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2 Bölünmüş Farklar cj Katsay¬lar¬n¬n Hesaplanmas¬

·Interpolasyon koşullar¬bilinmeyen cj katsay¬lar¬n¬belirleyecek bir lineer
denklem sistemine yol açarlar:

n

∑
j=0
cjqj (xi ) = f (xi ) (0 � i � n) (2)

Bu denklem sisteminde katsay¬matrisi, (n+ 1)� (n+ 1) lik

aij = qj (xi ) (0 � i , j � n) (3)

elemanl¬bir altüçgensel A matrisidir.
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Örne¼gin, üç nodlu

p2(x) = c0q0(x) + c1q1(x) + c2q2(x)

= c0 + c1(x � x0) + c2(x � x0)(x � x1)

durumunu göz önüne alal¬m. x = x0, x = x1 ve x = x2 al¬rsak,24 1 0 0
1 (x1 � x0) 0
1 (x2 � x0) (x2 � x0)(x2 � x1)

3524 c0
c1
c2

35 =
24 f (x0)
f (x1)
f (x2)

35
alt üçgensel sistemini elde ederiz.
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2 Bölünmüş Farklar cj Katsay¬lar¬n¬n Hesaplanmas¬

Denklem (2) den c0, c1, ..., cn leri çözmek için en üstten başlayarak, aşa¼g¬
do¼gru cj leri indislerinin verildi¼gi s¬rayla hesaplayabiliriz. Bu süreçte c0 ¬n
sadece f (x0) a, c1 in f (x0) ve f (x1) e v.s. ba¼gl¬olduklar¬n¬görmekteyiz.
Böylece cn, x0, x1, ..., xn noktalar¬nda f ye ba¼gl¬d¬r. Bu ba¼g¬vurgulamak
için y¬llar önce

cn = f [x0, x1, ..., xn ]

gösterimi benimsenmiştir. Bu nedenle, ∑n
k=0 ckqk n¬n f nin x0, x1, ..., xn

deki interpolasyon polinomu olmas¬durumunda, qn nin katsay¬s¬n¬
f [x0, x1, ..., xn ] sembolü ile tan¬ml¬yoruz ve f nin bölünmüş farklar¬olarak
adland¬r¬yoruz.
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Newton interpolasyon polinomunu

p(x) =
n

∑
k=0

ckqk (x) =
n

∑
k=0

f [x0, x1, ..., xk ]
k�1
∏
j=0
(x � xj )

formundad¬r. Burada ck = f [x0, x1, ..., xk ] katsay¬lar¬aşa¼g¬daki teoremi
sa¼glar:

Teorem (Yüksek-Basamaktan Bölünmüş Farklar)

Bölünmüş farklar

f [x0, x1, ..., xn ] =
f [x1, x2, ..., xn ]� f [x0, x1, ..., xn�1]

xn � x0
eşitli¼gini sa¼glar.
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Teorem bize aşa¼g¬daki özel durumlar¬verir:

f [x0] = f (x0)

f [x0, x1] =
f [x1]� f [x0]
x1 � x0

f [x0, x1, x2] =
f [x1, x2]� f [x0, x1]

x2 � x0
...

Bu formüllerde, x0, x1, x2, ... ba¼g¬ms¬z de¼gişkenler olarak yorumlanabilir. Bu
nedenle,

f [xi , xi+1, ..., xi+j ] =
f [xi+1, xi+2, ..., xi+j ]� f [xi , xi+1, ..., xi+j�1]

xi+j � xi

şeklinde eşitliklere de sahip oluruz.
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E¼ger bir (xi , f (xi )) fonksiyon de¼gerleri tablosu verilirse, bu durumda
bunlardan bir bölünmüş farklar tablosu oluşturabiliriz. Bu, ard¬̧s¬k
kolonlarda 0., 1., 2. ve 3. basamaktan farklar¬n gösterildi¼gi, al¬̧s¬lm¬̧s
şekliyle aşa¼g¬daki formda yaz¬l¬r:

x0 f (x0) f [x0, x1] f [x0, x1, x2] f [x0, x1, x2, x3]
x1 f (x1) f [x1, x2] f [x1, x2, x3]
x2 f (x2) f [x2, x3]
x3 f (x3)
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Örnek

x 3 1 5 6
f (x) 1 �3 2 4

fonksiyon de¼gerleri için bölünmüş fark tablosunu

hesaplay¬n¬z. ·Interpolasyon polinomunu bulunuz:

Çözüm

3 1 �3�1
1�3 = 2

5/4�2
5�3 = �3/8 3/20�(�3/8)

6�3 = 7/40
1 �3 2�(�3)

5�1 = 5/4 2�5/4
6�1 = 3/20

5 2 4�2
6�5 = 2

6 4

p(x) = 1+ 2(x � 3)� 3
8 (x � 3)(x � 1) +

7
40 (x � 3)(x � 1)(x � 5)
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Teorem (Newton ·Interpolasyonunun Hatas¬)

p polinomu bir f fonksiyonunu n+ 1 tane farkl¬x0, x1, ..., xn nodlar¬nda
interpole eden, en fazla n. dereceden polinom olsun. E¼ger t nodlardan
farkl¬bir nokta ise, bu durumda

f (t)� p(t) = f [x0, x1, ..., xn, t]
n

∏
j=0
(t � xj )

d¬r.

Teorem (Türevler ve Bölünmüş Farklar)

E¼ger [a, b] aral¬¼g¬nda f fonksiyonu n-kez sürekli türevlenebilir ise ve e¼ger
[a, b] de x0, x1, ..., xn farkl¬noktalar ise, bu durumda

f [x0, x1, ..., xn ] =
1
n!
f (n)(ξ)

olacak şekilde bir ξ 2 (a, b) vard¬r.
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