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1 Kayan Noktal¬Say¬lar ve Yuvarlama Hatalar¬

Kayan Noktal¬Say¬lar ve Yuvarlama Hatalar¬

Desimal sistemde

427.325 = 4� 102+ 2� 101+ 7� 100+ 3� 10�1+�2� 10�2� 5� 10�3

�π say¬s¬

�π = �3.14159 26535 89793 23846 26433 8...

dir. Burada yaz¬lan en son 8 rakam¬, 8� 10�26 ya karş¬l¬k gelir.
·Ikilik sistemde tipik bir say¬, detayl¬yaz¬l¬m¬ile, örne¼gin

(1001.11101)2 = 1� 23 + 0� 22 + 0� 21 + 1� 20

+1� 2�1 + 1� 2�2 + 1� 2�3 + 0� 2�4 + 1� 2�5

olur. Bu, desimal gösterimde 9.90625 reel say¬s¬na denktir.
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1 Kayan Noktal¬Say¬lar ve Yuvarlama Hatalar¬

1/10 gibi basit bir say¬bile herhangi bir ikilik makinede tam olarak
yüklenemez, çünkü bu say¬sonsuz bir ikilik ifade gerektirir:

1
10
= (0.0 0011 0011 0011 ...)2 (1)

Örne¼gin, 0.1 i bir 32-bitlik bilgisayara okutursak ve sonra 40 desimal
noktal¬ç¬kt¬al¬rsak, aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz:

0.10000 00014 90116 11938 47656 25000 00000 00000
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1 Kayan Noktal¬Say¬lar ve Yuvarlama Hatalar¬ Yuvarlama

Yuvarlama

0.1735  � 0.1735499

1.000  � 0.9999500

0.4322  � 0.4321609

E¼ger x , onun n-rakam yaklaş¬m¬olan x̃ a yuvarlan¬rsa, bu durumda

jx � x̃ j � 1
2 � 10

�n (2)

olur.
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1 Kayan Noktal¬Say¬lar ve Yuvarlama Hatalar¬ Kesme

Kesme

E¼ger x bir desimal say¬ise, ona yutulmuş veya kesilmiş n-rakam
yaklaş¬m¬, basitçe n. den sonraki tüm rakamlar¬n at¬larak elde edildi¼gi x̂
say¬s¬d¬r. Böylece,

jx � x̂ j < 10�n (3)

dir. x ve x̂ aras¬ndaki ilişki; x � x̂ n¬n ilk n hanede s¬f¬r olmas¬ve
0 � δ < 1 olmak üzere, x = x̂ + δ� 10�n olmas¬d¬r. Buradan,

jx � x̂ j = jδj � 10�n < 10�n

olup, bu da (3) eşitsizli¼gidir
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1 Kayan Noktal¬Say¬lar ve Yuvarlama Hatalar¬ Normalleştirilmiş Bilimsel Gösterim

Normalleştirilmiş Bilimsel Gösterim

Desimal sistemde herhangi bir reel say¬normalleştirilmiş bilimsel
gösterimle ifade edilebilir. Bunun anlam¬; tüm rakamlar desimal noktan¬n
sa¼g¬nda kalacak şekilde ve ilk rakam s¬f¬r olmayacak şekilde desimal nokta
kayd¬r¬l¬r ve 10 un uygun kuvvetleri kullan¬l¬r. Örne¼gin

732.5051 = 0.7325051� 103

�0.005612 = �0.5612� 10�2

gibi. Genel olarak r , 1
10 � r < 1 aral¬¼g¬nda bir say¬ve n de bir tamsay¬

(pozitif, negatif veya s¬f¬r) olmak üzere, s¬f¬rdan farkl¬bir x say¬s¬

x = �r � 10n

formunda temsil edilebilir. Kuşkusuz, e¼ger x = 0 ise, bu durumda r = 0
olup, di¼ger tüm durumlarda, r verilen aral¬kta kalacak şekilde n yi
ayarlayabiliriz.
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1 Kayan Noktal¬Say¬lar ve Yuvarlama Hatalar¬ Normalleştirilmiş Bilimsel Gösterim

32-bitlik bir bilgisayarda tek-duyarl¬reel say¬için bir kayan-noktal¬say¬
temsili üç alana bölünür.
Bir kelimeyi oluşturan bitler, s¬f¬rdan farkl¬bir x = �q � 2m reel say¬s¬n¬n
temsilinde aşa¼g¬daki şekilde düzenlenir:

x reel say¬s¬n¬n işareti 1 bit
üs kuvveti (e tamsay¬s¬) 8 bit
mantissa k¬sm¬(f reel say¬s¬) 23 bit

x = �q � 2m reel say¬s¬sol-kaymal¬normalleştirilmiş ikili say¬olarak
yaz¬labilir öyle ki mantissadaki s¬f¬rdan farkl¬ilk bit ikilik noktan¬n hemen
önündedir. Yani q = (1.f)2 dir. Bu bit her zaman 1 kabul edildi¼ginden,
yüklemeye gerek kalmaz. Mantissa 1 � q < 2 aral¬¼g¬ndad¬r. Kelimede
mantissa için ayr¬lan 23 bit f den 23 bit yüklemek için kullan¬labilir. Bunun
anlam¬ise, makinenin kayan-noktal¬say¬lar¬için 24 bitlik mantissaya sahip
olaca¼g¬d¬r.
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1 Kayan Noktal¬Say¬lar ve Yuvarlama Hatalar¬ Normalleştirilmiş Bilimsel Gösterim
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1 Kayan Noktal¬Say¬lar ve Yuvarlama Hatalar¬ Normalleştirilmiş Bilimsel Gösterim

s¬f¬rdan farkl¬normalleştirilmiş makine say¬lar¬, de¼gerleri aşa¼g¬daki gibi
yeniden kodlanan bit alanlar¬d¬r:

q = (1.f)2 ve m = e� 127

olmak üzere
x = (�1)sq � 2m (5)

dir. Burada, 1 � q < 2 ve q daki en anlaml¬bit 1 olup, aç¬k olarak
yüklenmez. Ayr¬ca, s de x in işaretini (pozitif: bit 0, negatif: bit 1) temsil
eden bittir. m = e � 127, 8-bitlik üs ve f de x reel say¬s¬n¬n 23- bitlik
kesirli k¬sm¬d¬r ki baştaki aç¬k 1 bit ile anlaml¬rakam alan¬
(1.��� � � ����)2 yi verir.
Eşitlik (5) formunda ifade edilen bir reel say¬ya normalleştirilmiş
kayan-noktal¬formdad¬r denir.
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1 Kayan Noktal¬Say¬lar ve Yuvarlama Hatalar¬ Normalleştirilmiş Bilimsel Gösterim

jmj nin 8 bitten fazla olmamas¬k¬s¬tlamas¬n¬n anlam¬

0 < e < (11 111 111)2 = 28 � 1 = 255

olup, e = 0 ve e = 255 de¼gerleri �0, �∞ ve NaN (Say¬De¼gil) özel
durumlar¬için ayr¬lm¬̧st¬r. m = �127 oldu¼gundan �126 � m � 127
almaktay¬z ki 32-bitlik bilgisayarda, 2�126 � 1.2� 10�38 e kadar küçük ve
(2� 2�23)2127 � 3.4� 1038 e kadar büyük olan say¬lar¬işleyebilir. Bu ise
baz¬bilimsel hesaplamalar için yeterince geniş bir alan olmay¬p, bu ve di¼ger
nedenlerle programlar¬m¬z¬bazen çift-duyarl¬yazmak zorunda kal¬r¬z.
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1 Kayan Noktal¬Say¬lar ve Yuvarlama Hatalar¬ Yak¬n Makine Say¬lar¬

Yak¬n Makine Say¬lar¬

Şimdi, 32 bitlik bilgisayarda verilen bir pozitif x reel say¬s¬na, yak¬n bir
makine say¬s¬ile yaklaşman¬n sonucu oluşan hatay¬inceleyelim.

x = q � 2m 1 � q < 2 � 126 � m � 127

kabul edelim. x e en yak¬n makine say¬s¬n¬n ne oldu¼gunu soral¬m.
Öncelikle, ai ler 0 veya 1 olmak üzere,

x = (1.a1a2...a23a24a25...)2 � 2m

yazal¬m. Yak¬n bir makine say¬s¬basitçe a24a25... uzant¬bitlerini atarak
elde edilebilir. Bu yordama genellikle yutma denir. Sonuç

x� = (1.a1a2...a23)2 � 2m

dir. x� reel do¼gru üzerinde x in solunda kal¬r.
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1 Kayan Noktal¬Say¬lar ve Yuvarlama Hatalar¬ Yak¬n Makine Say¬lar¬

Bir başka yak¬n makine say¬s¬x in sa¼g¬nda kal¬r. Bu say¬ise yuvarlama ile
elde edilir; yani uzant¬bitlerini önceki gibi atarak, fakat en son kalan a23
bitini bir birim art¬rarak elde edilir. Bu say¬da

x+ =
�
(1.a1a2...a23)2 + 2�23

�
� 2m

dir. x� ve x+ n¬n x e daha yak¬n olan¬bilgisayarda x i temsil etmek için
seçilir.
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1 Kayan Noktal¬Say¬lar ve Yuvarlama Hatalar¬ Yak¬n Makine Say¬lar¬

E¼ger x , x� ile daha iyi temsil ediliyorsa,

jx � x�j � 1
2 jx+ � x�j =

1
2 � 2

m�23 = 2m�24

olur. Bu durumda ba¼g¬l hata aşa¼g¬daki şekilde s¬n¬rl¬d¬r:����x � x�x
���� � 2m�24

q � 2m =
1
q
� 2�24 � 2�24

·Ikinci durumda, x , x+ ya x� den daha yak¬n olup,

jx � x+j � 1
2 jx+ � x�j = 2

m�24

dür. Ayn¬analiz ba¼g¬l hatan¬n 2�24 den daha büyük olamayaca¼g¬n¬gösterir.
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2 Mutlak ve Ba¼g¬l Hatalar Duyarl¬l¬k Kayb¬

Mutlak ve Ba¼g¬l Hatalar

Bir x reel say¬s¬na bir başka x� say¬s¬ile yaklaş¬ld¬¼g¬nda, hata x � x�,
mutlak hata

jx � x�j
ve ba¼g¬l hata ����x � x�x

����
dir.
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2 Mutlak ve Ba¼g¬l Hatalar Duyarl¬l¬k Kayb¬

Ç¬karmada duyarl¬l¬k kayb¬

x = 0.37214 78693

y = 0.37202 30572

x � y = 0.00012 48121

E¼ger bu hesap beş-rakam mantissal¬bir desimal bilgisayarda
gerçekleştirilirse, bu durumda

fl(x) = 0.37215

fl(y) = 0.37202

fl(x)� fl(y) = 0.00013

olur. Bu durumda, ba¼g¬l hata oldukça büyüktür:����x � y � [fl(x)� fl(y)]
x � y

���� = ����0.00012 48121� 0.000130.00012 48121

���� � %4
Nuri ÖZALP (Ankara Üni.) NÜMER·IK ANAL·IZ � BÖLÜM 2 7�! B·ILG·ISAYAR AR·ITMET·I¼G·I 15 / 20



2 Mutlak ve Ba¼g¬l Hatalar Hemen Hemen Eşit Niceliklerin Ç¬kar¬lmas¬

Hemen Hemen Eşit Niceliklerin Ç¬kar¬lmas¬

y  �
p
x2 + 1� 1

atama deyimi, x in küçük de¼gerleri için ç¬karma sadeleştirmesi ve duyarl¬l¬k
kay¬b¬içerir. Fonksiyonu

y = (
p
x2 + 1� 1)

 p
x2 + 1+ 1p
x2 + 1+ 1

!
=

x2p
x2 + 1+ 1

şeklinde tekrar yazal¬m. Böylece, farkl¬bir atama deyimi

y  � x2/(
p
x2 + 1+ 1)
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2 Mutlak ve Ba¼g¬l Hatalar Hemen Hemen Eşit Niceliklerin Ç¬kar¬lmas¬

Teorem (Duyarl¬l¬k Kayb¬)

E¼ger x ve y , x > y olacak şekilde pozitif, normalleştirilmiş kayan-noktal¬
ikilik makine say¬lar¬, ve

2�q � 1� y
x
� 2�p

ise, bu durumda x � y ç¬karmas¬nda en fazla q ve en az p tane anlaml¬
ikilik bit kaybolur.
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3 Kararl¬ve Karars¬z Hesaplamalar

Kararl¬ve Karars¬z Hesaplamalar

E¼ger bir say¬sal sürecin bir ad¬m¬nda yap¬lan küçük hatalar ard¬̧s¬k
ad¬mlarda büyüyorsa ve hesaplaman¬n tamam¬ndaki duyarl¬l¬¼g¬ciddi olarak
azalt¬yorsa, bu say¬sal süreç karars¬zd¬r denir.(

x0 = 1 x1 = 1
3

xn+1 = 13
3 xn �

4
3xn�1 (n � 1)

(1)

Bu indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n
xn =

� 1
3

�n
(2)

dizisini oluşturdu¼gu kolayca görülebilir. (1) dizisi h¬zla ¬raksar (2) ise
yak¬nsar.
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3 Kararl¬ve Karars¬z Hesaplamalar

Say¬sal karars¬zl¬¼g¬n bir başka örne¼gi

yn =
Z 1

0
xnexdx (n � 0) (3)

say¬lar¬n¬n hesaplanmas¬ile elde edilir. yn+1 i tan¬mlayan integrale k¬smi
integrasyon uygularsak

yn+1 = e � (n+ 1)yn (4)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬elde ederiz. Buradan ve y0 = e � 1 aç¬k gerçe¼ginden
y1 i elde ederiz:

y1 = e � y0 = e � (e � 1) = 1
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3 Kararl¬ve Karars¬z Hesaplamalar

(4)-ba¼g¬nt¬s¬n¬kullanarak, 32 bitlik bir bilgisayarda y2, y3, ..., y15 i
hesaplarsak üç tanesinin sonucu

y2 = 0.71828 17

y11 = 1.42245 3

y15 = 39711.43

olup, bunlar do¼gru olamaz, çünkü Denklem (3) den aç¬kça y dizisi
y1 > y2 > � � � > 0 ve limn!∞ yn = 0 ¬sa¼glar. (Gerçekten, 0 < x < 1 için
xn ifadesi monoton olarak 0 a yak¬nsar.) Bunu bildi¼gimiz için, Denklem
(4) den, limn!∞(n+ 1)yn = e oldu¼gunu görürüz.

Sayfa 62 B.Prob. 1-3, Sayfa 70 B.Prob. 1
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