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1 Kayan Noktali Sayilar ve Yuvarlama Hatalar

Kayan Noktali Sayilar ve Yuvarlama Hatalari

Desimal sistemde
427325 =4 %102 42x 10 +7x10°4+3x 1071+ x2x 102 x5x 1073
— 7T sayisi

—7r = —3.14159 26535 89793 23846 26433 8...

dir. Burada yazilan en son 8 rakami, 8 x 1072° ya karsilik gelir.
ikilik sistemde tipik bir sayi, detayli yazilimi ile, 6rnegin

(1001.11101); = 1x224+0x2°4+0x2'+1x2°
F1x2 1 x22F1x2340x27 44 1x27°

olur. Bu, desimal gosterimde 9.90625 reel sayisina denktir.
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1/10 gibi basit bir sayi bile herhangi bir ikilik makinede tam olarak
yiiklenemez, ciinkii bu sayi1 sonsuz bir ikilik ifade gerektirir:

1
1g = (000011 0011 0011 ...), (1)

Ornegin, 0.1 i bir 32-bitlik bilgisayara okutursak ve sonra 40 desimal
noktali ¢ikti alirsak, asagidaki sonucu elde ederiz:

0.10000 00014 90116 11938 47656 25000 00000 00000




~ 1Kayan Noktah Sayllar ve Yuvarlama Hatalan  Yuvarlama
Yuvarlama

0.1735 «+— 0.1735499
1.000 «— 0.9999500
0.4322 «—— 0.4321609

Eger x, onun n-rakam yaklasimi olan X a yuvarlanirsa, bu durumda
Ix— x| <1x107" (2)

olur.




Kesme

Eger x bir desimal sayi ise, ona yutulmus veya kesilmis n-rakam
yaklasimi, basitce n. den sonraki tiim rakamlarin atilarak elde edildigi X
sayisidir. Boylece,

|x — %] <107" (3)

dir. x ve X arasindaki iliski; x — X nin ilk n hanede sifir olmasi ve
0 <6 < 1 olmak iizere, x = X+ 6 x 107" olmasidir. Buradan,

x — %] = [6] x 107" < 10"

olup, bu da (3) esitsizligidir




1 Kayan Noktali Sayilar ve Yuvarlama Hatalar Normallestirilmis Bilimsel Gésterim

Normallestirilmis Bilimsel Gosterim

Desimal sistemde herhangi bir reel sayi normallestirilmis bilimsel
gosterimle ifade edilebilir. Bunun anlami; tiim rakamlar desimal noktanin
saginda kalacak sekilde ve ilk rakam sifir olmayacak sekilde desimal nokta
kaydirilir ve 10 un uygun kuvvetleri kullanilir. Ornegin

7325051 = 0.7325051 x 10°
—0.005612 = —0.5612 x 1072
gibi. Genel olarak r, 11—0 < r < 1 araliginda bir sayi ve n de bir tamsayi

(pozitif, negatif veya sifir) olmak iizere, sifirdan farkli bir x sayisi
x = +r x 10"

formunda temsil edilebilir. Kuskusuz, eger x = 0 ise, bu durumda r =0
olup, diger tiim durumlarda, r verilen aralikta kalacak sekilde n yi
ayarlayabiliriz.
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1 Kayan Noktali Sayilar ve Yuvarlama Hatalar Normallestirilmis Bilimsel Gésterim

32-bitlik bir bilgisayarda tek-duyarli reel sayi icin bir kayan-noktali sayi
temsili ti¢ alana béliiniir.

Bir kelimeyi olusturan bitler, sifirdan farkh bir x = £q X 2™ reel sayisinin
temsilinde asagidaki sekilde diizenlenir:

x reel sayisinin isareti 1 bit
iis kuvveti (e tamsayist) 8 bit
mantissa kismi (f reel sayisi) 23 bit

x = £q X 2™ reel sayisi sol-kaymali normallestirilmis ikili sayi olarak
yazilabilir 6yle ki mantissadaki sifirdan farkli ilk bit ikilik noktanin hemen
oniindedir. Yani g = (1.f)2 dir. Bu bit her zaman 1 kabul edildiginden,
yiklemeye gerek kalmaz. Mantissa 1 < g < 2 araligindadir. Kelimede
mantissa icin ayrilan 23 bit f den 23 bit yiiklemek icin kullanilabilir. Bunun
anlami ise, makinenin kayan-noktali sayilari icin 24 bitlik mantissaya sahip
olacagidir.
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IMantissamn isaret (2]

[ [ Usie) MNormallestirilmis mantissa ()
o e _——
9 bit 23 bit
Tahan
noltast




1 Kayan Noktali Sayilar ve Yuvarlama Hatalar Normallestirilmis Bilimsel Gésterim

sifirdan farkli normallestirilmis makine sayilari, degerleri asagidaki gibi
yeniden kodlanan bit alanlaridir:

qg=(1f)2 ve m=e—127

olmak tizere
x = (~1)%qx 2" (5)

dir. Burada, 1 < g < 2 ve g daki en anlamh bit 1 olup, agik olarak
yiiklenmez. Ayrica, s de x in isaretini (pozitif: bit 0, negatif: bit 1) temsil
eden bittir. m = e — 127, 8-bitlik iis ve f de x reel sayisinin 23- bitlik
kesirli kismidir ki bastaki acik 1 bit ile anlamli rakam alani
(1.000---000), yi verir.

Esitlik (5) formunda ifade edilen bir reel sayiya normallestirilmis
kayan-noktali formdadir denir.
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1 Kayan Noktali Sayilar ve Yuvarlama Hatalar Normallestirilmis Bilimsel Gésterim

|m| nin 8 bitten fazla olmamasi kisitlamasinin anlami
0<e< (11111111); =28 —1 =255

olup, e = 0 ve e = 255 degerleri £0, =+ oo ve NaN (Sayi Degil) 6zel
durumlari icin ayrilmistir. m = —127 oldugundan —126 < m < 127
almaktayiz ki 32-bitlik bilgisayarda, 27120 ~ 1.2 x 10738 e kadar kiiciik ve
(2 —2723)21%7 ~ 3.4 x 10% e kadar biiyiik olan sayilari isleyebilir. Bu ise
bazi bilimsel hesaplamalar icin yeterince genis bir alan olmayip, bu ve diger
nedenlerle programlarimizi bazen cift-duyarlh yazmak zorunda kaliriz.
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1 Kayan Noktali Sayilar ve Yuvarlama Hatalari  Yakin Makine Sayilari

Yakin Makine Sayilari

Simdi, 32 bitlik bilgisayarda verilen bir pozitif x reel sayisina, yakin bir
makine sayisi ile yaklasmanin sonucu olusan hatayi inceleyelim.

x=qgx2" 1<qg<2 —126<m<127

kabul edelim. x e en yakin makine sayisinin ne oldugunu soralim.
Oncelikle, a; ler 0 veya 1 olmak iizere,

m
X = (1.6!1&12...612361246!25...)2 X 2

yazalim. Yakin bir makine sayisi basitce assas5... uzanti bitlerini atarak
elde edilebilir. Bu yordama genellikle yutma denir. Sonug

X_ = (1.6!1[12...(123)2 x 2M

dir. x_ reel dogru lizerinde x in solunda kalir.
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Bir baska yakin makine sayisi x in saginda kalir. Bu sayi ise yuvarlama ile
elde edilir; yani uzanti bitlerini énceki gibi atarak, fakat en son kalan a3
bitini bir birim artirarak elde edilir. Bu sayi da

Xy = ((1.611612...&123)2 + 2_23) x 2m

dir. x_ ve x4 nin x e daha yakin olani bilgisayarda x i temsil etmek icin
secilir.




Eger x, x_ ile daha iyi temsil ediliyorsa,

x—x_| <l|xp—x_|=1x2om B =om2
| | 2 174+ 2

olur. Bu durumda bagil hata asagidaki sekilde sinirhdir:

m—24

X — X_

X

ikinci durumda, x, x; ya x_ den daha yakin olup,

x = x| < 5 |xe — x| =2m7

diir. Ayni analiz bagil hatanin 272% den daha biiyiik olamayacagini gosterir.




Mutlak ve Bagil Hatalar

Bir x reel sayisina bir baska x* sayisi ile yaklasildiginda, hata x — x*,
mutlak hata
[x = x7|

ve bagil hata
X — X

dir.




e e B —
Cikarmada duyarlilik kaybi

x = 0.37214 78693
y = 0.37202 30572
x—y = 0.00012 48121
Eger bu hesap bes-rakam mantissali bir desimal bilgisayarda
gerceklestirilirse, bu durumda
fl(x) = 0.37215
fl(y) = 0.37202
fl(x) —fl(y) = 0.00013

olur. Bu durumda, bagil hata oldukga biiyiiktiir:

x—y—[fl(x) —fl(y)] _ |0.00012 48121 — 0.00013 | .
X—y 0.00012 48121

[m] = =




Hemen Hemen Esit Niceliklerin Cikarilmasi

y+— Vx2+1-1

atama deyimi, x in kiiciik degerleri icin ¢ikarma sadelestirmesi ve duyarhlik
kayibi icerir. Fonksiyonu

Vx2+14+1 X2
y=(vVx*+1-1) =
VXiH1+1) VX H1+1

seklinde tekrar yazalim. Boylece, farkli bir atama deyimi

y<—X2/(\/X2——|—1—|-1)




Eger x ve y, x > y olacak sekilde pozitif, normallestirilmis kayan-noktal
ikilik makine sayilari, ve

2—q§1_X§2—p
X

ise, bu durumda x — y cikarmasinda en fazla q ve en az p tane anlamli
ikilik bit kaybolur.




3 Kararli ve Kararsiz Hesaplamalar

Kararl ve Kararsiz Hesaplamalar

Eger bir sayisal siirecin bir adiminda yapilan kiiciik hatalar ardisik
adimlarda biiyiiyorsa ve hesaplamanin tamamindaki duyarliligi ciddi olarak
azaltiyorsa, bu sayisal siirec kararsizdir denir.

xg=1 x| = %
{ Xnt1 = Bxp — 3xa-1 (n>1) 1)
Bu indirgeme bagintisinin
)’ (2)
dizisini olusturdugu kolayca goriilebilir. (1) dizisi hizla iraksar (2) ise
yakinsar.

[SIS

xn = (
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Sayisal kararsizligin bir baska 6rnegi

1
Yn = /0 x"e*dx  (n>0) (3)

sayllarinin hesaplanmasi ile elde edilir. y,41 i tanimlayan integrale kismi
integrasyon uygularsak

Yat1 =e—(n+1)y (4)

indirgeme bagintisini elde ederiz. Buradan ve yy = e — 1 acik gerceginden
y1 i elde ederiz:

n=e-yp=e—(e—1)=1




3 Kararli ve Kararsiz Hesaplamalar

(4)-bagintisini kullanarak, 32 bitlik bir bilgisayarda y», y3, ..., y15 i
hesaplarsak ii¢c tanesinin sonucu

y, = 0.71828 17
yii = 1.42245 3
yi5 = 39711.43

olup, bunlar dogru olamaz, ¢iinkii Denklem (3) den agik¢a y dizisi

yi > yr > -+ >0velimy_e ¥y = 01 saglar. (Gergekten, 0 < x < 1 igin
x" ifadesi monoton olarak 0 a yakinsar.) Bunu bildigimiz i¢in, Denklem
(4) den, lim,_o(n+ 1)y, = e oldugunu goriiriiz.

Sayfa 62 B.Prob. 1-3, Sayfa 70 B.Prob. 1
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