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@ Basari Degerlendirmesi:

Dénem Sonu Notu = (0.4 X Ara sinav) + (0.6 x Dénem Sonu Sinavi)
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@ Niimerik analiz degisik matematiksel problemlere sayisal ¢oziimler elde
etmek icin algoritmalarin ¢alismasini, gelistirilmesini ve analizini icerir.

Niimerik analiz siklikla bilimsel hesaplama matematigi olarak
adlandirilir.
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1.Niimerik Analiz: Nedir?

@ Niimerik analiz degisik matematiksel problemlere sayisal ¢oziimler elde
etmek icin algoritmalarin ¢alismasini, gelistirilmesini ve analizini icerir.
Niimerik analiz siklikla bilimsel hesaplama matematigi olarak
adlandinlir.

e Calistigimiz algoritmalar tartismasiz sekilde yiiksek-hizli bilgisayarlarda
kullanilmak i¢in hedeflenir ve bu nedenle bir problemin ¢6ziimii elde
edilmeden 6nce bir baska 6nemli adim devreye girer: algoritmayi
bilgisayarla iletisime geciren bir bilgisayar kodu veya programi
yazilmak zorundadir.
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adlandinlir.

e Calistigimiz algoritmalar tartismasiz sekilde yiiksek-hizli bilgisayarlarda
kullanilmak i¢in hedeflenir ve bu nedenle bir problemin ¢6ziimii elde
edilmeden 6nce bir baska 6nemli adim devreye girer: algoritmayi
bilgisayarla iletisime geciren bir bilgisayar kodu veya programi
yazilmak zorundadir.

@ Matematiksel problemleri bilgisayarda sayisal olarak ¢6zmek bilimsel
hesaplamadir. llgili algoritmalarin (yordamlarin) gelistirilmesi ve
davranislarinin calisiimasi ise bilimsel hesaplama matematigidir.
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2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Limit, Siireklilik ve Tiirev

Eger f reel degiskenli reel bir fonksiyon ise bu durumda f fonksiyonunun ¢
noktasindaki limiti (eger mevcut ise) asagidaki gibi tanimlanir:

lim f(x) =L

X—C

denkleminin anlami; her € pozitif sayisi icin x ve ¢ arasindaki uzakhgin ¢
dan kiiciik kaldigi her durumda, f(x) ve L arasindaki uzaklik ¢ dan kiiciik
kalacak sekilde, € a karsilik gelen bir & sayisi vardir, yani

her 0 < |x —c| < dicin |f(x)—L| <e

Eger bu 6zelligi saglayan bir L sayisi yok ise, f nin ¢ noktasinda limiti
yoktur.
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Eger
lim f(x) = f(c)

X—C

ise, f fonksiyonu c de siireklidir denir.

Bir [a, b] araliginda siirekli olan bir fonksiyon f(a) ve f(b) arasindaki
biitiin degerleri alir.




2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Limit, Siireklilik ve Tiirev

f nin c deki tiirevi (eger mevcut ise)

f'(c) = lim 77(()() —f()

X—cC X—C

esitligi ile tanimlanir. Bu limit herhangi bir fonksiyon ve herhangi bir ¢ icin
varolmak zorunda olmadigindan, béyle bir fonksiyon icin tiirev
varolmayabilir. Eger f, f'(c) varolacak sekilde bir fonksiyon ise, bu
durumda f ye c¢ de tiirevlenebilirdir denir. Eger f fonksiyonu ¢ de
tiirevlenebilir ise, bu durumda ¢ de siirekli olmak zorundadir. Simdi bunun
neden béyle olmak zorunda oldugunu gorelim.

f(x) = f(c)

timirG) — (@] =t "I
= f'(c) Jim (x —¢) = f'(c).0=0

oldugundan, eger f(x) c de tiirevlenebilir ise, bu durumda f’(x) vardir
limy_ f(x) = f(c) dir.
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fx) =3 "
= K

=0

Eger f € C"[a, b] ve (a, b) agik araliginda f("*1) mevcut ise, bu durumda
[a, b] kapali araligindaki herhangi ¢ ve x noktalari icin

(€)(x = ©)* + En(x)

loe
dir. Burada hata terimi, c ve x arasindaki bazi ¢ ler icin

(1)
o) = ——

(n_+_1)!f(n+1)(€)(x C)n+1
dir. ¢ = 0 durumu Maclaurin serisidir

f(x:Z

XK+ Ep(x) (2)
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Bazi 6nemli fonksiyonlarin Taylor serisi:

sin x

X2k+1

Z( D ok

oZo: (—1)k i (—o0 < x < 00)

k=0 (2k)!

kon:l ( 12k_1x" (—1 < x < 00)
(—1)kxk (-1<x<1)

k=0




a=1, b=2,ve c =1 icin Taylor Teoremini kullanarak
f(x) =Inx

fonksiyonunun Taylor serisini belirleyiniz.

f (X) —_ X—1, f”(X) — _X—2, f’”(x) — 2X—3, f(4)(X) — _6x % vs
FR(x) = (1) Lk—1DIx* ve FO(1) = (1)L (k-1)! (k>1)
Formiilde yazilirsa

Er(x) = (-1)"—=& "D (x—1)™  (1<g<x)

n+1
ile .
Inx — k;(—l)k—li(x )R+ E(x)  (1<x<2)
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In2 yi 1078 duyarlilikla hesaplamak icin seride kac terim kullaniimalidir?




In2 yi 1078 duyarlilikla hesaplamak icin seride kac terim kullanilmahdir? I

Seride x = 2 alirsak, |E,(2)| < 1/(n+ 1) olmak iizere

3 1 1 1 41
N2 = 1—s+3—2+ + ()" +EQ)
= Y (-4 E,(2)
k=1

dir. E,(2) terimi sayisal hatadir. O halde In2 yi arzu edilen duyarlilikta
hesaplamak icin n yi E,(2) < 10~ olacak sekilde secmeliyiz.

1/(n+1) <1078 = n+1 > 108 dir. O halde In2 yi istenilen duyarlilikta
hesaplamak icin en az 100 milyon terime gereksinim vardir! Buradan, In 2
yi hesaplamak pratik degil. Aslinda, ayni hesap In1.5 icin yapildiginda,
ayni duyarlilik icin sadece 22 terime gerek duyuldugu gésterilebilir! |

[} (=1
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Taylor Teoreminin n = 0 6zel durumu matematiksel calismalarda siklikla
kullanilir ve Ortalama-Deger Teoremi olarak bilinir.

Eger f, Cla, b] de ise ve eger (a,b) acik araliginda f' mevcut ise, bu
durumda [a, b] kapali araligindaki x ve c icin

Fx) = f(c) + F(O)(x =)

dir. Burada ¢, c ile x arasindadir.

Ortalama-Deger Teoreminin &zel bir durumu Rolle Teoremidir.

Eger f, [a, b] de siirekli ve eger (a, b) de f' mevcut ve f(a) = f(b) ise, bu
durumda (a, b) acik araligindaki bazi & ler icin f'(&) = 0 dir.




Eger f € C""1[a, b] ise, bu durumda [a, b] kapali araligindaki herhangi x
ve ¢ noktalari icin

) = ¥ A (x— O + Ro() ©
k=0 "°

dir. Burada o
(n+1) n
Rn(x) = n!/c f (t)(x —t)"dt

dir.




Taylor Teoreminin Alternatif Formu

Lagrange kalanli Taylor Teoreminde x yerine x + h ve ¢ yerine x alirsak, serinin,

ve Taylor Teoreminin kalan teriminin bir baska formunu elde edebiliriz.

Eger f € C"*1a, b] ise, bu durumda [a, b] kapali araligindaki herhangi x ve
X + h noktalar icin

n hk
f(x+h) = Zk' )(x) + E,(h)

dir. Burada
hn+1
(n+1)!

olup, ¢ noktasi x ve x + h arasindadir.

E\(h) = Fo ) g)

2
f(x+h)="Ff(x)+ hf/(x)—l—h?f”(x) h—f"'(x) + - —I—h—f (X) + E
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AT icin Taylor formiiliinii belirleyiniz ve 101991 e yaklasiniz
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AT icin Taylor formiiliinii belirleyiniz ve 101991 e yaklasiniz.

f(x) = A< alirsak, f(") = A*(In A)" buluruz. Denklem (4) i kullanirsak,

AT — A (1+2 (In A) >+E,,(h)

A=10, x =1 ve h=10"* yazarsak

1
1059001 — 10(1410"*(In10) + 510—8(|n 10)2 +--+)

~ 10(1+2.30259 x 10~ + 2.65095 x 10~8)
~ 10.00230 00265 095

4

o = E E T 9ace
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f e C"L([a, b] X [c,d]) olsun. Eger (x,y) ve (x+ h,y + k),
[a, b] x [c, d] C R? dikdortgeninde noktalar ise, bu durumda

F(x+hy+k) = 201—1, (ha%+k%>l f(x.y)+En(h k)  (5)

dir. Burada

Erhk) = — (b2 4 k2 )™ ot 0by + oK)
T (n+ 1) \Uox T ay X Y

olup, 8 noktasi 0 ve 1 arasindadir.
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