Cebirsel Yapilar

Ders 6
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Ikili Islemler ve Ozellikleri

Kiimelerdeki birlesim ve kesisim islemleri iki kiimeyi birlestirerek
liglinci bir kime ortaya gikarirken,

gof
bileske fonksiyonu £ ve g fonksiyonlarindan farkl bir fonksiyon
ortaya gikarmaktadir.

Diger ornekler ise iyi bildigimiz aritmetik islemler yani toplama,
¢tkarma, garpma ve bélme olabilir.

Bu érneklerin ortak noktasi 6zel bir kiimenin elemanlarini
birlestirecek kurallar tanimliyor olmalaridir.

Bu konudaki amacimiz igin ise bu kurallarin iki elemani
birlestirirken ortaya gikacak sonucun da kiimenin elemani
olmasini saglamasi gerekmektedir.

Bu kriterleri saglayan kurala 74/ is/em denir.
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1kili Islemler ve Ozellikleri

Yukarida verdigimiz orneklerin ikili islem olup olmadiklar: sorudaki
kiimeye gore degisir.

¢ikarma islemi degildir. Ciinkii verilen iki pozitif tamsayinin gikarilmasi
sonucunda negatif bir tamsay: elde edilebilir.

Ote yandan gikarma iglemi tiim tamsayilar igin bir ikili islemdir.

Baz ikili islemler igin elemanlarin birlestirilme siralari anemli iken
bazilar: igin 6nemli olmayabilir.

Ornegin, toplama isleminde m+n=n+m ‘dir fakat m-n ile n-m ayni degildir.
Bu nedenle, ikili islem bir kiimenin herhangi eleman giftleri lizerinde
degil sirali ikilileri lizerinde etkilidir diyebiliriz.

Ozet olarak, bir ikili iglem igin iki sey gereklidir: bir kiime ve bu kiimenin
elemanlarinin herhangi bir sirali ikilisini birlestirerek sonucun yine
kiimenin bir elemani olmasini saglayan bir kural.
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Ikili Islemler ve Ozellikleri

Tanim: Bos olmayan S kiimesi lizerinde bir * ikili islemi herhangi

iki x,y € S elemani birlestirerek zeS elemanini veren bir kuraldir

ve z=x*y seklinde gosterilir.

Ayrica ikili islemler simge olarak, ®, °, x, N isaretleri ile de

gosterilebilir.

Tanimdan da anlasilacag gibi bir ikili islem S’ nin bir elemanini S'

ye ait olan x ve y elemanlarinin tiim (x,y) sirali ikililerine atayan

bir fonksiyondur. Bu sirali ikililerin kiimesi tabii ki S x S

kartezyen ¢arpimidir. Bu da bizi agsagidaki tanima gotirir:

Tanim: Bos olmayan S kiimesi iizerinde bir ikili iglem
f:5$xS5—>S

seklinde bir fonksiyondur. x ve y' S kiimesinin elemanlari ise

f(x,y) yi x*y seklinde gosteririz.

x*y' nin S kiimesine ait olmasi ?erekﬂgi kosulu ikili islemin

kapalilik 6zelligidir ve bu kosul saglanirsa S, * islemine gore

kapalidir deriz.

6-4




Ikili Islemler ve Ozellikleri

Ornek 4.1: Sonlu bir kiime iizerindeki bir ikili islemin sonucu bir tablo ile de
gosterilebilir. Ornegin S={a,b,c,d} kiimesi iizerinde bir * ikili islemi fanimlayalim:

*

a|b|c|d
ala|b|c|d
b|d|clal|b
clc|blala
d|d|b|c]|a

Tablo 4.1'i yorumlamadaki mantik su sekildedir: Ornegin b*d igleminin sonucu b ile
etiketlendirilmis satir ve d ile etiketlenmis siitunun kesisimi ile elde edilir. O
halde, b*d=b 'dir. Benzer sekilde c*d=a, d*c=c, c*c=a 'dir.

Simdi de birlesme 6zelliginin saglanip saglanmadigini inceleyelim. Bu ifadeyi
(a*b)*c yani dnce a ve b 'yi sonra sonucu c ile birlestirmek seklinde
yorumlayabiliriz. Yada a*(b*c) yani a ' y1 b*c igleminin sonucu ile birlestirmek
seklinde de yorumlayabilirdik.

Baz ikili islemler igin 6rnegin reel sayilar iizerindeki gikarma isleminde iki yorum
iki farkli sonug verir. Birlesme 6zelligine sahip degildir.

Bazilari igin ise higbir sey degismez. Bu tip ikili islemler 'birlesme’ 6zelligine
sahiptir denir.
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1kili Islemler ve Ozellikleri

Tamim: Bir S kiimesi iizerindeki * ikili iglemi, tim x,y,z €S icin
(x*y)*z=x*(y*z) ise birlesme (associative) 6zelligine sahiptir.

Birlesme 6zelligine sahip olmayan bir ikili islemden ikiden fazla terim
iceren ifadeler igin ilk once hangi elemanlarin isleme tabi tutulacagini
belirtmek amaciyla parantez kullaniimalidir.

+ Hatirlarsak ikilli iglemi (X,K) sirali ikilisi Gzerinde tanimlamigtik. Tanimin
haricinde, eger x ve y bir kimenin elemanlari ise x*y ve y*x de kiimenin
elemanlari olmalidir. Fakat bu igslemlerin sonucu ayni olmayabilir. Toplama
islemi gibi x*y=y*x olan bazi ikili islemler i¢in degisme 6zelligine sahiptir

enir.

Tamnim: Bir S kiimesi (izerindeki * ikili islemi, im x,yeS igin x*y=y*x ise
degisme (commutative) 6zelligine sahiptir.

+  Belli ikili islemlerde, kiimenin herhangi bir elemant ile birlestirildiginde
bu elemani degistiremeyen bir eleman vardir.

- Ornegin reel sayilardaki toplama igleminde sifir bu zellige sahiptir:
x+0 = 0+x = x.
+ Eger varsa bayle bir elemana etkisiz eleman denir.
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Ikili Islemler ve Ozellikleri

+ Tanim: * bir S kiimesi lizerinde bir ikili islem olsun. Tim x € S igin x*e=e*x=x
ozelligine sahip bir ecS elemani * islemi igin etkisiz eleman olarak
adlandirihir.

- Dikkat edilirse, e etkisiz eleman olmak lizere, S kiimesindeki tiim x elemanlari
icin x*e=x ve e*x=x egitliklerinin her ikisi de saglanmasi gerekmektedir.

+ Tamsayilardaki gikarma isleminde O etkisiz eleman degildir. Clinki x-0=x
fakat 0-x=-x' tir.

+ Asagidaki son 6zellik ise sadece etkisiz elemana sahip ikili islemlerle ilgilidir.

+ Tamim: * bir S kiimesi lizerinde bir ikili islem olsun ve bir e € S etkisiz
elemani oldugunu varsayalim. x, S'in bir elemanidir dersek, x' in tersi biry € S
elemanidir oyle ki,

x*y=y*x=e.

Bir elemanin tersi tektir ve y=x! seklinde yazilir.
+ Ayni zamanda x=y-L.

+ x'1 bazen 1/x ile karistirilabilir. 1/x, sadece eger S kiimesi sifir harig reel
sayilar kiimesi ve * ¢arpma ikili islemi ise x' in tersidir.
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Ikili Islemler ve Ozellikleri

Ornek 4.2: Tablo 4.1 de verilen ikili islem birlesim 6zelligine sahip
degildir zira
(b*d)*a = b*a = d iken
b*(d*a) = b*d = b 'dir.
Benzer sekilde bu ikili islemin degisme 6zelligi de yoktur Ciinkii
b*a #z a*b 'dir.
Tabloya bakildiginda etkisiz elemanin da olmadigi kolayca gériilebilir.
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Ikili islemde etkisiz eleman olmayabilir fakat eger varsa bu eleman
tektir.
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1kili Islemler ve Ozellikleri

Teorem 4.1: *, S kiimesi iizerinde bir ikili islem olsun. Eger bir
etkisiz eleman varsa bu eleman tektir.

Ispat: e, ve e, S kiimesinde * islemi altinda etkisiz elemanlar olsun.
e, bir etkisiz eleman olduguna gore,

e*e, = e,*e; = e,
Fakat e, de bir etkisiz eleman olduguna gére

e,*e; = e*e, = e,.
Bu durumda agikga goriiliiyor ki e;=e,. O halde, etkisiz eleman
tekfir.
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1kili Islemler ve Ozellikleri

Teorem 4.2: *, S kiimesi iizerinde birlesme 6zelligine sahip bir ikili islem
ve e bu islem altinda bir etkisiz eleman olsun. Bu durumda bir elemanin
tersi eger varsa tektir.

Ispat: x € S elemanin tersininy ve z oldugunu diigiinelim. O halde,
y*x=x*y=e
Z*x = x*z=-e.

Bu durumda,
y =y’e
= y*(x*2)
= (y*x)*z (birlesme kural)
= e*z
=z.

Boylece x' in tersinin tek oldugunu ispatlamis oluruz.

Dikkat edilirse bu teoremin ispatinda ikili islemin birlesme 6zelligine
sahip olmasi gerekli sarttir.

Eger ikili islem birlesme 6zelligine sahip degilse ters elemanin tek olmasi
garanti degildir.
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Cebirsel Yapilar

Bir cebirsel yapi, bir veya daha fazla kiime ile birlikte bir sekilde kiime
elemanlarini birlestirebilen bir veya daha fazla islemden olusur.

Belli bir cebrik yapt igin 6hemli olan gogu 6zelliginin igerdigi islemlerden
tahmin edilebilmesidir.

Bunun anlami ortak 6zelliklere sahip cebrik yapilarin siniflara (ailelere)
ayrilabilecegidir.

Verilen bir cebrik yapinin hangi belli yapi ailesine ait oldugunu
bulabilmek, bu ailenin tiim elemanlarinin hangi karakteristik dzelliklere
sahip oldugu sonucuna varabilmemize imkan verir.

Yani eger belli bir yapinin ‘grup’ oldugunu anlayabiliyorsak bu yapinin
gruplarin tiim karakteristik 6zelliklerine sahip oldugunu varsayabiliriz.
Burada inceleyecegimiz cebrik yapilar tek bir S kiimesi ile birlikte bu
kiimenin elemanlarini birlegtiren tek bir ikili islemden olusur.

Bu tip bir yapiyi iki gerekli kisimdan olugtugunu belirtmek igin (S, *)
seklinde (bir kiime ve bu kiime iizerinde bir ikili islem) gosterebiliriz.
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Cebirsel Yapilar

Yari-6ruplar

- Tlk cebrik yapi sinifimiz igin ikili iglemin sadece
birlesme 6zelligine sahip olmasi gerekir. Bu 6zellige
sahip cebrik yapilara 'yari-grup’ denir.

Tanim: S, bos olmayan bir kiime ve *, S ilizerinde tanimli
bir ikili islem olsun. (S,*) yapisi S lizerinde * islemi
birlesme 6zelligine sahipse yari-grup tur.

- Eger islem hem birlesme hem de degisme 6zelligine
sahipse (S, *) yapisi degisken yari-grup (Abelyen
yari grup) adini alir.
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Ornek: A sembollerden olusan bos olmayan bir kiime olsun. Béyle bir
kiimeye alfabe denir. Bazi alfabe rnekleri sunlardir:

(@A={a pyodom}
(b) A={a,b, c,d,.., x,y, 2}
() A={x ,+,-,+,/. %, %, &}

Bir A alfabesi verilmisse, bu alfabeden sonlu sirali semboller dizisi
tanimlayabiliriz ve buna kelime (string) deriz. Kelimenin uzunlugu
igerdigi sembol sayisi kadardir.

O halde, A bir alfabe diyelim ve A lizerindeki tim kelimelerin kiimesi A*
kiimesini diigiinelim. A* kiimesindeki elemanlar iizerinde bir ekleme
(concatenation) islemi tanimlayalim. x ve y, A* kiimesinin iki elemani ise x
ve y ‘nin ekleme iglemi x*y seklinde gosterilir ve x ile y kelimelerinin yan
yana yazilmalari ile elde edilir. Ornegin A={a, b,c, d} ise

abd*cabc = abdcabc

baaa*ccbabb = baaaccbabb.

Verilen bir A alfabesi igin A* iizerindeki ekleme iglemi bir ikili islemdir
ve tanimdan da agikga anlasilacag gibi bu islem birlesme 6zelligine
sahiptir. Bu nedenle, (A*, *) yapisi bir yarigruptur.
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Monoidler

Yari-gruplarin ikili islemlerindeki tek kisitlama, gok fazla ilging 6zelligin
ortaya gikmasina yetecek yapry1 vermez. Bu nedenle siradaki cebrik yapi
ailesinde birlesme 6zelligine bir sart daha ekleyecegiz- etkisiz elemanin
varligi. Bu iki 6zellige sahip cebrik yapiya monoid denir.

Tanim: Bir monoid etkisiz elemana sahip bir (S, *) yari-gruptur.

Eger *, ayni zamanda degisme 6zelligine de sahipse monoid, degisken monoid
(Abelyen monoid) diye adlandirilir.

Ornek : Onceki 6rnekte kelimeler iizerindeki ekleme islemini tanimlamistik. A*
kiimesine bos kelimeyi (empty string) yani higbir sembol igermeyen kelimeyi
ekledigimizi diigiinelim. Bog kelimeyi A ile gosterirsek, tim xe A*u {A } igin

X*A = A*x = x'dir.
O halde, (A* U {A }, *) yapist bir monoid olur.
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Gruplar

+ Cebrik yapilarin tek bir islem igeren en 6nemli ve ilging rneklerinin gogu,
monoidleri fanimlayan iki sarta ek olarak bir iglinci sarti daha saglar. Bu
sart da kiimenin her bir elemanin isleme gére tersinin oldugudur. Bu sarti
rr}onoidlerin sartlarina eklersek 'grup’ olarak bilinen cebrik yapiyt tanimlamig
oluruz.

Tanim: Her bir elemanin tersinin oldugu monoide (S, *) grup denir. Yani (S, *)
gifti su g sarti saglar:
(6,) *, S iizerinde birlesme 6zelligine sahiptir.
(6,) bir etkisiz eleman mevcuttur.
(65) S'in her bir elemaninin tersi mevcuttur.

* Hatirlarsak, birlesme 6zelligine sahip bir ikili islemde ters elemanin tek
oldugunu ispatlamistik.

Ornek 4.5: Bir 6nceki ornekte tanimladigimiz (A* U {A }, *) monoid bir grup
degildir. Bos olmayan bir x kelimesi igin A bos kelime olmak iizere,

X*y = y*x = A
sartinin saglayan baska bir y kelimesi bulamayiz. Bu nedenle, A* U {A }
kiimesinde A haricinde higbir elemanin ekleme islemi altinda bir tersi yoktur.

6-15

Gruplar ve Yari-6ruplar

Bu konuda daha 6nce bahsettigimiz ii¢ cebrik yapi igerisinde en énemli olan grup
yapisindan bahsedilecektir.

Bu kisimda ve bundan sonraki kisimlarda belirtilmemis ikili islemler iﬁer‘en ifadeler
azarken * simgesini g6z ard edecegiz. Sadece yanlis anlamalara imkan verecek iki
ikili iglemi birbirinden ayirt etmek i¢in bu sembolii kullanacagiz.

Ornegin x*y yerine xy yazacagiz (ancak ¢arpma iglemi ile karigtirmamaliyiz).
Ayrica asagidaki gibi x' in lslerini tanimlayacagiz.

neZ* olmak iizere x" = x*x*..*x (n tane) ve

neZ olmak lizere x"= (x 1)Inl =x-1% x-Ixx-1% _* x-1 (n tane)
Ayrica etkisiz elemani da su sekilde tanimlariz: x0=e (xe=ex=x).

Herhangi bir (6,*) grubun en belirgin 6zelligi b(jluklijgii yani grubun temelini
olusturan G kiimesinin eleman sayisidir. Buna (6,*) grubunun mertebesi (order) denir.

Tanim: (6,*) grubunun mertebesi G kiimesinin kardinalitesidir ve |G| seklinde gosterilir.
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Teorem 5.1: (6,*) bir grup ise sol ve sag sadelesme kurallari uygulanabilir yani, a,x,y6 ise
1. ax=ay ifadesinin anlami x=y (sol sadelesme kurali)
2. xa=ya ifadesinin anlami x=y (sag sadelesme kurali)

Teorem 5.2: (6,*) bir grupsave a, b € G ise;
(a) ax=b denkleminin x=a! b seklinde tek bir ¢oziimii vardir ve
(b) ya=b denkleminin y=b a'! seklinde tek bir ¢éziimii vardir.
Ispat: ax=b olsun. Bu denklemin her iki tarafini a' ile carparsak:
al(ax)= a'lb
(ala)x=alb
ex=alb
x=alb.
Baylece x=a"'b denklemin bir ¢éziimiidir. Bu ¢6ziimiin tek ¢5ziim oldugunu géstermemiz
gerekir. x, ve x, her ikisi de ax=b 'nin ¢éziimii olsun. O halde,
ax;= ax,
X4= X5
Boylece x=a"'b tek ¢oziim oldugu gariilir.

Bu iki teoremin yararli bir sonucu sonlu sayida elemana sahip bir grubun Cayley tablosuna
yerlestirilmesidir. Ikinci teorem her bir elemanin her satir ve siitunda tam olarak bir
kere bulunmasini garantiler.
Teorem 5.3: Eger (6,*) sonlu bir grupsa, bu grubun Cayley tablosunda &' nin her elemani
her bir satir ve siitunda sadece bir kez yer alir.
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Periyodik (Cyclic) Gruplari

+ Tablo 5.1'deki Cayley tablosu ile fanimlanmis grubu ele alalim:

*lelal|b|c
elelal|b]c
alalblc]e
blblcle|a
clclelalb cveue orours

+ Her bir elemani n bir tamsay: olmak iizere a" bigiminde yazabilecegimizden bu grup
icin al=a, a?=b, a3=c ve a*=e 'dir. Verilen herhangi bir eleman igin bu gésterim ayni
degildir.

+ Ornegin, b = a2 = a® = a2 vs. yazabiliriz. Aslinda kiimenin her bir elemanini @' nin
kuvvetleri bigiminde gostermek igin sonsuz sayida yol vardir.

+ {e,a,b,c} 'nin her elemani a" bigiminde yazilabilir ve bu duruma a grubun bir iiretecidir
(generator) denir.

+ Dogal olarak aklimiza diger baska elemanlar da grubun iireteci midir sorusu aklimiza
gelir. c elemaninin da bir iireteg oldugunu fakat n gift ise b"=e ve n tek ise b"=b
oldugundan b 'nin bir lireteg olmadigini séyleyebiliriz.

+ En az bir tane liretece sahip gruplara periyodik veya dairesel (Cyclic) denir.

Tanim: (6,*) grubu, n bir famsay! olmak iizere her bir ge6 igin bir g =a"<6 elemant
mevcutsa periyodik veya dairesel (cyclic) gruptur denir. (6,*) grubu a tarafindan
tretilmistir denir ve a (6,*) grubunun ireticidir.
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Ornek 5.1: (Z +) grubunun periyodic (cyclic) oldugunu ve iiretecinin
1 oldugunu gosteriniz.

Coziim: Etkisiz eleman O, ve 1 elemaninin tersi -1 'dir.
neZ elemani igin n>0 olmak iizere;
n=1+1+-+1 (n tane)
=nl
n<0 ise;
n= (-1)+ (-1)+-+ (-1) (n tane)
In| (-1)
n-1.

n=0 ise;
n=0-1=n-1
Boylece (Z,+) halka grubudur ve 1 bir iliretegtir.
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Dihedral Gruplar

Yandaki sekilde késeleri 1,2, ve 3 ile
numaralandirilmis eskenar liggene goz atalim.

Simdi bu iiggenin késelerinin yerlerinin
degisimine yol agacak olasi doniisiimlerini
diisiinelim. Ornegin, bu liggen saat yoniiniin
tersine merkezinden 120° dondiiriiliirse,

Uggenin en tepe noktasi (1) ile bu noktanin
kargisindaki kenarin orta noktasini birlegtiren
dogrudan yansimasi ise;

Biitiin bu déniisiimlerin kiimesine egkenar tiggenin
simetrileri kiimesi denir. Bu tip, lig tane /N RN
rotasyonlari igeren, lig tane de asagidaki Ly, L, ve ~ / N i
L3 dogrularinda yansimalari igeren alti tane ' ; '
simetri vardir.
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Sunem Déniigtuniin Somicu

£yt saatin tersi yonde 120 © dandiie .///\\ l-///‘/\\\.

T3 saatin tersi yonde 240 ® déndiinne ! / \ i 3 / \ I
1 1
g Ly de yansima //\— - /\\\
2 & i ] 3 £ L
1 3
, e
£ I .// \‘- 3 _\..'/ \\ 1
1 2
my: Ly de yansuma //\-\ —_— ,/\
2 Fd N3 1 £ b

T={ry, ry, rp, My, M,, M3} kiimesini ve * islemini diisiinelim ve a*b=ab 'nin anlami ‘a
doniisiimiinden sonra b déniisiimiinii uygula’ olsun. Bu nedenle, r;*m, ‘in anlami
'liggeni saat yoniiniin tersine 120° gevir ve sonucu L, izerinde yansit'.

* Ortaya gikan sonug tek bir m, doniisiimiine esittir ve rym;=m, yazilabilir. *
islemi degisme Gzelligine sahip degildir giinkii m;r;=m; “tr. 6-21

+ T kiimesinin * islemi altindaki Cayley tablosu Tabloda gosterilmistir

* ol | | |mp |y | Ing
Iy | Ip I Iy ny |0 |14
In [Ih Iz 1y my |13 1
I; |I2 Iy I o3 |0y |1
I [0y |0z (O |Ip I I
m [0 0 (IO | I Iy j§]

m; | 113 1 11 12 I To

+ Agiktir ki *, T iizerinde bir ikili islemdir ve (T,*) 'in degisme 6zelligine sahip
olmayan bir grup oldugunu gdsterebiliriz.

+ Etkisiz eleman ry, 'dir ve her bir elemanin tersi vardir.

- Ote yandan her déniisiim bir fonksiyon olarak diigiiniiliirse * igleminin
birlesme 6zelligine sahip oldugu kolayca gésterilebilir.

* (T.*) grubu genellikle D5 seklinde ifade edilir ve eskenar liggenin simetri
gruplari veya 3. dereceden dihedral grup seklinde isimlendirilir.

+ Benzer simetri gruplari tiim diizgiin gokgenler igin de gegerlidir. n.
dereceden dihedral grup n kenarli diizglin gokgenin simetri grubudur. 2n
tane elemani vardir ve D, seklinde gosterilir.
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Permutasyon Gruplari

Tanim: S bos olmayan bir kiime olsun. S' in bir permutasyonu S' ten S' e bir

bijeksiyondur.

Belli bir bijeksiyonu tanimlamak igin kullanilan yol genellikle S' in tim
elemanlarinin eslesmelerinin etkilerini gostermektir.

Ornegin, S={1,2,3,4} ise su sekilde bir p, bijeksiyonu tanimlayabiliriz.
pi(1)=2 p(2)=4 p,(3)=3 py(4)-=1.

p,i gostermenin daha uygun yolu, ilk satiri S 'in elemanlarindan ve ikinci

satirt bunlara karsilik gelen gériintiilerinden olusan bir dizi kullanmaktir.

p, bijeksiyonu icin sunu yazabiliriz:
1 2 3 4
n® p@ pd p@

12 4
2431

(5]

P=

Ilk satirda listelenen S' in elemanlarinin sirasi snemli degildir. Onemli
olan her bir elemanin altindakinin uygun bijeksiyondaki gériintiisiiniin
olmasidir.Yani p,' i su seklide de yazabiliriz:

~
-

43

121
PPy 0
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Permutasyon Gruplari

Simdi de A={1,2,3} kiimesini diisiinelim ve S3 A" nin tiim permutasyonlarinin kiimesi

olsun.(S3 notasyonunu kullanmamizin sebebi kiimenin 3 elemanli oldugunu belirtmektir).

S3'lin agagidaki gibi 6 elemanli py, p,, ..., pg oldugunu tahmin etmek zor degildir.

qr23  J123 (1123
PRy, P P50
Jr23 123 (123
PRy Py P

S3 iizerinde tanimlanabilecek dogal bir ikili islem vardir ki bu fonksiyonlarin

birlesmesidir. Bu nedenle, pip; (p;, p;€S3) p; ve p; bijeksiyonlarinin bilegkesi anlamina

gelir.

Islem agikga goriildigii gibi bir ikili islemdir. Ciinkii S lizerindeki bijeksiyonlarin

bilegkesi yine S iizerinde bir bijeksiyondur. Ornedin p;ps ‘i diisiinelim. Dizi bigiminde

soyle yazabiliriz:
12
1

-
3

1

-
bl

-
2

1 P3ps=

S s

1
3

— 2
[

oo

3 1 3
2 3 1

2]

Bu dizi p,'li temsil eden dizidir, o halde p3ps=p4 yazabiliriz.

R
3
2

pips=

23 l
1 ?7? 1

S 2

(%]

-2
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(55.*) igin Cayley tablosu; asagidaki gibidir.

*

Pr_ P2 Ps P+ Ps Ps
Pr |P1 P2 Ps P+ Ps Ps
P (P2 P3s P1 Ps Pe Pa
Ps |Ps Pt P Ps P+ Ps
P+ [P+ Ps Ps P11 P3P
Ps |Ps P+ Ps P2 Pt Ps
Ps [Ps Ps Ps Ps Po Py

+ (83,%) yapisinin degisme 6zelligine sahip olmayan bir grup oldugunu kolayca
dogrulayabiliriz. Birlesme 6zelligi ise fonksiyonlarin bileskesinin birlesme
ozelliginden gelir.

- Eger S={1,2,...,n} ise bu durumda |S|=n ve permutasyonlar kiimesi S,

n(n-1)(n-2)...1=n!
elemanlidir.

+ Bu nedenle S’ ten S’ e bijeksiyon tanimlarken S' in ilk elemani, S'in herhangi bir
elemaniyla; ikinci elemani S'in diger n-1 elemaninda biriyle vs. eslestirilebilir.

+ Bu da bize toplamda n! olas bijeksiyon verir.

+ Herhangi bir pozitif n famsayisi igin * bijeksiyonlarin bileskesini ifade etmek
lizere, (Sn,*) n. dereceden simetrik grup seklinde adlandirilan bir gruptur.
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Morfizm ve Grup Kodlari

Isomorfizm (Isomorphism)
+ Daha 6nceki konularda iig 6nemli grup ailesi (periyodik gruplari, dihedrak gruplar ve
permutasyon gruplari) rneklerini incelemistik. 3 elemanh bir kiimenin D3 dihedral grubu
ve S3 permutasyon grubu igin Cayley tablosu, asagidaki gibidir.

*ln o non o om omo omy pop B P D5 bs
Ip | Ip I I Ny np N Pr |Pr P2 P3 P+ Ps Ps
Ty I n Ip M 03 0oy P2 (P2 P P1 Ps DPs P4
n I 1o I m3 ny o3 Ps [Ps Pt P2 Ps P4 Ps
nmy | my; 0y np Iy I Iy P+ [P+ Ps Ps P P3 P2
o | mp my; I Iy Iy Ps [Ps P+ Ps P2 D1 P3
g |m3 m, my I I Iy Ps |Ps Ps P+ P3 P P

* Yukaridaki tablolar karsilastirirsak ilging bir sekilde her iki tablonun isimlendirmeler
disinda ayni oldugunu gériiriiz. Ilk tabloda r, 'nin oldugu yerlerde ikinci tabloda ps; ms
'lin oldugu yerlerde py vardir vs. py, pa, ..., ps doniisiimleri yerine sirasiyla rq, ry, r,, my,
m,, mz kullanirsak iki tablo ayni olur.

« Iki sonlu grup bu gekilde iligkilendirilmis ise 'izomorfik’ olarak adlandirilirlar.

+ Izomorfik olmak gruplarin ayni olmasi demek degildir. Ornegimizde iki kiime elemanlari
nasil etiketlendirilirse etiketlendirilsin farklidir ve ikili islemleri ayni degildir.

- Ote yandan, izomorfik gruplar arasinda gok yakin bir iligki vardir éyle ki elemanlart ayn
olmasa da yapilari aynidir ve bir sekilde bu iligkiyi matematiksel olarak tanimlamamiz
gerekir.
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Cayley tablolarinin isimlendirilme disinda ayni olmasi demek, D' iin
elemanlari ve S; 'iin elemanlari arasinda bire-bir eslesme olmasi demektir.
Bu bire-bir eslesme grup yapisint muhafaza etme 6zelligine sahip bir
bijective fonksiyondur.

Bu tip bir fonksiyona izomorfizm denir.

Daha ciddi bir ifadeyle: (6,*) ve (6',0) seklinde verilmis iki grup varsa bir
izomorfizm bijective bir £6—G' fonksiyonudur oyle ki; g,* g, 'nin
goriintiisii G' kiimesinin elemanidir ve o isleminin g, ve g, 'nin goriintiilerine
uygulanmas: isleminin sonucudur.

Asagidaki sekilde bu diisiinceler 6zetlenmistir.

g1 & £ > f(gy), f(g)
G de G de
birlesim birlesim
flgl)° f(g2
* f . (8l)* 12} Aym
8 " Mg te) |
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Tanim: (6,*) grubundan (G',0) grubuna bir izomorfizm bir bijective f:6—6'
fonksiyonudur ve tiim gy, g, €6 igin

f(91*92)= f(g1) o f(gz) 'dir.

Eger boyle bir fonksiyon varsa (6,*) grubu (G',0) grubu ile izomorfiktir deriz ve
(6,%) = (G',0) seklinde yazariz.

D; 'ten S3' e bir izomorfizm
i ro—p1, r1—P2, P2—P3, M—ps, Me—Ps, M3—Pps
seklinde tanimlanir.

Daha genellestirip n elemanl bir kiimenin tiim permutasyonlarinin grubu n. derece
bir dihedral ile izomorfik midir diye sorarsak cevap hayirdir.

Giinkii, n>3 igin bu gruplarin mertebeleri esit degildir.
O halde, D,—S,, seklinde bir bijeksiyon mevcut degildir. n derece bir dihedral igin
|Dnl=2n iken |S,|=n! ‘dir.
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Ornek 5.2: (R, +) ve (R*, x) gruplarini diigiinelim. f: R—R* ve f(x)=2* fonksiyonunun
(R,+) dan (R*, x)' ye bir izomorfizm tanimladigini gésteriniz.

Goziim: Iki seyi gostermemiz gerekir:
a. f'in bijeksiyon oldugunu,
b. x,y € Rise f(x+y)=f(x) x f(y) oldugunu.
f 'in bijeksiyon oldugunu dogrulamanin en kolay yolu y=f(x) 'in grafigini gizmektir.
Bu grafik sekilde gosterilmigtir.

y=2

y- ekseninin pozitif kismindaki tiim yatay dogrular grafigi tam olarak bir yerde
kesigine gore f bir bijeksiyondur. Ayrica,
f(x+y)=2xY
= 2%.2Y
= f(x) x f(y)
O halde f" in (R,+) 'dan (R*, x)' ya bir izomorfizm oldugunu gostermis olduk.
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Tki grubun izomorfik olup olmadigini belirlemek igin birgok deneme yanilma
yapmak gerekir ve bu da 6zellikle gruplarin mertebeleri biiyiikse gok zaman
alir.

Bu zaman izomorfizmin bilinen 6zellikleri kullanilarak azaltilabilir. Bu
ozelliklerin bir kismi asagidaki teoremde listelenmistir.

Teorem 5.3: Eger f:6,—6, (6,,*) ve (6,,0) gruplari arasinda bir izomorfizm
1se;

1) e, (64,%) 'da bir etkisiz eleman ise f(e) (6,,0) 'da bir etkisiz elemandir.

2) (64, ™), sadece ve sadece (G,,0) degisme 6zelligine sahip bir grupsa degisme

szelligine sahiptir.

3) al (64, *) da a' nin tersi ise f(al), f(a) nin (6,, o) 'da tersidir. Yani, f(a!)=[f(a)] L.

4) f 1 6,6, ters fonksiyonu (6,,0)dan (6,,*) ya bir izomorfizm tamimlar.

5) (61,*) sadece ve sadece (6,,0) cyclic ise cyclictir.

6) Eger ac6, ise |al=|f(a)l.

Bu gzelliklerin izomorfik gruplara uygulanabilecegini ve bu 6zelliklerden
birinin olmamasi durumunda sorulan iki grubun izomorfik olamayacagini
kanitlamak gok zor degildir.

Bu nedenle, iki grubun izomorfik olmadl?ma gostermek icin bir grup igin
gegcerli digeri i¢in gegersiz olan bir 6zellik bulmak gerekir.

Ote yandan iki grubun izomorfik oldugunu gostermek igin ortak ozelliklere
sahip olduklarini gostermek yeterli degildir.
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- Izomorfizm Prensibi

TIki grubun izomorfik olduc?unu gostermek igin birinden digerine

bir izomorfizm bulunmalidir; iki grubun izomorfik olmadigini
ostermek icin bir grubun sahip oldugu digerinin sahip olmadig
ir grup ozelligi bulunmahdir.

Ornek 5.3: D, ve (Z/6, +,) gruplari izomorfik midir?

¢o6zim: Teorem 5.2' deki 2. maddeyi uygularsak bu iki grubun
izomorfik olmadigini soyleyebiliriz. C%inki.i (Z/6, +,) degisme
ozelligine sahipken D; degildir.

Morfizmler

+ (6,*) ve (6',0) gruplarinin izomorfik olmast igin bijective ve ayrica grubun yapisini devam
ettiren bir f:6—6' fonksiyonu tfanimlayabilmemiz gerekir.

+ Bijective kosulunu kaldirirsak ‘morfizm’ olarak adlandirdigimiz daha genel bir yapi-
koruyan fonksiyon tanimlariz. Morfizmler sadece grup giftleri arasinda degil ayni
zamanda herhangi iki cebrik yapi arasinda da tanimlanabilir.

+ Tanim: (A.*) ve (B,0) seklinde iki cebrik yapi verilmisse, (A,*) dan (B,0) ya bir morfizm
f:A—B fonksiyonudur dyle ki tiim a;, a,€A igin;
f(a*az)= f(ay) o f(a,)

+ Bir morfizm surjective olmak zorunda degildir o halde B 'de, A’ daki herhangi bir
elemanin gériintisii olmayan elemanlar olabilir.

+ Eger surjective ise bu morfizm epimorfizm olarak adlandirilir.

+ Benzer sekilde bir morfizm injective olmak zorunda degildir o halde B 'de, A’ daki birden
fazla elemanin goriintiisii olan elemanlar olabilir.

+ Injective bir morfizme monomorfizm denir.

+ Bir izomorfizm hem surjective hem de injective olan bir morfizmdir. (A*) ve (B,0)
cebrik yapilart arasindaki morfizmler ile ilgili Gnemli olan, * islemi altinda A'nin birgok
ozelliginin, o islemi altinda goriinti kiimesi f(A) 'da korunmasidir.

+ Teorem 5.4: (A*) ve (B, 0) cebrik yapilar ve f:A—B bir morfizm olsun.
(a) (A,*) bir yari-grup ise (f(A),0) da yari-grup tur.
(b) (A,*) bir monoid ise (f(A),0) da monoid dir.
(c) (A*) bir grup ise (f(A),0) da grup tur.
6-32
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Teorem 5.5: (A*) ve (B, o) cebrik yapilar ve f:A—B, (A,*) dan (B,0) ya bir morfizm
olsun. Bu durumda,
(1) e, (A*) 'da bir etkisiz eleman ise f(e), (AA),0) 'da bir etkisiz elemandir.
(2) (A*) degisme ozelligine sahipse (f(A),0) da degisme 6zelligine sahiptir.
(3)al (A*) dad nin tersi ise f(a?t), f(a) nin (f(A), o) 'da tersidir. Yani, f(a1)=[f(a)]
(4) (A¥) bir periyodik grubu ise (f(A),0) da dyledir.

(f(A),0) yapist (A*) in morfik goriintiisii olarak adlandirilir.
Eger morfizm surjective ise (f(A),0), yukaridakilerde (B,0) ile yer degistirilebilir.

Ornek 5.4: (Z+) grubunu d[jgijnelim. f:Z—Z, f(x)=2x geklinde tanimlanmis olsun. f
fonksiyonunun%Zr)’dan (Z+)ya bir morfizm oldugunu ispatlayiniz.

¢o6ziim: Burada tiim x,yeZ igin f(x+y)=f(x)+f(y) oldugunu géstermeliyiz.
f(x+y)= 2(x+y)
= 2x+2y
=f(x)+f(y).
Béylece f' in bir morfizm oldugunu kanitlamig olduk.

Fonksiyon injectivedir fakat surjective degildir. Goriintii kiimesi ¢ift Tamsalllar'
kiimesi (sifir dahil) E 'dir ve Teorem 5.4(c) 'nin sonucunu dogrulayabiliriz. E kiimesi
toplama islemi altinda bir gruptur.
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Grup Kodlar

Modern teknolojinin bir’iok uygulamasi bir noktadan digerine veri
iletimini igerir. Bu iki nokta, bir bilgisayarin hafizasinin bir yerinden
bagka yerine oldugu gibi kismen yakin mesafede de olabilir, uydu
haberlesmelerindeki gibi binlerce kilometre uzakta da olabilir. Her iki
durumda da sistemin gerekli 6zellikleri aynidir. Verinin iletildigi bir
iletisim kanali vardir ve kanalin bir ucundan alinan ver:i ile diger ucundaki
veri gonderilen veri aynidir.

Amaglarimiz dogrultusunda konuyla ilgili tiim veriyi her biri O veya 1 olan

basamaklardan olusan stringler ({0,1 alfabesinden olugan kelimeler

geklinde diigiinebiliriz. Bu tip kelimelere ikili kelimeler (binary words) ve
unlarin basamaklarina bit denir.

Ote yandan, her ne kadar iletim sistemimizin tamamen giivenli olmasini
istesek de zaman zaman bazi hatalarin olmasi, dig kaynaklardan giiriiltii
gelmesi kaginiimazdir.

Bunlar iletimde hataya sebep olur ve gonderilen kelimenin alinan kelime
ile ayni olmamasina neden olur.

Bu nedenle, alinan kelimenin hatal oldugunu anlayabilmek ve miimkiinse
gonderilen asil kelimeyi belirlemek gok onemlidir.

Asil kelime belirlenemese bile en azindan hatanin tespit edilmesi verinin
tekrar istenmesine olanak saglar.
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Iletim hatalari konusunda su varsayimlari yapmamiz
yararh olur:

a) Iletilen verinin bir veya daha fazla bitinde 1'in 0' a veya O’ in
1' e doniismesi seklinde olusurlar

b) 1'in O’ a donlisiimii ile 0" in 1 ‘e doniisiimi ihtimali aynidir.
c) Ayri bitlerde olugan hatalar birbirinden bagimsiz olusur.

d) Iletilen kelimeyi olugturan bitlerin her birinde hata olma
orani aynidir.

e) n<m igin n tane hatanin olma olasihgi m tane hatanin olma
olasiligindan daha fazladir o halde, yanls iletilen bir kelime
igin hata sayisinin bir olma ihtimali en yiiksekfir.
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+ Simdi hata bulma ve diizeltmenin gerekli 6zelliklerini agiklamak igin birkag 6rnege
bakalim.

+ Bir iletim kanalindan iletilen verilerin, uzunlugu 3 olan ikili kelimeler kiimesinin tiim
elemanlari oldugunu diisiinelim. Bu kiimeyi B ile gosteririz ve

B5={000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}.
+ 010 kelimesinin iletildigini ve 3. basamakta hata oldugunu, béylece 011 kelimesinin
alindigini diisiinelim.

+ Bu hatayi tespit edebilmenin imkani yoktur zira 011 de bu kiimenin elemanidir ve
alma ihtimali oldugumuz kelimelerden biridir.

- Eger hatay! tespit edemezsek bunu diizeltme imkanimiz da yoktur.

+ Bu 6rnek hatay: tespit edebilmek igin gerekli bir 6zelligi vurgulamaktadir: yanlis
iletilen kelime, almay: bekledigimiz kelimeler kiimesine dahil olmamalidir.

* Yukaridaki ornekteki kelimeler bir birine gok yakindir. Herhangi bir hata kiimenin
bagka bir elemanina doniigiir.

+ Bunun yerine iletilen kelimelerin {111, 100, 001, 010} kiimesinin elemanlar: oldugunu
diisiinelim. Bu durumda 010 kelimesinin 3. basamaginda hata meydana gelirse, 011
kelimesi alinacaktir ve bu kelime almay: bekledigimiz bir kelime degildir.

+ Ote yandan, hata meydana geldigini bilsek de hatanin nerede oldugunu bulamayiz.

+ Tek hatanin olma ihtimalinin en yiiksek oldugunu kabul edersek iletilen kelime biiyiik
ihtimalle 111, 001 veya 010 ‘dur.

+ Ancak unutmamak gerekir ki; ¢ift hata tespit edilemez zira bir kelimenin herhangi
iki basamaginda meydana gelecek hata kiimenin baska bir elemanina dondisiir.
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{111, 100, 001, 010} kiimesinin elemanlar: hala birbirine gok yakindir.
Sadece {000, 111} kiimesinin elemanlarini ilettigimizi diisiinelim. Bu
durumda bir veya iki basamaktaki hatalar tespit edilebilir ve tek bir
hata olmussa diizeltilebilir.

Ornegin, 011 kelimesini almigsak ona en yakin 111 kelimesini almamiz
gerektigini anlariz. Ote yandan ¢ift hatalar diizeltilemeyecektir.

Eger 000 kelimesinde ¢ift hata meydana gelir ve 011 alinirsa, tek hata
meydana geldigini varsayip esas gonderilenin 111 oldugunu zannedebiliriz.
Bu kelime kiimesi igin iki tfane hatay: tespit edebilir, fakat diizeltemeyiz.
Bu ornekler hata tespitinin hata diizeltmekten daha kolay oldugunu
gosterir.

Ote yandan, ikisi de olast iletilecek kelimeler kiimesindeki kelimelerin
birbirinden farklhhgina baglidir.

Tanim: x ve y, n uzunlugunda ikili kelimeler olsun. x ve y arasindaki uzaklik
(Hamming uzakhgi) d(x,y) seklinde gésterilir ve x ve y ‘nin farkhlastigi
basamak sayisina esittir.

Ornegin, x=001101 ve y=111110 ise iki kelime birinci, ikinci, beginci ve
altinci bitlerde farklilagir. Bu nedenle d(x,y)=4 'tiir.
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n uzunlugundaki x,y ve z i¢cin asagidaki uzaklik czelliklerini
gostermek gok zor degildir.

(a)d(x,y)20
(b) d(x,y)=0 sadece ve sadece x=y ise
(c) d(x.y)= d(yx)
(d) d(x,2)  d(x,y)* d(y.2)
X kiimesi iizerinde bu 6zelliklere sahip herhangi bir
d:X x X—R*U{0}
fonksiyonuna metrik adi verilir.

Bu nedenle uzaklik B" kiimesi tizerinde bir metriktir.

Basarili bir hata tespiti ve diizeltimi igin olasi iletilecek kelimeler
kiimesindeki farkl kelimeler arasindaki uzakhgin olabildigince gok
olmasi makbuldiir.

6-38

19



Pratikte hatalarin tespiti ve diizeltimi, kelimeleri iletimden once kodlayarak
gergeklestirilir.

Genellikle bu kelimenin sonuna bir veya daha fazla bit ekleyerek yapilir.
Bunlara kontrol basamagi (check digits) denir ve alinan kelimenin bir kisminin
veya tamaminin dogrulugunu kontrol etmek igin kullanilirlar.

Boylece iletilen herhangi /7 uzunlugunda bir ikili kelime gonderilecek bilgiyi
tastyan bilgi biti denilen m basamak ile hata tespiti ve diizeltilmesine yarayan
r=n-m kontrol basamagindan olusur.

B", n uzunlugundaki tiim ikili kelimelerin kiimesini temsil ediyor dersek,
kodlama mekanizmasini E: Bm"—B" seklinde bir fonksiyon olarak garebiliriz.
Boyle bir fonksiyona encoding fonksiyonu, bu fonksiyonun goriintii kiimesinin
elemanlarina da codewords denir.

Her codeword B iginde tek bir kelimeye karsilik gelmek zorunda oldugundan
bir encoding fonksiyonu injective olmalidir.

Her bir encoding fonksiyonu igin E(x)=y olmak iizere bir codeword 'ii (yeB")
xeBm'a eglestiren bir D: B~—B™U{'hata’} decoding fonksiyonu vardir. m<n
oldugundan, codeword' ler kiimesi B" in 6z alt kiimesidir, o halde D' nin tanim
kiimesinin codeword olmayan elemanlar: da vardir.

Eger bu kategoriye diisen bir wl kelimesi alinmigsa, D(w1)=D(w) dyle ki w, wl
codeword' {ine en yakin yani en az sayida bitte farklilasan codeword' tiir. Buna
‘en yakin komsu kodlamasi’ denir-.

Eger en yakin komsu tek degilse D(w1)="hata’ diyebiliriz.
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+ Bir E: B"—Bn encoding fonksiyonu ve bir D: B»—Bm™U{'hata’} decoding
fonksiyonu igeren bir coding/encoding prosediiriine (m,n) blok kodu
denir.

* En basit encoding fonksiyonu codeword' teki 1' lerin sayisini gift say!
yapacak sekilde segilen bir biti kelimenin sonuna ekler. Bayle bir koda gift
parite kontrol kodu (even parity check code) denir.

* Encoding fonksiyonu E: Bmn—Bm! seklindedir ve 6rnegin ejer m=4 ise
E(0011)=00110 ve E(1000)=10001.

+ Cift parite kontrol kodu igin tek kontrol basamag: kullanilirsa, bir hata
tespit edilebilir ¢linkii bu durumda tek sayida bir vardir.

- Ote yandan, hatalar diizeltilemez giinkii hatanin nerede oldugunu sdylemek
miimkiin degildir.

- Iginde k' nin herhangi bir kombinasyonu veya daha az hata tespit
edilebilecek bir kod, k-hata tespiti (k-error detecting);

- Iginde k' nin herhangi bir kombinasyonu veya daha az hata
diizeltilebilecek bir kod, k-hata diizeltimi (k-error correcting) olarak
adlandirilir,

+ Cift parite kontrol kodu 1-hata tespiti ve O-hata diizeltimidir.
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Hatalarin tespit edilebilmesi ve diizeltilebilmesinin codewordler
arasindaki uzakhga bagl oldugunu gormiistiik.

Kontrol basamaklari igceren kodlar igin her bir codeword gifti
arasindaki uzaklik ayni olmak zorunda degildir o halde, kodun
hata bulma ve diizeltme kapasitesini belirleyen faktér codeword
giftleri arasindaki uzakhgin minimumudur.

Bir kodun minimum uzakligi ayri codeword giftleri arasindaki tiim
uzakliklarin minimumu olarak tfanimlanir.

Teorem 5.6: Bir kod sadece ve sadece minimum uzakligi en az k+1
ise k-hata tespitidir.

Ispat: Bir codeword' te herhangi sayidaki hata, codeword baska bir
codeword' e doniismemis ise Tespit edilebilir. Eger codeword' ler
arasindaki minimum uzaklik k+1 ise k+1' den daha az hata yeni bir
codeword' e yol agmaz ve tespit edilir. Bundan dolay: k veya daha
az hata tespit edilebilir ve boylece kod k-hata tespitidir.
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Teorem 5.7: Bir kod sadece ve sadece minimum uzakligi en az 2k+1 ise
k-hata diizeltimidir.

Ornek 5.5: Asagidaki gibi tanimlanan E:B2—B¢ encoding fonksiyonunu
digiinelim.

E(00)=001000 E(01)=010100

E(10)=100010 E(11)=110001.
Bu kodun kag tane hata tespiti ve diizeltimi yapabilecegini bulunuz.

¢oziim: Codeword giftleri arasindaki uzakliklar asagidaki gibidir.

d(001000, 010100)=3 d(001000, 100010)=3
d(001000, 110001)=4 d(010100, 100010)=4
d(010100, 110001)=3 d(100010, 110001)=3

Minimum uzaklk tgtiir o halde, kod k+1=3 olmak lizere 2-hata tespitidir.
2k+1=3 oldugundan kod 1-hata diizeltimidir.

Gruplarin kodlama teorisindeki 6nemini vurgulamak igin n bit kelimeler

kiimesi Bn lizerinde bir ikili islem tanimlamamiz ger’eﬁlr‘.
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Tanim: x ve y n uzunlugunda codeword' ler dyle ki, X" in i. basamagi x; ve
y 'nin i. basamag y; olsun. x ve y 'nin toplami x @ y seklinde gdsterilir ve
+, toplam mod 2 olmak lizere, i. basamagi x; +, y; olan n bit kelimedir.

Bu nedenle iki codeword' iin toplami gereken bitlere toplam mod 2 islemi
uygulanmasi ile elde edilir. Ornegin,

1011001 @ 1000111 = 0011110 ve
111001 @ 110011 = 001010.

Tanim: x kelimesinin agirhigi(weight) w(x) ile gdsterilir ve igerdigi
birlerin sayisidir.

Ornegin, w(101101)=4 ve w(011110111)=7.
Iki n bit ikili kelime x ve y arasindaki mesafe gdyle bulunur:

d(x,y)=w(x @y).

Codeword ‘ler kiimesi @ islemi altinda bir grup olan koda grup kodu
denir. B" kiimesinin bu islem altinda bir grup oldugunu gostermek gok
kolaydir. Ote yandan, bu gok yararli bir codeword kiimesi degildir.

Ciinkii, daha dnce de bahsettigimiz gibi kelimeler birbirine ok yakindir.
Hata bulma ve diizeltme kapasitesinin minimum uzaklk ile ilgili oldugunu
gostermistik.
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Herhangi bir kod igin minimum uzakligi bulmak tiim olasi codeword
giftleri arasindaki uzakliklar: bulmayi igerir ve codeword'’ lerin sayisi gok
biiyiikse bu gok zahmetli bir igtir. Ote yandan, bir grup kodu igin
minimum uzakhigin tiim sifir-olmayan codeword' lerin minimum agirhgina
esit oldugunu gosterebiliriz.

Teorem 5.8: Bir grup kodunun minimum uzakligi, tiim sifir-olmayan
codeword' lerin minimum agirhgina esittir.

Kontrol basamaklar: ekleyerek kelimeyi kodlayan bir E:B™—B" (n>m)
encoding fonksiyonu igerisinde 1 ve O lar bulunan & gibi mxn tipindeki
matrisler kullanilarak kolayca tanimlanabilir.

Boyle matrisler kodlar igin lireteg matrisi olarak adlandirilir. m bitlik bir
kelimeyi encode etmek igin kelimenin 1xm lik bir matris oldugunu gériiriiz
ve bu satir matris ile G matrisini garpar ve sonucun 2 modiiliine gére
degerlendiririz.

Sistematik bir kod igin codeword'iin ilk m bitinin encode edilecek
kelimenin m biti ile ayni olmasini talep ederiz. Bundan dolay! 6 matrisinin
ilk m siitunu birim matris I, ile ayni olmasi gerekir.
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Ornek:

E:B3—BS. her xeG icin E(x)=xG

100101
G=({0101T1F0
001011

seklinde fanimlanan encoding fonksiyonunu g6z 6niine alalim.
010
011
1o

1
o)—(011101)
1

=R

10
EOD)=(0 1 1)f 01
00

011 codeword 011101 olarak encode edilir. Diger bir drnekte;

[
o= o

EQ00)=(1 0 0)(

0101
0110 =(10o010T1)
1011
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* En genel halde x,, x,, x; rakamlarindan olugan ii¢-bit kelime igin

1 00101
E(xixx3) = ( X X X3 ) 010110
001011

= [ X1 X X3 Xj+x xodoxy xp+ax3 ]

* x,x,x; kelimesi @, v, 0; 0, w5 w; olarak encode edilir ve
w) =X wr = X3 w3 = X3

wy = X| +2 X2 w5 = X2 +2 X3 wg =X +2 X3

ve buradan asagidaki denklem sistemi elde edilir:

wy = w42 wp ws = wy 4+ w3 wg = wy 4+ wi.

+ Codewordiin son li¢ basamag! farkh bilgi bit pargalari igin parite kontrolii
olarak hareket eder. Codeworddeki alti bitinin birisinde meydana gelebilecek
hata bu denklemlerden hangisinin saglanmadigi kontrol edilerek belirlenir.

« Ornegin, dordiincii bitteki bir hata igin sadece dérdiincii denklem saglanmaz,
birinci bitteki bir hata igin birinci ve dordiincii denklemler saglanmaz.
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0 +, 0=1 +, 1=0 oldugundan yukaridaki denklem sistemi asagidaki gibi
yazilabilir:
wp 42wy +2wy
wy +7 w3 +7 Wws
wy 4o w3 +2 wg

I
o oo

Bu denklem sistemi matris formunda asagidaki hali alir;

wy

w 0 1 10100
o Buradaki matris H={ 0 1 1 0 10
1 01 001

—_—_
oo —
o — o
—_— o o

wy 0
ws
we

o

—_—
—_ o

Parite kontrol matrisi olarak adlandirilir ve her dogru transfer edilen codeword ig

0\ denklemi saglanir. Buradaki G iireteg
Hw'=| 0 | matris ile H parite kontrol matrisi
0 / arasindaki iliskiye dikkat edelim.

101 Seklinde tanimlana F matrisi igin G é ? g } ? []]
F=1 1 101" G matrisi (I, F) ve H matriside (FTI;) = 00101
0 11 oldugu goriiliir.
6-47
Ureteg matrisi 1000 1 11
|0 roo0o0
o010 1 10
0001001 )
olan E:B*—B7 encoding fonksiyonunu g6z niine alalim. Ornegin
L0011
gaton= (110 )| 01000 I = (100,
0001001 .
Buradaki 6=(I4 F) matrisi incelenecek olursa F matrisinin F= (]) : (])
00 1
oldugu kolayca belirlenir. Dolayisiyla, G matrisine karsilik gelen parite kontrol
matrisi olan H=(FT I5) asagidaki sekilde bulunur:
1010100
H= I 11001 0].
I 101001
1101101 codeword'u igin sonug olarak asagidaki dogrulama gergeklenir:
|
: 0
I 01 01 00 1]
HCLTOT 1P o)y =(11 10010 =10
F1rotoo0 1)1 0
0
1 6-48
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+ Teorem: &iireteg matris olmak lizere £(x)-x6 seklinde verilen
E:B"— Bbir encoding fonsiyonu olsun. £(B™) codewordler kiimesi
modiilo 2 bit toplama islemine gore bir gruptur.

+ Verilen herhangi x, x,eB" igin

E(x1@x) =(x1 S x2)C
=x1G&E&nG
= E(x|) & E(xa).

E, (B, ®)den (B, ®)ye morfizmdir. (B", ®) bir grup oldugundan
E(B", ® ))de bir grup olusturur.
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+ Daha dnceden bir kodun hata tespiti ve hata diizeltme kapasitesinin kodun minimum
uzakhgina bagli oldugunu gormiistiik. Bir grup kode igin minimum uzaklik; sifirdan farkh
codewordun minimum agirhgidir. Bu sonucu kullanarak; parite kontrol matrisinden kag
tane hatanin tespit edilebileceginin veya diizeltilebileceginin nasil yapilacagini
gosterebiliriz.

+ rxn tipindeki H matrisinin siitunlarinin hy, h,, ..., h, seklinde gosterildigini ve bu
stitunlarin k tanesi igin ilgili satira karsilik gelen elemanlarin toplaminin sifir oldugunu
kabul edelim. Bu siitundaki elemanlari hi1' haz, hik ile gosterelim. n basamakli w
kelimesi H w™=0 bagintisini saglar ve bir codewordtur &yle ki iy, iy,..., i basamaklarinda
birler ve diger basamaklarinda sifir vardir.

+ Bunun béyle oldugunu gostermek igin asagidaki H matrisini g6z oniine alalim:

hi b s h hs
H=| hy hyn hy hy hxs

by ha hyy hy ks

+ Simdi H'nin birinci, liglincii ve dordiincii stitunlarinin toplaminin sifir oldugunu kabul
edelim.
hii+2hi3+2his=0
ha+2hn+2hu =0
h31+2han 42 by = 0.
6-50
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Simdi wy, wy, wi, w4, ws basamaklarindan olusan ve wi= w3= wy =1, w,= ws=0
bagintilarini saglayan w kelimesini g6z éniine alalim.

hyywy 7 hygwy 2 hizws 42 higws +2 hisws
Huw'= | hawi +2 hoow 42 hosaws 42 hagws +2 hasws
haywy +2 haaws +2 hasws +2 hagws 42 hasws

hypwy +7 hyws 42 gy
h21wy +2 hoyws +2 hagwy since w2 = w5 =10
hyjwy +7 hyyws 47 hygwy

hyptaha+ahy
=| hy+rhn+rhy sincew; =wy=ws =1
hat +2 haz +2 by
0
0
0

Dolayisiyla 10110 bir codewordttiir.

Tersine; bir codewordiin sadece iy, iy,..., i, basamaklarinda birler varsa H matrisinin
iy, ip,..., iy, situnlarinin toplami sifirdir.

Bu sonug, G iirete¢ matrisi veya denk olarak H parite kontrol matrisi ile fanimlanan
kelimenin minimum agirhginin belirlenmesine imkan saglar.

Sonug basit olarak; H matrisinin toplami sifir olan siitunlarinin minimum sayisina
karsilik gelir. Bir kod grup code oldugundan minimum agirlik minimum uzakhga esit
oldugundan kodun hata tespit ve hata diizeltme kapasitelerini belirleyebiliriz.
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Ornek

E:B*—B7- her xeB* igin E(x)=xG olan agagidaki 6

o—oo
—ocoo

111
011
110
101

oo —o

1
0
0
0

lirete¢ matrisini tarafindan tanimlanan E encoding fonksiyonu yardimiyla tanimlanan
grup kodunu g6z dniine alalim. G ye karsi gelen parite kontrol matrisi

seklinde yazilir.

Kodun minimum agirhgini bulmak igin H matrisinin toplami sifir olan siitunlarinin
minimum sayisini bulmaliyiz. Toplamlar: sifir olan iki siitun igin elemanlarinin her
birinin famamiyla ayni olmasi gerekir.

Sifirlanan higbir siitun olmadiginda veya tfamamiyla bir birinin esiti olan siitun
olmadiginda minimum agirlik en azindan igtiir.

Bu su sekilde dogrulanabilir; 1, 2 ve 5. siitunlarin toplami sifir yapar (bunlar sadece
toplamlar: sifir olan siitunlar degildir). Bu kodun minimum agirhigi gtiir ve
codewordler arasindaki minimum uzaklik ligtiir. Buradan bu kodun 2-hata tespiti ve 1-
hata diizeltmeli oldugu sonucuna ulasihr.
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Parite kontrol veya iireteg tarafindan tfanimlana bir sistematik kod
verilmis olsun. Alinan w kelimesinin decode edilmesi

Hw™=0
bagintisinin hesaplanmasini igerir. Bu deger w kelimesinin sendromu

(syndrom) olarak adlandirilir. Eger sendrom tamami sifir olan elemanlara

sahipse, akla uygun olarak kelimenin dogru transfer edildigi sonucuna
ulasiriz ve decodin agsamast ilk m bilgi basamaklarinin segimini igerir.

Eger sendromun bir vaya daha fazla elemani sifirdan farkli ise ne olur?
Bu durumda en azindan bir iletim hatasinin meydana geldigini biliriz.

w, ile alinan kelimeyi ve w, ile de gonderilen kelimeyi gosterelim. w,

kelimesi w, kelimesinin (modiilo 2 ye gdre) i. basamagina 1 eklenmesinden

dolayi olusacagindan bu iki kelime farkhlasacaktir.

e i. basamak harig tiim basamaklari sifir olan ikili kelime (binary word)
olarak tanimlanacak olursa, e hata deseni (error pattern) olarak
adlandirilir ve w.=w, ® e olur.
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Tanim: n basamakli w; kelimesi gonderildiginde n basamakl bir w, kelimesinin
alindigini kabul edelim. Hata deseni e .e,, ..., e, basamaklarina sahip e ikili
kelimesidir. Burada

e =

1

0w vew, 'nin i.basamagiayniise
1w, vew, 'nin i.basamag: farkliise

w; kelimesinin i. Basamaginda meydana gelen iletim hatasi igin Hw,™ sendrom
asagidaki sekilde karsimiza gikar.

Huw! = Hw ge)'
=H(w'se")
=Hw'a® He'
=He' (since w is a codeword)

ith column of H.

Sonug olarak, tek hata olustugunda, sendrom hatanin tam olarak hangi basamakta
meydana geldigini bize soyler.
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Ornek

E:B3—B®. parite kontrol matrisi

ile verilen encoding fonksiyonunu g6z 6niine alalim. 100001 kelimesinin alindigini
kabul edelim. Gonderilen kelimenin hangi kelime olabilecegini arastiralim.

Once génderilen kelimenin sendromunu hesaplayalim

110100 !
Ho'={1 11010 =11
101001 0

Hw,T sifir olmadigindan 10001 bir codeword degildir ve dogru olarak transfer

—o oo o —

basamagi yanlhs iletilmistir. Alinmasi gereken kelime 110001 olmaliyd:. Dolayisiyla
Kelime 110 olarak decode edilmelidir.
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UYARI

Sendromun sifir olamadigini veya H nin bir siitunu ile ayni
olmadigini kabul edelim.

Bu durumda, hatanin birden daha fazla basamakta meydana
eldigi sonucuna ulasiriz ve tek-hata-diizeltmeli kod ile alinan
elime akla uygun bir sekilde decode edilemeyecektir.

Bu kisa kod teorisine giris ile tek hata diizeltmeli kodlar

lizerinde yogunlastik.

Bu konunun incelenmesi, tek hatali kelimeler ile karsilasmanin gok

hatali kelimeler ile karsilasmaktan daha sik karsilagilabilecek

durum oldugundan onemlidir.

Uzay gemilerinden gonderilen kelimelerde oldugu gibi ¢ok hatali
kelime fransferinin az olmadigi durumlarda daha karmasik hata
tespit ve hata-diizeltme kapasitesine sahip kodlar kullaniimahdir.
Bu ise soyut cebir alanindaki teorilerin bu alana uygulanmasiyla
yapilabilmektedir.
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