ORNEKLER-VEKTOR UZAYLARI

1.0° vektor uzayinda yer alan w=(9 2 7) vektoriiniin, u=(1 2 -1),

v=(6 4 2) vektorlerinin dogrusal bir kombinasyonu oldugunu ve
z=(4 -1 8) vektoriiniin ise bu vektorlerin dogrusal bir

kombinasyonu olmadigim gosteriniz.

w=k,u+k,v olmalidir.

927)=ki(12-1)+ky(6 4 2)
=(k1+6k,, 2k\+4k,, -k1+2k,)
ya da
k1+6k,=9
2k +4ky=2
-k1+2k,=T7
Sistem ¢oziildiigiinde k;=-3 ve k,=2 sonug olarak,
w=-3u+2v.
Benzer olarak, z=k,u+k,v olmalidir.
(4-18)=ki(12-1)+ky(642)
=(k+6k,, 2k +4k,, -k1+2k,)
ya da
k1 +6k,=4
2k +4ko=-1
-k1+2k,=8



Sistem tutarsizdir. k; ve k, bulunamaz.
2. Verilen tic vektoriin vi=(1 12), v,=(101), vs=213) °
vektOr uzayim tiiretip tiiretemeyecegini arastiriniz.
[1° vektor uzayindaki her hangi bir b=(b, b, b3)

vektoriiniin bu ii¢ vektoriin dogrusal kombinasyonu olarak,
b=k, v|+k;v,+k3V;
ifade edilip edilemeyecegi arastirilmalidir.
(b1 by b3)=ki(1 1 2)+ky(1 0 1)+k3(2 1 3)
=(k\+ko+2ks, ki+k3, 2ki+kr+3k3)
ya da
ki+k,+2ks=b,
ki+ks  =b,
2k +ky+3ks=b;

sistemin, Ax=b, tutarli olabilmesi i¢in katsay1 matrisinin,

(1 1
A=|1 0
2 1

W = N

tersi alinabilmelidir. Diger bir ifade ile |A|# 0 olmalidir. Fakat
verilen sistem i¢in ‘A‘ =0 oldugundan, v, v,, v3 vektorleri [ :

vektor uzayini tiiretemez.



3. Verilen ii¢ vektoriin vi=(1 -2 3), va=(5 6 -1), v3=(3 2 1)
dogrusal bagimli olup olmadiklarini arastiriniz.

Dogrusal bagimsizlik i¢in,
vV, tc,v,+c,v, =0
vektor denklemi sadece ¢, = ¢, = c; =0 1¢in saglanmalidir.
ci(1-23)+c(56-1)+c3(32 1)=(000)
ya da
c1+5¢y+3c3=0
-2¢1+6c5+2¢3=0
3ci-crtc3=0
denklem sisteminin ¢dziimil,
ci=(-1/2)t c,=(-112)t c3=t
oldugundan vektorler dogrusal bagimlidir.
Ikinci bir yontem katsay1 matrisinin determinatin1 hesaplamaktir.

‘A‘ # 0 1se vektorler dogrusal bagimsiz,
‘A‘ =0 ise vektorler dogrusal bagimlidir.

I 5
A=|-2 6 2/=0
3 -1 1




4. Teorem 6.1 i¢in ispat yapiniz.

S kiimesi V vektor uzayini tiirettigi i¢in V uzayindaki

her vektor S kiimesindeki vektorlerin dogrusal kombinasyonu

olarak yazilabilir:
V=cV,+C,V,+ 4V,

Ikinci bir dogrusal kombinasyon,
vV=kv, +k,v,+--+kV

olsun. Ikinci denklem ilk denklemden ¢ikartilarak,
v=(c,—k)v,+(c,— k) v, +--+(c,—k, )V,

S kiimesi baz oldugundan icerdigi vektorler dogrusal bagimsiz

olmalidir:
¢, —k =0,....,c,—k =0
Sonug olarak v vektorii icin her iki ifade esit olmak

zorundadir.

S. Uc vektdrden vi=(1 2 1), v,=(2 9 0), v5=(3 3 4) olusan bir
S ={v,,v,,v,} kiimesinin [ > vektor uzay1 igin bir baz
tanmimladigini gosteriniz.

S kiimesinin [] > vektdr uzay1 igin bir baz

olusturdugunu gostermek icin ilk olarak, her hangi bir b=(b, b,

b3) vektoriiniin bu ii¢ vektoriin dogrusal kombinasyonu olarak,



b=k, v+k,v,+k;V3
ifade edilip edilemeyecegi arastirilmalidir
(b1 by b3)=ki(1 2 1)+kx(2 9 0)+k3(3 3 4)
=(k\+2ky+3k3, 2k1+9ko+3ks, ki+4k5)
ya da dogrusal denklem sistemi
k14+2ky+3ks=b;
2k+9k,+3ks=b,
ki +4ks=b;
b vektoriiniin tiim se¢imleri i¢in bir ¢oziime sahip olmalidir.
Ikinci olarak S kiimesindeki vektorler dogrusal bagimsiz olmalidir.
Diger bir ifade ile
kv i+k,vo+ksv;=0
homojen denklem sisteminin tek ¢dziimii sifir ¢oziim,
k, =k, =k, =0 olmalidur:
k14+2ky+3k;=0
2k +9ky+3k;=0
ki +4k;=0
Her iki sistemde aym katsay1 matrisine,
(1 2 3
A=|2
1

9 3
0 4]



sahiptir. Bu katsay1 matrisinin tersi alinabiliyor (determinanti
sifirdan farkln) ise S kiimesi [ > vektor uzayi icin bir baz tanimlar,

(tiiretir ve bagimsizdir). Sonug olarak ‘A‘ # (0 bulundugundan S

kiimesi [ ° vektor uzayi icin bir baz tanimlar.

6. Bir onceki 6rnekte S ={v,,v,,v,} kiimesinin [ ° vektor

uzay1 icin bir baz tanimladigi gosterilmisti.
a. v=(5 -1 9) vektoriiniin S kiimesine gore koordinat vektoriinii

bulunuz.

b. S bazina gore koordinat vektorii (v), =(-1,3,2) olan [ * vektor
uzayindaki vektorii bulunuz.
A. kivi+k,vo+ksvs=v esitligini saglayan skalerler

bulunmalidir.
(5 -19)=ki(12 1)+kx(29 0)+k3(33 4)
k14+2ky+3ks=5
2k1+9k,+3ks=-1
ki +4k;=9

sonug olarak, k=1, k,=-1, k3=2 ve
(v), =(1-12)
b. Koordinat vektorii tanimi kullanilarak,

v=(-Dvi+@B)vo+2)va=(-1)(1 2 D+ (3)(29 0)+ (2)(33 4)



v=(11317)

bulunur.

7. Asagidaki homojen dogrusal denklem sisteminin

2x, + 2x,
X T X
x + X

A. Cozlimiinii bulunuz.

- X + X
+ 2x; — 3x, + X
- 2x - X

X o+ ox, t+ X

b. Coziim uzaymin boyutunu bulunuz.

aA.Sistemin satir Echelon matrisi

1 1 00
0O 01 0
0O 0 0 1
0 0 00
X, + X,
X3

Cozim yapisi,

S O =

0

0
0
0

ve sistem olarak,

+ x; = 0
+ x; = 0
= 0

o O O O



Parametrik degisken olarak x,=s ve xs=t alinarak, ¢6ziim

kiimesi:
i X, 1 [—s—1]
X, S
x, |=| —t
X, 0
A L _

Sifir ¢oziim s=r=0 i¢in elde edilir.

b. Coziim vektorl yapay (parametrik) degiskenlere gore

ayrnistirilarak,

(x| [=s—t] [=s| [—t] [-1] [-1]
X, s s 0 1 0
x|=| -t |[=| 0 |+|—t|=s| 0 |+ -1
X, 0 0 0 0 0

Em 1 L0 (t] [O0] [1]

Cozlim uzayim tiireten vektorler:



s s
1 0

v,=| 0], v,=|-1
0 0

_O_ _1_

Olup birbirinden bagimsizdir. Bu nedenle ¢dziim uzayinin

bazini tamimlarlar. Coziim uzay iki boyutludur.

8. Asagidaki vektorlerin tiirettigi uzayin bazini bulunuz.

v, =(1,-2,0,0,3), v, =(2,-5,-3,-2,6), v, =(0,5,15,10,0),
v, =(2,6,18,8,6).

Bu vektorlerin tiirettigi uzay asagidaki matrisin satir

uzayidir:
1 2 0 0 3]
2 -5 -3 -2 6
O 5 15 10 O
2 6 18 8 0]

1 20 0 3
0 1 320
0 0 1 10

0 0 00 0

Sifirdan farkli satir vektorleri:



W, = (1,—2,0,0,3), W, = (0,1,3,2,0), W, = (0,0,1,1,0)
V1, V2, V3, V4 vektorlerinin tiirettigi uzay i¢in baz olustururlar. Bu
ayni zamanda satir uzayidir.

Not: Bulunan baz vektorlerin tiimii orijinal matristeki sira

vektorleri ile aym degildir.

9. A matrisinin siitun uzaymin bazin: bulunuz.

(1 2 0 2 5]
-2 -5 1 -1 -8

A=
0O -3 3 4 1
'3 6 0 -7 2
Matrisin satir echelon yapisi,
1 0 2 0
I -1
R =

-
0 0 1
00 0 11
00 0 0 0

Bu matrisin icerdigi birim vektorler,

1 0 0
, 10, (1), |0
c = 0 , C, = 0 , C, = :
10 10 10

R matrisinin siitun uzayi icin bir baz olusturur. Teoreme gore

A matrisinin karsilik gelen vektorleri de



A matrisinin siitun uzay1 i¢in bir baz olusturur.

10. A matrisinin siitun uzaymin bazin1 bulunuz.

1 2 0 0 3]
2 -5 3 2 6
A=
0O 5 15 10 O
2 6 18 8 6]
Matrisin satir echelon yapisi,
1 -2 0 0 3]
O 1 3 2 0
R =
O 0 1 1 0
0 0 0 0 0]

R matrisinin ilk ii¢ siitunu pivot 1 degerini vermektedir. Bu ii¢
siitun R matrisinin siitun uzay1 i¢in bir baz olusturur. A

matrisinin siitun uzayinin bazi ise karsilik gelen siitun

vektorleridir:
(1] 2] (0
2 -5 -3
“Tlol 2T s %715
|2 | | 6 | | 18 |




11. A matrisinin satir uzayinin bazini bulunuz.

-2 0 0 3]
-5 -3 -2 6

5 15 10 0
6 18 8 6

A matrisinin transpoz matrisi,

1 2 0 2]
-2 -5 5 6
AT=0 -3 15 18

-2 10 8
36 0 6|

Indirgenmis satir echelon matris,

1 2 0 2]
01 -5 -10
R=(0 0 0 1
00 0 O
00 0 0

1 2 2

-2 -5 6
¢=|0]|¢c,=|-3|,¢,=|18
-2 8

_3_ _6_ L .




A matrisinin satir uzayi i¢in baz vektorler:

r=[1 -2 0 0 3[,r,=[2 -5 -3 -2 6]

r,=[2 6 18 8 6]

12. Asagidaki vektorler i¢in;
v=[l -2 0 3],v,=[2 -5 -3 6],v,=[0 1 3 0]
v,=[2 -1 4 -T7],v,=[5 -8 1 2]

. Tiiretilen uzayin bazini1 bulunuz.

b. Baz olmayan vektorleri, baz vektorlerin dogrusal

kombinasyonu olarak bulunuz.

a. Yukaridaki vektorleri, siitun vektorleri olarak

kullanan matris;

V, V, V, V, V,
1 2 0 2 5]

-2 -5 1 -1 -8
0O 3 3 4 1
3 6 0 7 2

indirgenmis satir echelon matrisi,



W, W, W, W, W,

1 0 2 01
01 -1 0 1

R =
00 0 1 1
00 0 0 0]

Siitun uzay1 i¢in baz vektorler {w,,w,,w,} olup orijinal
matris igin, {v,,v,,V,}.

b. R matrisi kullanilarak, baz olmayan w; ve ws

vektorleri, baz vektorlerin dogrusal kombinasyonu

olarak,

W, =2W, —W, V,=2V, -V,

W.=W +W,+W, V.=V, +V,+V,
yazilir.

Not: w; vektorii kendinden 6nceki baz vektorlere gore, (w,
Wz).
w; vektorli de kendinden onceki baz vektorlere gore, (wy,

Wo, Wy).

13. A matrisinin rankini ve bos uzayin bulunuz.

-1 2 0 4 5 -=3]

3 =72 0 1 4
A=

-5 2 4 6 1

4 9 2 4 4 7




A matrisinin satir echelon matrisi,

(1 0 4 28 -37 13]
01 -2 -12 -16 5
00 0 O 0 O
00 0 0 0 O

Sifirdan farkli iki satir oldugu i¢in satir uzayi (ayn1 zamanda
slitun uzay1) iki boyutludur ve r(A)=2.
Matrisin bos uzayini bulmak i¢cin Ax=0 homojen dogrusal
denklem sisteminin ¢dziim uzayimnin boyutu bulunmalidir.
Indirgenmis (echelon) matris kullanilarak denklem sistemi,
x,—4x, —28x, —37x,+13x, =0
X, —2x,—12x, —16x,+5x, =0
Asal degiskenlere (x;,x,) gore;
x, =4x; +28x, +37x, —13x,
X, =2x,;+12x, +16x; — 5x,
Sistemin genel ¢oziimii;
X, =4r+28s+37t—13u

X, =2r+12s+16¢ —5u

X, =r
X, =
X, =t



(CoOzim uzayi icin baz vektorler:

4

S O O =N

+ S

28
12

o o = O

+1

37
16

o = O O

Dort adet oldugu i¢in n(A)=4.

14. Ax=b dogrusal denklem sistemi,

ise b vektoriiniin A matrisinin siitun uzayinda oldugunu

gosteriniz ve b vektoriinii A matrisinin siitun vektorlerinin

—1 3
1 2
2 1

5

-3
-2

+u

dogrusal kombinasyonu olarak ifade ediniz.

sistem tutarl oldugu icin b vektorii A matrisinin siitun

Sistemin ¢dziim kiimesi,

uzayindadir.

2C1-C2+3C3:b

x1:2, Xo=- 1 ’ X3:3




15. Teorem 6.2 yi ispatlayiniz.

Xo vektorii Ax=b sisteminin belirli bir ¢dziimii x
vektorill 1se ayni sistemin her hangi bir ¢oziimii olsun.
Axo=b ve Ax=b
iki denklem birbirinden cikarilarak,
Ax-Axy=0 ya da A(x-xp)=0
Bu durumda x-x, vektorii Ax=0 homojen denklem sisteminin
bir ¢oziimiidiir. Bu sistemin ¢0ziim uzayinin bazi vy,...,v;
vektorleri ise x-x( vektorii baz vektorlerin dogrusal bir
kombinasyonu olarak yazilabilir:
X—X,=+¢V,+-+CV,
X=X,+cV, ++CV,

Ispat tamamlanr.

16. Asagidaki denklem sisteminin 6zel ¢oziimiinii ve genel

cOziimlerini bulunuz.

x + 3x, — 2x +  2x; = 0

2x, + 6x, — 5x; — 2x, + 4x;, — 3x, = -1
5x;, + 10x, + I5x, = 5

2x, + 6x, + 8x, + 4x, + 18, = 6

Denklem sisteminin ¢dziim kiimest,



x1=-3r-4s-2t, Xo=r, X3=-28, X4=S, X5=t, X¢=1/3

vektor yapisinda ¢oziim kiimesi,

(x| [3r—-4s-2t] [0] [-3] [-4] [-2]
X, r 0 1 0 0
X, —2s 0 0 —2 0
x4: S =O+r0+sl+t0
X t 0 0 0 1

X | | 1/3 113 (0] [ 0] |0]

Ozel ¢oziim:

0
0
10
X, = 0
0

1/3.

Ax=0 icin genel ¢oziim:

(3] [-4] [-2]
1 0 0
0 —2 0
X=r 0 + S | +1 0
0 0 1
0] [O0] [0]

Ax=b ve Ax=0 sistemlerinin genel ¢cdziimleri ayn1 sayida

yapay degiskene sahiptir.



