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1. ISARETLER VE SISTEMLERE GIRIS |

Isaretler ve sistemler teorisi 6zellikle miihendislikte cok kullanilmakta fakat
diger bircok bilim dallarinda da karsimiza c¢ikmaktadir. Ornegin bir ekonomik
sistemdeki olaylar ve parametreler ¢esitli isaretlerle ifade edilebilir ve ekonomik
sistemin trendlerine gore gelecek ekonomik durum hakkinda bilimsel tahminler
yapilabilir. Fiziksel olay ve sistemlere de sistem teorisi bakis agisi ile baktigimizda bir
genelleme ve ortak 6zellik bulma yoluna girmis oluruz. Zaten bilimin bir amaci da
dogadaki olaylarda ortak bir yon bulma ve bunlar1 yaklagimlar yaparak formiillendirme
yani matematiksel dile dokmektir. Bu da modern anlamda sistem teorisi ile miimkiin
olmaktadir. Sistemler birleserek yeni bir sistem olusturuyor ise bu yeni sisteme de tek
bir sistem goziiyle bakabiliriz. Boylece birbirleri ile ¢esitli sekilde iliskilenmis olan
sistem topluluklarini da tek bir sistemmis gibi goriip, olusturdugumuz teoriyi bunlar igin
de kullanabiliriz. Ayrica fiziksel ozellikleri degisik olan bir sistem toplulugu da bir kere
matematiksel dile terciime edildiginde bir sistemin ayni 6zellikteki bloklartymis gibi
diisiiniilebilir. Ornegin motorlar, elektrik devreleri, pompalar iceren bir fiziksel sistem
blok diagramlar halinde gosterilebilir. Bu bloklarin matematiksel dilde ne is gordiikleri
bulunabilir. Daha sonra bu bloklarin baglanti semasi ortaya c¢ikarilabilir. Sistem
teorisindeki analiz yontemleri kullanilarak sistemin davranist bulunabilir. Sistemin
istenilen sekilde davranmasi i¢in kontrol edici bir sistemin sentezi yapilabilir. Boylece
fiziksel diinya da istenilen gerceklestirilmis olur.

Bu boliimde isaret ve sistemlere genel bir giris yapip bunlarin ¢esitlerini ve 6zelliklerini
tanmyacagiz. Fiziksel sistemlerin matematiksel modellemeleri hakkinda bilgi verecegiz.




Yasadigimiz diinya veya daha genis kapsamda evren igerisinde tam olarak
bilemedigimiz ¢esitli ve bas dondiiriicti yapilar bulunmaktadir. Bilim bu muammalar ile
dolu uzayda bir yol bulmaya ve evreni modelleyerek formiilize etmeye ¢alismaktadir.
Boylece evrende c¢alisan sistemlerin nasil ¢alistigi anlasilip ona gore insanin istedigi
yonlerde kullanilmasi miimkiin olabilir. Miihendisligin de asil amaci budur.
Miihendislik ¢alisma metodu asagidaki sekildeki gibi verilebilir.
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Sekil 1.1 Miihendislik metodolojisi.

Gergek (ya da fiziksel) diinya da gesitli sistemler mevcuttur. Bizim amacimiz
ilgilendigimiz sistemin istedigimiz sekilde davranmis gostermesidir. Bu amagla
miithendislikte ilk 6nce yapilan is, gergek diinyanin ilgilendigimiz bir boliimiiniin gesitli
gozlem ve deneylerle matematiksel diinyaya tasinmas: yani modellemedir (modelling).
Burada simdiye kadar tanimladigimiz matematiksel araglardan yararlanilir. Ornegin bir
motor mekanik ve elektrik devre elemanlarinin bir biitiinii olarak tanimlanabilir.
Buradaki devre elemanlarinin matematiksel 6zellikleri yaklasimlar yapilarak ortaya
cikarilir. Boylece ger¢ek diinya daki olgular sistemler bir tiir matematiksel diinyaya
yansitilmis olur. Ayrica gergek diinya daki amaglarimiz da matematiksel dile dokiiliir.
Bu, mesela bir motorun hizinin belli bir seviyede tutulmasi, atilan bir fiizenin hedefini
vurmasi ya da bir noktadan digerine en optimal sekilde gidilmesi olabilir.

Daha sonra bilinen analiz yontemleri kullanilarak sistemin ne sekilde davranis
gosterebilecegi hesaplanabilir (analysis). Burada elde edilen sonuglar bir yaklagimdan
ibarettir ¢linkii gergek diinyanin tam bir matematiksel modeli elde edilmemistir ve
edildiginden de emin olunamaz. Mesela yere atilan bir cismin sabit ivme ile diisecegi
varsayimi bir matematiksel modeldir. Burada analiz yontemleri kullanilarak cismin
diistis uzakliginin zamanin karesi ile dogru orantili olarak degisecegi bulunur. Fakat
kullanilan varsayimin higbir garantisi yoktur. Mesela havanin direnci de hesaba
katildiginda ilgili sonucun yanls olacagi goriiliir. Bundan daha da ilginci zamanla
fiziksel diinya degisebilir ve eskisine uymayabilir. Bundan dolayr modelleme bir
yaklasimdan ve varsayimdan ibarettir. Bu yiizden de analiz yontemlerinin sonuglarina
kesin gozii ile bakilmamalidir ¢iinkii biitiin bu sonuglar bir varsayim tabani iizerinde
durmaktadirlar. Fakat gozlenmektedir ki fazla karmasik olmayan yaklasik modeller
kullanilarak fiziksel diinya daki birgok sistem yeterince iyi temsil edilebilmektedir.
Boylece analiz yontemlerinin sonuglarina da ¢ogu kez giivenilebilir.



Gerekli analiz yontemleri gelistirilip uygulandiktan sonra istenilen isi gerceklestirecek
sistemin kurulmas: ya da gelistirilmesi tasarim asamasinda yapilir (design). Burada yine
fiziksel diinya da gelistirilen cesitli eleman ya da sistemlerden yararlanihr. istenilen
amacin gergeklesip gergeklesmedigi test edilir. Eger amag¢ tam istendigi sekilde
gerceklesmemis ise 6nce tasarimin gelistirilmesi yoluna gidilir. Bu Sekil 1.1’de kesikli
cizgilerle gosterilmistir. Bu yeterli olmuyorsa analiz yontemi gelistirilerek daha iistiin
bir tasarima ulasabilmek i¢in taban hazirlanir. Bu da yeterli degilse gergek diinyaya
daha fazla uyum saglamak amaci ile modellemenin daha ayrintili hale getirilmesi
gerekebilir. Ornegin elektrik motorundaki sarimlarin direnci ihmal edilerek bir
modelleme yapilmis fakat istenilen sonug alinmamigssa buradaki direng de modellenerek
daha 1iyi bir sonug¢ alabilir. Ya da bir sistemin daha yiiksek frekanslar i¢in davranisi
modellemeye katilarak daha hassas bir modelleme ve buna bagl olarak daha iyi bir
cikis elde edilebilir.

1.1 Isaretler ve Ozellikleri

Ozellikle elektronik, haberlesme ve kontrol miihendisliklerinde isaret (signal) denilince,
ele alinan zamanin bir fonksiyonu akla gelir. Burada fonksiyonun aldig: deger ¢esitli bir
birimde olabilir. Ornegin bir devredeki kapasitenin akimi, bir motor milinin hiz1 veya
bir ekonomik sistemdeki enflasyon oran1 zamanin bir fonksiyonudur. Bunun gibi
sistemlerdeki ¢esitli bliyiikliklerin zamana gore degisimlerine isaret denir.
Matematiksel olarak, ele alinan isaretin biriminden ziyade biiyiikliik olarak degerinin
onemi vardir. Fiziksel diinya da ise ele alinan birim sistemi veya isaret degerinin birimi,
0 isaretin hangi referans biiyiikliiklerle karsilastirilarak elde edildigini gosterir.

1.1.1 Isaret tanimlarz ve cesitleri

Bilindigi gibi bag:nt: (relation) iki kiimenin kartezyen ¢arpiminin (cartesian product) bir
alt kiimesi olarak ifade edilebilir. Burada kiimeler istendigi sekilde ve biiyiikliikte
olabilir. Matematiksel ifade ile

AxB={ (xy) | xeA yeB}, RcAxB.

AxB, A ve B kiimelerinin kartezyen carpimi ve R bunun bir alt kiimesi olan bir
bagintidir. Bagintilar A ve B kiime elemanlar1 arasindaki iliskileri gsterir. Ornegin A ve
B kiimeleri gercel sayilar kiimesi olarak segilirse ( A= B = R)

Ri={(xy)| x-y*=0}

bir bagintiyr gosterir. Fonksiyon taniminda ise bir tanim (domain) bir de deger (range)
bolgesi vardir. Fonksiyon bu tanim ve deger kiimelerinin kartezyen carpiminin 6zel bir
alt kiimesidir yani 6zel bir bagintidir. Bir bagintinin fonksiyon olabilmesi i¢in tanim
kiimesindeki her elemanin bagintida kullanilmis olmasi ve tanim kiimesindeki her bir
elemanin deger kiimesinde sadece bir eleman ile iliskilendirilmis olmas: gerekir. Yani
fonksiyon asagidaki 6zellikleri saglayan bir bagintidir:

a) YVaeA I beB > (ab) eR,
b) VaeA,bl,bgeB, (a,bl)ER A (a,bz)ER = b1:b2.



Buna goére yukarida tanimlanan Ry bir fonksiyon degildir ¢iinkii tanim kiimesindeki x=1
eleman deger kiimesinde y =1 ve y=-1 ile iligkilendirilmis ve yukaridaki (b) maddesine
aykir: disiilmistiir. Burada tanim ve deger kiimeleri yer degistirilerek tanimlansa Ry bir
fonksiyon olacaktir. Goriildiigii gibi fonksiyonda tanim kiimesindeki bir¢ok eleman
deger kiimesinde ayni bir eleman ile iligskilendirilebilir fakat bunun tersi fonksiyon
olabilmesi a¢isindan miimkiin degildir.

Isaretler cogunlukla zamanin fonksiyonu olarak tamimlanabilir. Yani isaretlerde tanim
kiimesi genelde zamandir. Bu sekilde, bir sistemdeki biiyiikliigiin zamana goére degisimi
gosterilebilir. Tanim ve deger kiimesinin 6zelligine gore isaretler siniflandirilabilir.
Bilindigi gibi sayilabilir (countable) ve sayilamaz (uncountable) diye iki kiime gesidi
vardir. Sayilabilir kiimeye o6rnek olarak tam sayilar veya onun alt kiimeleri verilebilir.
Burada kiime eleman sayisi sonlu veya sonsuz olabilir. Bu tip kiimelere elemanlari
birbirinden ayrik oldugundan ayrik deger alan kiime diyebiliriz. Sayilamaz kiimelere
ornek olarak da gergel sayilart verebiliriz. Bunlara da siirekli deger alan kiimeler
denebilir. Boylece tanim ve deger kiimelerinin ayrik ya da siirekli olusuna gore dort
sinif isaret ortaya ¢ikar. Zamanin siirekli (continuous) ya da ayrik (discrete) olmasi ve
isaret degerinin ayrik (kuantalanmis) ya da siirekli (analog) olmasina gore: siirekli
zaman analog, siirekli zaman kuantalanmig, ayrik zaman analog ve ayrik zaman
kuantalanmis isaret gesitleri ortaya g¢ikar. Siirekli zamanli isaretler s(t), ayrik zamanh
isaretler ise s[n] seklinde gosterilecektir. Burada s[n] bir sayilar dizisi (discrete time
sequence) olarak da anilabilir.

Aslinda fiziksel diinya da bilebildigimiz kadariyla isaretler siirekli zamanda ve
analogdur. Fakat biz isaretimizin yanhzca bazi periyodik anlardaki degerleriyle
ilgileniyorsak ve bu anlarda sisteme miidahele ediyorsak, sistemimizi ve isaretleri sanki
ayrik zamanda calistyormus gibi gorebiliriz. Ornegin bir bilgisayar yardimiyla isaret
isleme yapildiginda ¢alisma frekansina bagli olarak ancak ayrik zamanlarda isaret
degistirilebilir. Aradaki zamanlar o isareti islemek ve bir sonraki degeri elde etmek igin
harcanir. Boylece isaretimiz Onceden belirlenen ayrik bir zamanda tanimliymis gibi
diistiniilebilir. Aksi halde o zaman araliklarinda isaretin nasil degistigini hesaplamak
hem gii¢ olabilir hem de bizim i¢in o kadar gerekli olmayabilir. Ayrik zamanda
tanimlanan isaretler bu sekilde diistiniilerek ortaya atilmistur.

Isaret degerinin ayrik ya da siirekli olmas: da isaretin herhangi bir siirekli degeri almasi
ya da yanlizca onceden tanimlanan bazi degerleri alabilmesine gore degisir. Deger
kiimesi siirekli ise analog, ayrik ise kuantalanmis isaret denilir. Bir elektrik devresindeki
kapasitenin gerilimi siirekli deger alabilir. Yani buradaki gerilim isareti (siirekli zaman)
analogdur. Bir bilgisayar ya da lojik devredeki isaretler ise aslinda siirekli deger aldig
halde yanlizca 0 ve 1 seviyelerindeymis gibi kuantalanmis olarak diisiiniilebilir. Bu da
istenilen basitligi saglamis olur. Kuantalanmis isaretler siirekli deger alan analog
isaretlerin belli kuanta seviyelerine karsilik diisiiriilmesi ile de elde edilebilir.

Tanim (A) ve deger (B) kiimesinin gesitli sekillerde olabilecegini s6ylemistik. Gergel
sayilar (R) ve tam sayilar (Z) kiimeleri ele alindiginda asagidaki durumlara gore isaret
ilgili sinifta bulunacaktr:

Ayrik Zaman Isareti,

A=R = Siirekli Zaman Isareti, A=Z
B=Z Kuantalanmis Isaret.

=
B=R = Analog Isaret, =



Sozii edilen dort sinif isaret tiirtine 6rnekler Sekil 1.2°de verilmistir.
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Sekil 1.2 Dort ana isaret sinifindan birer 6rnek.

Isaretler ayrica belirli  (deterministic) ve rastgele (random) olarak da
stniflandirilabilirler. Belirli bir isaret yukarida bahsedildigi gibi zamanin belirli bir
fonksiyonudur. Ornegin s(t)=ke™ (k belirli) isareti belirli bir isarettir. Burada k sayisi
rasgele bir degisken ise isaret de rasgele olur. Boylece rasgele isaretler bir belirli
isaretler kiimesi olarak diistiniilebilir. Uygulamada gerc¢eklesen bunlardan birisidir fakat
onceden hangisinin gergeklesecegini bilemeyiz. Bu tiir rasgele isaretler sistemlerdeki
glirliltiiniin modellenmesinde ya da sistemin belirli bir kisminin modellenmesinin gii¢
oldugu durumlarda kullanilabilir.

Bilindigi gibi bir sinyal s(t) verildiginde, s(-t) o sinyalin dikey eksen etrafinda ters
cevirilmigidir. Bu ve asagida verilen diger tammlar ayrik zamanlh isaretler i¢in de
gegcerlidir. s(kt), eger k 1’den biiyiik ise, s(t) isaretinin dikey eksene dogru k oraninda
sikistirilmisi; eger k 1’den kiigiik ise, dikey eksenden itibaren k oraninda agilmisi olur.
Buna 6rnek soyle verilebilir: s(2t) isaretinin t=1’de aldig1 deger s(t) isaretinin t=2’de
aldigi deger ile aynidir.Bu yiizden s(2t) s(t)’nin sikistirilmis hali olacaktir. Ayrik
zamanda ise s[kn] yanlizca k’nin tam sayi olmasi ile miimkiindiir aksi halde isaret
tanimli olmaz. Ornegin s[2n] s[n]’in sikistirnlmisidir ve yanhzca n’in ¢ift sayih
degerlerinin alinmasi ile olusturulmustur, tek sayil: degerleri ise s[2n] isaretinde mevcut
degildir (yani o bilgi artik kaybolmustur).



s(t-K) isareti, eger k pozitif bir say: ise, s(t) isaretinin k kadar saga otelenmisi; eger
negatif ise, o miktarda sola Otelenmisidir. s(t-1) isareti s(t)’nin 1 birim saga
Otelenmisidir ¢linkii 6rnegin s(t)’nin t=0"da aldig1 degeri s(t-1) t=1’de almaktadir.

s(at+b) isaretini Once s(a(t+b/a)) olarak diisiiniirsek, bu isaret s(t) isaretinin a kat
sikistirilmigi (ya da a 1 den kiigiik ise agilmigi) ve daha sonra orijin noktasinin -b/a
noktasina kaydirilmigidir.

Bir isaret eger s(t)=s(-t) ozelligini biitiin tamimli t degerleri i¢in saghyorsa bu tiir
isaretlere (veya fonksiyonlara) ¢ift isaret (fonksiyon) denir. Boyle bir isaret dikey eksene
gore simetrik olacaktir. Eger isaret s(-t)=-s(t) ozelligini saglyor ise tek isaret
(fonksiyon) denir. Bir tek isaret orijin noktasina gore simetrik olur ¢iinkii isaretin t
noktasinda aldigi degerin negatifini -t noktasinda da alacaktir. Ayn: zamanda tek bir
isaret t=0 noktasinda s(0)=0 olmalidir aksi halde s(-0)=-s(0) olmaz. Ornek olarak
s(t)=Acos(wt) cift, s(t)j=Asin(wt) tek bir fonksiyondur. Herhangi bir isaret bir tek bir de
cift isaretin toplami olarak yazilabilir. Bunun i¢in isaretin tek ve ¢ift kisimlari asagidaki
gibi tanimlanir:

Cifr{s(0)} = (s(t) + s(-0)/2, Tek{s())} = (s(V) - s(-))/2..

Gortldiaga gibi  Cift{s(t)}= Cifi{s(-t)} yani gercekten cift, Tek{s(t)}=- Tek{s(-t)} yani
gercekten tek isarettir. Ayrica s(t) = Cifi{s(t)} + Tek{s(t)} oldugundan isaret tek ve gift
birer isaretin toplam: olarak yazilmistir. Cift bir isaretin ¢ift kismi kendisi, tek kismi
0’dir; tek bir isaretin de tek kismi kendisi, ¢ift kismt 0°dir. Ayrica, herhangi iki ¢ift
fonksiyonunun toplamlar: ya da ¢arpimlar: da cifttir. ki tek fonksiyonun toplamlar: tek,
carpimlari ¢ifttir (neden?).

Isaret zaman icerisinde siirekli tekrarlaniyor ise buna periyodik (periodic) isaret ad
verilir. Bir s(t) isaretinin periyodik olabilmesi i¢in sart belirli bir T sayis1 ve biitiin
tanimli t degerleri i¢in s(t+T)=s(t) olmasidir. Boylece T an1 sonrasinda isaret yine ayni
degeri alacaktir ve bu boyle tekrarlanarak gidecektir. Burada T’ye periyod denir.
s(t+2T) = s(t+T) = s(t) oldugundan 2T (ve T’nin katlar1) da ayni isaret ig¢in periyod
olmus olur. Temel periyod ise en kiigiik pozitif periyod degerine denir. s(t) = 1 gibi sabit
isaretlerde temel periyod tanimlanmamistir. Periyod denilince 6nce anlagilmas: gereken
genellikle temel periyoddur. Ornegin s(t)=A cos(2xf t) isaretinin temel periyodu T=1/f
dir. Burada T’nin tersi olan f’e frekans, w=2nf’e a¢isal frekans denir.

Bir isaretin ani giicii (P) ve belli bir zaman araligindaki enerjisi (E) asagidaki sekilde
hesaplanabilir:

t

Stirekli Zamanda: P =|s(t)?, E = [Is(t)F dt
4

Ayrik Zamanda : P =|s[n]?, E = > |s[n]P

Burada kare alma isleminden once mutlak deger almanin sebebi isaretin kompleks
degerli olabileceginden dolayidir. Bir isaretin giicli ya da enerjisi her zaman pozitif bir



say1 degeridir. Eger isaretin toplam enerjisi ((-o0,00) araliginda) sonlu ise bu tiir isaretlere
enerji isareti denir. Ornegin s(t)=sin(t)/t isareti enerji isareti fakat s(t)=sin(t) isareti
enerji isareti degildir (neden?).

Bir isaretin bir zaman araligindaki ortalama giicii o aralhiktaki enerjisinin ilgili zaman
aralig1 miktarma boliinmesiyle bulunabilir:

1 t 1 Ny
=———|Is(t)] dt, P.= s[n][>.
2_t1£|(>| o = oy 22l

Bir isaretin gii¢ isareti olarak tanimlanmasi igin (-o0,00) araligindaki ortalama giiciiniin
sonlu olmasi lazimdir. Bunu hesap etmek i¢in asagidaki limit kullanilabilir:

T

1 R
limr [IsOFdt <o, fim oy s <o,

Tow 2T T n=-—N

Ornegin s(t)=sin(t) isareti bir giic isareti fakat s(t)=e"'sin(t) isareti bir gii¢ isareti degildir.
Periyodik isaretlerde, bir periyodunda sonlu enerji olan isaretler gii¢ isaretidir. Bir
periyodunda sifirdan farkli enerji tasiyan te(-oo,00) araliginda tanimli isaretler enerji
isareti degildir (neden?).

1.2 Baz temel isaretler

Fiziksel diinya da karsimiza g¢ikan isaretler aslinda belli bir donemde ortaya ¢ikan
isaretlerdir. Biz teorik olarak olaya baktigimizda bunlari te(-o0,00) araliginda tanimh
gibi diigiinebiliriz. Bu da bize teorik hesaplamalarda kolaylik saglar. Genelde bir
sistemin ¢ikig isaretini hesaplayabilmek igin o sisteme simdiye kadar verilen biitiin
isaret gecmisini bilmeye ihtiyag vardir. Fakat pratikte sistem belli bir noktada
‘dogdugundan’ biitiin gegmisi degilde bize istenilen sonucu yeterince yakin verebilecek
kadarki gecmisi yeterli olur. Kolaylik agisindan ve teorik anlamda biz isaretimizi negatif
sonsuzdan itibaren ‘varmis’ ve ‘var olacakmis’ gibi diisiinebiliriz. Orijin noktast olan
t=0 ise yeri (yani zamani) kesin belli, birileri tarafindan karar verilmis bir nokta
degildir. Bizim istegimiz dogrultusunda diisiindiigiimiiz zamanda bir referans noktasidur.

Fiziksel diinya da ortaya ¢ikan isaretleri de kesin olarak tam ifade etmemiz hesaplama
acisindan zor olabilir. Bunun yerine kullandigimizda hemen hemen ayni sonucu verecek
fakat hesaplamalarimizi oldukga kolaylastiracak olan isaret tiirlerini secebiliriz. Ornegin
aslinda dogada fiziksel biiyiikliikler ani olarak sigrama seklinde degismezler. Fakat o
sigrama ani1 yeterince kiiglikse biz onu bir siireksiz fonksiyonmus gibi modelleyebiliriz.
Bu da bizi 0 sigrama aninin nasil degistigini bulmaktan kurtarir ve hesaplamalarimizda
kolaylik saglar.

Asagidaki tabloda ¢ok kullanilan temel isaretetler verilmistir:



Tablo 1.1 Bazi temel isaretler

Isaret Tammi

Stirekli Zaman s(t)

Ayrik Zaman s[n]

Siirekli Zaman Grafigi

Sinis:

AWAWI

A sin(wt) A sin(QQn) / \/ \/
Kosiniis:

A cos(mt) A cos(Qn)
Ustel:

Ae? Ae™
Birim Basamak:
1, t=0 1 n>0 1
u(t) = v[n] =
0, t<O0 0 n<0
Dikdortgen: 1
1, -05<t<0.5

rect(t) =

0, diger yerlerde — s e
Ucgen:

1-t, -1<t<1

A(t) =

0, diger yerlerde -1 1
Sa:

Sa(t) = sin(t)/t Sa(n) = sin(n)/n
0 = 2T

Sinc:

sinc(t) = sin(rt)/(nt)

sinc(n) = sin(xn)/(ntn)




Yukarida tabloda tanimlanan birim basamak (unit step) fonksiyonu vu(t) bir ¢ok yerde
karsimiza ¢ikmaktadir. Boyle bir fonksiyon mesela bir motorun hizini sifirdan belli bir
seviyeye ¢ikarmak ve orada tutmak istedigimizde istenilen ¢ikis fonksiyonu olarak
kullanilabilir. Birim basamak fonksiyonu u(t) olarak da gosterilebilir fakat biz bunun
ileride kullanacagimiz genel sistem giris isareti degiskeni u(t) ile karismamasi igin v(t)
olarak gosterecegiz.

Dikdortgen isareti ise birim enerjili bir isarettir. Ornegin bu isaret telenerek ve baska
bir isaretle c¢arpilarak o isaretin yanhzca ilgilendigimiz kismini elde etmekte
kullanilabilir. Dikkat edilirse dikdortgen isareti, birim basamak isareti cinsinden
asagidaki sekilde de yazilabilir (neden?):

rect(t) = v(t+0.5)- v(-t+0.5).

Sinc ve Sa fonksiyonlari aslinda birbirine benzer isaretlerdir. Sinc(t)=Sa(nt) dir. Cesitli
yayinlarda bunlardan yanhzca birinin kullanilmas: tercih edilmistir. Biz kolaylik
acisindan ikisini de kullanacagiz. Sinc ve Sa fonksiyonlarinin t=0’da limiti
hesaplanacak olursa bunun 1 oldugu goriiliir. Bu da bize Sinc(0)=Sa(0)=1 kabuliini
yapmamizi saglar. Yukarida tanimlanan fonksiyonlarin degisik kombinasyonlari
kullanilarak bir¢ok yeni isaret tiretilebilir. Baz1 6rnekler asagidaki sekilde verilmistir.

-0.2 . . . . . . . -0.5
- 0 1 2 3 4 5 6 -1 (0] 1 2 3 4 5

a) s(t)=0.5sinc(t-3)rect((t-3)/6) b) s(t)=e"cos(nt) v(t)
Sekil 1.3 Bazi 6rnek isaretler.

Ornek 1.1 s3()=(2-t) v(2-t) + t v(-t) ve sy(t)= rect(t/2)+rect(t/4) olsun.

s(t)=s1(4-2t)s,(t-2) isaretinin nasil elde edilebilecegini arastirahm. Once s; ve s;
asagidaki sekilde elde edilsin.



Sekil 1.4 s;(t) ve sp(t) isaretleri.

Daha sonra s;(4-2t), s,(t-2) ve bunlarin ¢arpimi olan s(t) isareti asagidaki sekilde elde
edilebilir. Gorildugia gibi s;(4-2t)=s;(-2(t-2)), si(t) isaretinin 2 katsayisi ile zaman
ekseninde sikistirihp, dikey eksen etrafinda dondiriiliip daha sonra 2 birim saga
Otelenmisidir. sy(t-2) ise sy(t) isaretinin 2 birim saga 6telenmisidir.

51(4-2t) ve sy(t-2) s(t)=s1(4-2t) sy(t-2)
2 it 5,(4-21) 4
Ir— - T— s(t2) 2/ \—\
...... | L— »t t
1 2 3 4 1 2 3 4

Sekil 1.5 s(t)=s1(4-2t)s,(t-2) isaretinin elde edilmesi.

1.2.1 Birim Diirtii Isareti

Teorik hesaplamalarda karsimiza ¢ikan ve gok kullandigimiz bir baska isaret de diirtii
(impulse) fonksiyonudur. Oyle bir isaretimiz olsun ki miimkiin oldugunca t>0 ve t<0
icin degeri sifir olsun. Yani diirtii oldugu an harig isaret degeri sifir olsun. Diirtii oldugu
anda (t=0) yeterince biiyiik bir degeri olsun. Bu tiir bir isaret fiziksel diinya da ¢ok kisa
stirebilecek fakat etkili bir diirtiiyii sembolize edebilir. Yanliz siirekli zamanda diirtiiniin
yeterince etkili olabilmesi i¢in diirtii fonksiyonunun sifir aninda sonlu deger almasi
yetmez. Yoksa sonlu bir isaret ile diirtii fonksiyonunun ¢arpiminin integrali (ki bunun
nigin gerektigi ileride anlasilacaktir) sifir ¢ikar ve bizim isimize yaramaz. Bizim
istedigimiz biitiin T>0 degerleri i¢in asagidaki 6zelligi saglayabilecek bir birim diirtii
(unit impulse) fonksiyonu d(t) bulmaktir:

[ss(tydt = s(0).

-T

Goriildiig gibi verilen 6zelligi saglayabilmek icin t>0 ve t<0 i¢in d(t)=0, t=0 i¢in 3(t)
sonsuz (tanimsiz) olmalidir. Bu yiizden de diirtii fonksiyonuna tekil (singular) fonksiyon
denir. Gergekte ¢ok iyi tanimlanamayan ve fiziksel diinya da bulunmayan bu fonksiyon
hesaplamalarda olduk¢a isimizi kolaylastirdigi i¢in sik¢a kullanilmaktadir. Diirtii
fonksiyonu bir fonksiyonlar kiimesinin limit hali olarak verilebilir. Oncelikle yukaridaki



integralde goriildiigii gibi birim dirtii &(t) fonksiyonunun [-T,T] araligindaki (biitiin
pozitif T degerleri i¢in) integrali 1 olmalidir (bunu gérmek igin s(t)=1 se¢iniz). Adina da
zaten bundan dolayr birim dirti denmektedir. Simdi g¢esitli K degerleri igin
s(t)=Krect(Kt) isaret kiimesini diisiinelim. Bu normal dikdortgen isaretimizin dikey
eksene dogru K oraninda sikistirilmis ve K ile ¢arpilmis halidir. Bu yiizden de biitiin
pozitif K degerleri igin toplam integral degeri degismeyecek ve 1 olarak kalacaktir.
Ayrica isaretimiz  t<-1/(2K) ve t>1/(2K) igin sifir degeri verecektir. Boylece K
degerini yeterince biiyiik aldigimizda birim diirtii fonksiyonuna yeterince yaklagmis
olacagiz. Oyleyse birim diirtii fonksiyonu asagidaki limit seklinde yazilabilir:

o(t) = limK - rect(Kt).

K—ow

Diger fonksiyon kiimeleri kullanilarak da birim diirtii fonksiyonu verilebilir, bunlardan
bazilari asagida verilmistir:

(1) = lim K - sinc(Kt), S(t) = limK - sinc? (Kt),
K—e0 K—x
) —K|2t ) 22
5(t)=!<|mK'e | ‘, o(t) =limK-e Kt ,
—® K—w
o(t) =1limK - A(K?), 5(t) = im 15K - A*(Kt).
K—o K—o©

Alhstirma : Yukaridaki fonksiyonlarin toplam integrallerinin biitiin pozitif K degerleri
icin 1 degerini verdigini ve sekillerini ¢izerek gittikge birim diirtii fonksiyonuna
yaklastiklarini gosteriniz.

Diirtii fonksiyonunun zamanda oOtelenmesi ve sabit bir say1 ile carpilmasi diger
fonksiyonlarda oldugu gibi yapilir. Ornegin AS(t-T) isareti birim diirtii fonksiyonunun
T kadar 6telenmisi (yani diirtiiniin t=T aninda gergeklenmisi) ve A ile ¢arpilmisi (A kat
kuvvetlendirilmisi) dir. Bu isaret A ile ¢arpildigindan toplam integral degeri A olacaktir.
Burada A degerine diirtiiniin siddeti ya da degeri denir. Diirtii fonksiyonu 6zel bir
fonksiyon oldugundan grafiklerde ¢izilmesi de 6zel olmalidir. Bunun igin genelde
asagidaki bigim kullanilir:

() =AS(t-T)

T t

Sekil 1.6 Diirtii fonksiyonunun grafikle gosterilisi.

Bazen diirtii okunun yanina parantez iginde diirtii siddeti degeri yazilabilir. Aslinda T
noktasinda diirtiiniin aldig1 deger sonsuz oldugu halde grafikte sadece siddeti kadarmis



gibi gosterilir. Bunun T noktasinda A degeri alan bir fonksiyonla karistirilmamasi igin
ok isareti kullanilmigtir. Eger diirtii siddeti negatif ise ok asag: dogru olacaktir.

Eger s(t)=f(t)o(t-T) seklinde bir isaretimiz varsa bunu s(t)=Ff(T)3(t-T) seklinde
yazmamiz da miimkiindiir yani bu iki isaret birbirine esit olacaktir. Bunun sebebi 5(t-T)
isaretinin t#T i¢in zaten sifir olmasindan dolayidir. Yani f(t)’nin burada isareti
etkileyebilecegi yegane nokta t=T noktasidir. Bu yiizden de f(t)’yi sanki f(T) degerinde
biitiin t’ler igin sabit bir fonksiyonmus (ya da katsayiymis) gibi diisiinebiliriz. Diirtii
fonksiyonunun bu ¢ok 6nemli 6zelligi bir¢cok yerde isimize yarayacaktir.

Birim diirtii fonksiyonu ile birim basamak fonksiyonu arasinda siki bir iliski vardir.
Cilinkii eger diirtii isaretinin integralini alirsak birim basamak fonksiyonunu buluruz:

[yt = o(t).

Bunun sebebi agiktir ¢iinkii birim diirtii fonksiyonunun (-o0,t) araligindaki integrali t<O
icin isaret degeri hep sifir oldugundan sifir verecektir. t>0 i¢in ise integralde toplami
etkileyecek sadece t=0 anindaki diirtii isareti vardir ve bu kismin integrali diirtii siddeti
kadar yani 1 dir. Oyleyse birim diirtii isaretinin integral isareti t=0 anina kadar 0, t>0
icin 1 vermelidir. Bu da birim basamak fonksiyonudur. Birim basamak fonksiyonu
kullanilarak siireksiz fonksiyonlar ifade edilebilir. Bu yiizden siireksiz fonksiyonlarin
tirevleri alindiginda karsimiza diirtii fonksiyonu ¢ikar. Diirtii fonksiyonunun da 6nemi
ve kullanim alaninin genisligi buradan gelmektedir. Teorik hesaplamalarda ve analiz
yontemlerinde sik sik karsimiza ¢ikar.

Ornek 1.2

s(t)=cos(t)u(t) isaretinin zamanda tiirevi, ¢arpim fonksiyonlarinin tirev kurali
uygulanarak

s'(t) = -sin(t)u(t)+cos(t)d(t) = -sin(t)v(t)+a(t),

olarak bulunabilir.

-2 o 2 4 6 8 10 -2 o] 2 4 6 8 10

Sekil 1.7 s(t)= cos(t)v(t) ve tiirevi s'(t)=-sin(t)v(t)+5(t)



Buna benzer olarak rect(t) isaretinin tiirevi 6(t+0.5)-5(t-0.5) olacaktir. Asagidaki sekilde
bu isaretler gosterilmistir.

-1 -5 (o] .5 1 -1 -.5 [o] .5 1

Sekil 1.8 s(t)=rect(t) ve tiirevi s'(t)= 8(t+0.5)-5(t-0.5)

Diirtii fonksiyonunun ¢ok 6nemli baska bir 6zelligi de asagida verilmistir:

f f(1)5(t—T)dt = j £(T)5(t — T)dt =f(T) j 5(t—T)dt =

T, T

f(T), T, <T<T,,
0, disinda.

Burada T,>T; oldugu diistiniilmiistiir (aksi halde integralin sinirlar1 yer degistirilerek,
basina eksi isareti getirilir ve sonra sonug¢ yukaridaki esitlikten bulunabilir). Goriildiigii
gibi, herhangi bir fonksiyon ile diirtii isaretinin ¢arpiminin integrali yukarida verildigi
gibi kolayca hesaplanabilir. Bunun i¢in o fonksiyonun diirtii anindaki degerini vermek
yeterli olmaktadir.

d(Kt) ifadesnin sabit bir K degeri i¢in sanki diirtii fonksiyonunun sikistirilmisi (ya da
acilmis1) olmasi gerekir. Fakat diirtii isareti biitiin sifirdan farkli zamanlarda sifir
verdiginden bu tir bir isaretin sikistirillmisimin nasil olacagi kolayca anlasiimaz.
O(Kt)’nin neyi ifade ettigini anlamak i¢in toplam integralini alip siddetine bakalim.
Once K>0 olsun, p=Kt déniisiimiinii kullanarak:

o(Kt)dt =|o(p) —dp=—,
Jatkode =[o(p) i dp =
K negatif ise doniisimden dolayi integral sinirlari degiseceginden:

°° _°° 1 T 1 1
Jakode=[a(p)yedp == [apridp=—1.
bulunur. Bu sonuglar bize gostermektedir ki K pozitif de olsa negatif de olsa siddet hep
pozitif ¢ikmaktadir. Bu da beklenebilir ¢linkii K’nin negatif olmasi isareti dikey eksen
etrafinda dondiirecektir, fakat bu islem toplam integrali etkilemeyecektir. Bir de drnegin
K 1°den biiyiik ise yeni isaret, birim diirtii fonksiyonun K oraninda sikistirilmisi
olacagindan toplam integral K kat azalacaktir. Bu yiizden 1/K sabitinin de gelmesi



normaldir. Bunlardan ¢ikan sonug olarak 8(Kt) isaretini &(t)’nin bir say1 ile ¢arpilmisi
gibi diisiinebiliriz. Aslinda dogru olmayan bu varsayim integral alirken ve bazi diger
islemlerde dogru sonu¢ vereceginden dolay: isimizi kolaylastiracaktir. Yukaridaki
sonuglari birlestirirsek su sonucu yazabiliriz:

1
3(Kt) = 8.

Omegin integralde §(Kt-T)= §(K(t-T/K)) seklinde bir ifade varsa bunu (1/|K[)8(t-T/K)
ifadesi ile yer degistirip sonra bildigimiz kurallar1 uygulayabiliriz. Yukanda K=-1
secersek O(-t)=d(t) buluruz. Burada diirtii fonksiyonu simetrik bir fonksiyondan
tiiretilmis ise bu zaten esit olacaktir.

Ornek 1.3
Yukarida elde edilen bilgiler kullanilarak asagidaki integraller kolayca hesaplanabilir:

1

1 T
K neut=1),

t
[s(kt-T)dt = K <

j5(t —%)dt -

[ (rect(t/4) +8(4 —20)(t +2)dt =[ (t + 2)dt + [ %S(t ) (t+2)dt=4+2=6.
Q

Ayrik zamanda birim diirtii fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanabilir:

1, n=0,
5[”12{0, n=0.

Gorildigi gibi bu iyi tamimlanmis bir fonksiyondur ve siirekli zamandaki diirtii
fonksiyonunun taniminda karsilastigimiz giicliikler bunda yoktur. Burada zaman ayrik
oldugundan isaretin sifir noktasinda sonsuz deger almasina gerek yoktur ¢iinkii bu
haliyle toplam enerjisi 1 oldugundan ayrik zamandaki bir diirtii i¢in yeterli enerjiye
sahiptir. Bu ylizden de grafikte 6zel bir gosterilime gerek yoktur.

Ayrik zaman birim diirtii fonksiyonunun da benzer 6zellikleri vardir:

kgfs[k] =u[n],

3 t[nlon— N] = £[N]3.5ln— N] =

n=N, n=N,

fIN], N e[N;:N,],
{ 0, N g[N:N,].

Ayrica d[n]=J[-n] dzelligi kolayca goriilebilir.



1.2.2 Ustel Isaretler

Ustel isaretler matematiksel analizde birgok yerde karsimiza ¢ikmaktadir. Ornegin Ae®™
isareti s pozitif bir say1 iken zaman iginde gittikge tistel olarak artan bir fonksiyonu ifade
eder. Eger s negatif bir sayr ise isaret zamanda {istel olarak soniimlenecektir. s=0
durumunda isaret sabit A degerinde kalacaktir. Burada bir de s’in komplex deger almasi
s6z konusudur. Boyle bir durumda isaret degeri sanal olacagindan, bu tip bir isaretin
fiziksel diinya da karsilig1 olmasi beklenmez. Fakat bu tiir bir kullanim analizde isimizi
kolaylastiracaktir.

Ustel komplex ifadeler igin Euler formiilii hatirlanirsa:
e = cos(wt) + jsin(wt).
Yukaridaki formiilii kullanarak asagidaki esitlikleri yazabiliriz:
Ae™ = Ae®(cos(wt) + jsin(wt)),  s=o+jw,
Re{e ™9 } = cos(wt+0),
Im{e ™" } = sin(wt+0).

Burada Re{} ve Im{} operatorleri sirasiyla ilgili biiyiikligiin sadece gergel ve sanal
kisimlarin: elde etmekte kullanilirlar.

Komplex isaret ™% temel periyodu T=2rn/w = 1/f olan (w=2xf) periodik bir
isarettir. Ciinkii /WD) = VT JWH0) — gi2n  JWHO) - oI(W+0) gde edilir (/2" = 1
oldugunu goriiniiz). Bir de ¢ isaretini farkli k tamsayilar i¢in diisiiniirsek farkli agisal
frekekansli isaretler kiimesi elde ederiz. Bunlara ileride harmonik adini verecegiz.

Ayrik zamandaki {stel isaretlerde biraz farkliliklar ortaya ¢ikmaktadir. Soyle ki i
isaretinin periyodik olabilmesi i¢in ™™ = @lN &l gldugundan €™ = 1 olmahdir.
Bunun saglanmasinin yegane yolu ise belli bir K tamsayisi i¢in QN=27K olmasidir. Bu
durumda Q/(2m)=K/N sayis1 rasyonel bir say1 olmak zorundadir. Oyleyse & isareti
ancak Q/(2r) sayisi rasyonel ise (N=27K/Q periyodu ile) periyodik olur. Burada K ve
N’in ortak bir béleni yok ise N temel periyod Q/K temel agisal frekansdir. Q/(2r) sayist
rasyonel bir say1 degil ise e ayrik zaman isareti periyodik olmaz. Bu iistel siirekli
zamanl: isaretlerden farkl: olan bir noktadir ciinkii €™ siirekli zaman isareti biitin w
degerleri i¢in periyodiktir.

N e l@2mKIN jearetlerinin biitiin K tam say1 degerleri igin

Diger bir o6zellik ise e

tamamen ayn: isaret olmalaridir. Bunun sebebi €™ = 1 olmasindandir ¢iinkii K ve n
tamsayidir. Oyleyse agisal frekanslari 2r'nin bir kati kadar fark eden ayrik zamanlh
isaretler aymidir. Bu da siirekli zaman isaretlerinden farkli olan bir noktadir. Siirekli
zaman isaretlerinde farkli agisal frekanslar i¢in farkli isaretler elde edilir. Yukarida

verilen 6zellikler cos({2n) ve sin(Qn) igin de aynen gegerlidir.

Ahstirma: cos(n/2) ve cos(nn/2) ayrik zaman isaretlerini n=0,1,...,10 degerleri igin
tablo halinde hesaplayiniz ve grafiklerini ¢iziniz. Periyodik olup olmadiklarin



belirleyiniz. Ayrica cos(5ntn/2) isareti igin de ayni islemleri yapiniz ve cos(rnn/2) =
cos(57n/2) oldugunu goriiniiz.

1.3 Sistemler ve Modelleme

Sistem denilince genelde isaret girisi ve ¢ikisi olan ve giris isaretini bir sekilde isleyerek
cikis isaretini iireten bir yap1 aklimiza gelir. Bu sekilde bir yap: fiziksel diinya daki bir
cok olguyu, yapiyr veya islevi temsil edebilir. Degisik 6zellikte ve bi¢imde olan yapilar
ayni ¢ati altinda belli bir formasyonda degerlendirilebilirler.

Genellikle sistem girisi u(t) (ya da ayrik zamanda u[n]) sistem ¢ikist y(t) (ya da y[n])
olarak gosterilebilir. Burada (zamanin fonksiyonu olan) bu degiskenler vektorel
biiyiikliik de olabilir. Bunun anlami sistemin ¢ok girisli ve ¢ok ¢ikisl olmasidir (MIMO:
Multiple Input Multiple Output). Ornegin iic boyutlu uzayda bir cismin hareketini
modelledigimizde, buna etkiyen kuvvetler referans sistemine gore belirli yonlerdeki li¢
vektoriin bileskesi olarak yazilabilirler. Boylece bu cisme etkiyen bileske kuvvet {i¢
rakam kullanilarak ifade edilmis olur. Bu sistemimizin girisidir. Cikis olarak ise hizi
alirsak bu da yine ti¢ boyutlu uzayda {i¢ tane say1 ile ifade edilebilir. Boylece bu tiir bir
sistem tli¢ girisi ii¢ ¢iKis1 olan bir sistem olur. Bir elektrik devresinin birkag girisi birkag
cikist olabileceginden bu da ¢ok girisli ¢ok ¢ikish sistemlere 6rnek olarak verilebilir.
Sonug olarak sistemimizin giris ve ¢ikis degiskenleri vektor seklinde de olabilir. Eger
tek giris ve tek ¢ikis varsa buna tek girisli tek ¢ikish sistem diyebililiriz (SISO: Single
Input Single Output).

Sistemler blok diyagrami ile gosterildiginde bizi ilgilendiren kisim sadece sistemimizin
girisi ve ¢ikigidir. Sistemin igerisinde olanlar giris ¢ikis analizini etkilemez. Fakat
sistemimizin igerisini inceliyorsak ve sistemimiz i¢in bir matematiksel model vermek
istiyorsak yeni degiskenler tammlamaya ihtiyacimiz olabilir. Ornegin sistemimiz belli
bir bellek igeriyorsa ¢ikis degiskeninin ani degeri sadece giris degiskeninin o anki
degeri kullanilarak bulunmayabilir. Bu durumda ¢ikis1 elde etmek igin girisin 0 ana
kadarki biitiin degerlerinin bilinmesi gerekebilir. Bu sekilde sistemimizin girisleri ile ani
olarak bulunamayacak, sistemimizin igerisindeki olaylarla ilgili ve ¢ikist
belirlememizde kullanabilecegimiz diger degiskenlere durum degiskenleri denir.
Bunlara bir tiir sistemimizin durumunu ifade ettiginden bu isim verilmistir. Bu
degiskenler genellikle x(t) (ayrik zamanda x[n]) olarak gosterilirler. Boylece durum
degiskenleri sistemimizde gegmisle alakali tiim bilgiyi tasimig olurlar.

Sistem ¢ikig1 sistem girisleri ve bunlarin tim ge¢mis (ve bazen gelecek) degerleri
kullanilarak belirlenebilir. Boylece sistem, giris isaretini tek belirli bir ¢ikis isaretine
doniistiiren bir kural olarak da tanimlanabilir. Burada sistem bir matematiksel operator
ya da siire¢ olarak islev gormiis olur ve asagidaki sekilde gosterilir:

y=T[],

burada u sistem giris isaretini, y ¢ikis isaretini ve T ise bu iki isareti iliskilendiren bir
operatorii gostermektedir.

Eger sistem ¢ikis1 sistem giris isareti kullanilarak belirlenemiyorsa bu durumda sistemin
modellenmemis bazi girisleri var demektir. Cikis isareti bu girislerden etkilendiginde



sistemin ¢ikisi yanhzca modellenen giris isaretleri yardimiyla bulunamayacaktir.
Modellenmemis girisler de sistem modeline katilarak sistem belirli hale getirilebilir ya
da bu zor ise sistem davranisi rastgele degiskenler kullanilarak tahmin edilebilir.

Bir sistem ¢ikisin1 etkileyebilecek bir girisin tam 6zellikleri bilinmiyorsa veya
modellenmesi ¢ok gii¢ ise bunu giiriiltii isareti gibi rastgele degiskenler ve siiregler
olarak tanimlayabiliriz. Ornegin bir devre modellenirken atmosferdeki manyetik
dalgalarin devreye etkisi ya ihmal edilir ya da giiriiltii olarak modellenebilir. Aksi halde
bu tiir isaretleri belirlememiz miimkiin degildir. Aslinda fiziksel diinya da hemen hemen
hersey birbirini az ¢ok etkilemektedir. Bu yilizden belirli bir sistemi soyutlayarak bu
sistem yanlizca bu girislerden etkilenir demek genelde dogru olmaz. Fakat analiz
asamasinda gii¢liik gekmemek i¢in sistemimizi miimkiin oldugunca basit modellememiz
ve boylece bazi etkileri ihmal etmemiz gerekmektedir.

1.3.1 Blok Diyagramlar:

Sistem disaridan bakildiginda sadece girisi degistirilebilen ve ¢ikisi gbzlenebilen bir
yapidir yani igerisine miidahele edilmez. Boyle bir yapi asagidaki sekildeki gibi
gosterilebilir.

ut) — h — Y(t)

Sekil 1.9 Genel bir sistem gosterilimi.

Fiziksel olarak boyle bir yapiya kara kutu da denmektedir. Boyle bir yapiyla 6rnegin bir
arabayr modellersek arabanin igerisindeki sistemlerin nasil ¢alistigindan ¢ok arabanin
gaz pedalina ne sekilde basarsak arabanin hizi nasil degisir sorusuna cevap arariz. Bir
kere boyle bir modellemeyi gergeklestirirsek artik arabay: sadece bir sistem blogu gibi
gorebiliriz ve igerisindeki karmagik yapilarla ugrasmak yerine bizim ihtiyacimiz olan
kismint dzet olarak alabiliriz. Boylece analizde oldukga kolaylik saglamis oluruz. Bu tiir
blok olarak sistemleri diisiinme fikri fiziksel diinya da hemen hemen biitiin sistemlere
uygulanabilir.

Sistemleri bazi elamanlarin bir araya gelmis sekli olarak da diisiinebiliriz. Fakat burada
eleman da sistem, sistem de eleman olabilir. Ornegin bir elektrik devresini bir sistem ve
devredeki bir direnci eleman olarak anabiliriz. Fakat bu devre de baska bir sistemin
elamani gibi is gorebilir ya da buradaki direng de giris ¢ikis biiyiikliikleri akim, gerilim
ve sicaklik olarak alinirsa bir sistem gibi davranir. Bu yilizden eleman ve sistem
birbirleri cinsinden tanimlanabilirler.

Fiziksel olgulara sistem bakis agis1 ile bakmanin yararlarindan birisi birbirleriyle gesitli
sekillerde baglanmis sistem gurubunu da tek bir sistem goziiyle gorebilmektir. Elde
ettigimiz analiz ve tasarim metodlarini boylece biitiin sistem yapilarina uygulayabiliriz.

Sistemler blok diyagramlar1 olarak gosterilirse asagidaki sekilde goriildiigi gibi
birbirleri ile baglanabilirler.



uty —>  hi h2 s y0)

a) Ardisik (seri) (cascade) baglanti.

h1
u(t) é—> y(®)
?

h2

b) Paralel baglant.

u(t) _@—P hl :|—> y(t)
L

c) Geri besleme (Feedback).
Sekil 1.10 Bazi sistem baglanti gesitleri.

Yukaridaki baglanti sekilleri ard arda (ve i¢ i¢e) kullanilarak karmasik baglant: sekilleri
elde etmek miimkiindiir.

Blok diyagraminin i¢inde genelde sabit bir say1 degiskeni varsa, bu ¢ikisin girisin 0 say1
kadar kati oldugunu gosterir. Eger ¢ikis girisin belli bir fonksiyonu ise o fonksiyon giris
degiskeni ile birlikte blok igerisine yazilir. Cikis girisin integrali ya da tiirevi ise blok
icerisinde integral veya tiirev isareti kullanilir. Sistem blok diyagrami ornekleri
asagidaki konuda ele alinacaktir.

1.3.2 Sistem Modellemesi

Sistemlerin matematiksel olarak ifade edilmesi i¢in ¢esitli yollar kullanilabilir. Bunlar
arasinda diferansiyel ve fark denklemlerini kullanmak en yaygin olmakla birlikte uygun
olan diger matematiksel araglardan da yararlanilabilir. Burada karsimiza modelleme
problemi ¢ikmaktadir. Fiziksel diinya daki sistemin matematiksel diinyaya tasinmasi
dikkatli bir sekilde yapilmalidir ¢linkii modelleme o kadar 6zenli yapilmazsa yani kaba
bir modelleme yapilirsa analiz kolay olabilir fakat tasarimdan sonra sistemden istenilen
performans alinmayabilir. Bunun sebebi sistemin gerektigi kadar detayh
modellenmemis olmasi ve bu yiizden modellenmeyen kismin sonradan sorun ¢ikararak
beklenen sonucun alinamamasidir. Ornegin bir ugak tasariminda motorlarin dogrusal bir
sistem olarak modellenmesi fakat bir ani yiikleme durumunda hesaplamalarda
beklenmeyen durumlarin ortaya ¢ikmasi olasidir. Bu durumda daha ayrintili bir
modelleme yapilmalidir.

Modellemenin haddinden fazla ayrintili yapilmas: da sakincalidir. Bunun sebebi analiz
ve tasarim asamasinda giiclik dogmasindandir. Cok karmasik bir modelde analiz ve



tasarim yontemlerinin uygulanmasi gok gii¢lesebilir ve hatta imkansiz hale gelebilir. Bu
durumda modelin zorunlu olarak basitlestirilmesi yoluna gidilir.

Asagida bazi 6rnek sistemler ve modelleri verilmistir.

Ornek 1.4 Sivi Seviyesi Kontrolii

Asagidaki sekilde verilen sivi kabini ele alalim.

uw____

X(t)

Sekil 1.11 Bir kaptaki siv1 seviyesi kontrolii.

Burada u(t) giris debisini ve x(t) su seviyesi yiiksekligini gostermektedir. x
seviyesindeki su kabinin yatay alanini A(x), ¢ikis boru alanini a ve yer¢ekimi ivmesini g
ile gosterirsek sistemimizin matematiksel modelini asagidaki gibi verebiliriz:

1] Ao - u() -a /2%
ya da
A(X)X=u-— a\/ﬁ :

Bu tiir bir sistem asagidaki sekilde blok diyagramlar yardimiyla verilebilir.

AX) |
X)) -
u(t)—»@ — dt | —1— x()

EH@ “«—

Sekil 1.12 Sivi kabr sisteminin blok diyagrama.



Ornek 1.5 Dikey Sarkag
Asagidaki gibi bir dikey sarkaci (inverted pendulum) géz oniine alalim.

Sekil 1.13 Dikey sarkag.

Burada sarkacin dondiirme noktasinda bir motor bulundugunu ve bu noktadan
istedigimiz dondiirme torkunu uygulayabildigimizi diisinelim. 6 sekilde gosterildigi
gibi sarkacin dénme agis1, T uygulanan tork, m sarkacin ucundaki kiitle, g yer¢ekimi
ivmesi, J atalet momenti ve | sarkacin uzunlugu olarak alinirsa ve ¢ubuk agirligi ihmal
edilirse asagidaki baginti yazilabilir:

J 0" =mglsin(6) + 7.

Boyle bir sistem asagidaki blok diyagramla gosterilebilir.

—

7(t) —»@—. L1 dt i(t)» dt » 0(t)

~—

mglsin(®) |¢——

Sekil 1.14 Dikey sarkag¢ blok diyagramu.

Ornek 1.6 Bir RLC Elektrik Devresi

Asagida gosterilen elektrik devresini ele alalim.



R

B liL(t)
+
u(t) @ L § C==ve(t)

Sekil 1.15 Bir elektrik devresi.

Devre denklemleri asagidaki gibi elde edilebilir:

dve 1 1. 1
dd RC ¢ C' RC
di 1

o LV

Boylece devre asagidaki blok diyagramla gosterilebilir.

> ve(t)

% i)
u(H)— % —( % “Olae [ En i)

L

T

Sekil 1.16 RLC devresinin blok diyagrami.

|-

Bu 6rnekte gortildiigii gibi sistem tek girisli ve iki ¢ikigldir.

Ornek 1.7 F4-E Kisa Siire Ugak Dinamigi

(Bu ornek ‘Ackermann, J., 1983, Abtastregelung Band Il: Entwurf robuster Systeme
Berlin, F.R.G.: Springer-Verlag’ ve ‘[Istrom, K. J., Wittenmark, B., 1989, Adaptive
Control, Addison-Wesley’ kitaplarindan yararlanilarak adapte edilmistir.)

Ucak dikey hareket dinamigi degiskenleri asagidaki sekilde goriilmektedir.



Sekil 1.17 F4-E ugagindaki degiskenlerin tanimlanmasi.

Ugagin sabit hizda, sabit yiikseklikte bulundugu ve hiicum agis1 (angle of attack) a’nin
kiigtik oldugu varsayilirsa kisa siireli dogrusallastirilmis yaklasik dinamik denklemleri
asagidaki gibi verilebilir:

ay () o A, g | ay(t) b,
a at) |=|ay a, ay| qa(t) |[+| 0 ().
o(t) 0 0 -af o@) a

a
a (1.1)

Burada ay normal ivme (normal acceleration), q=6" yunuslama oran: (pitch rate), 6
yunuslama agis1 (pitch angle), 6 sapma agis1 (control surface deflection), u(t) de sapma
a¢1S1 kontroliidiir. Goriildiigi gibi sistem dinamigini temsil eden diferansiyel denklem
takimt matris formunda verilmistir. Sistem girisi u ¢ikislart ay, q, 6 ve & olarak
alinabilir.

Matrislerde yer alan sabitler u¢agin ugus durumuna (dinamik basing ve Mach sayisina)
gore degisik degerler alir. Mach sayis1 ugak dogrusal hizinin ses hizina boliimidiir. a
degiskeni kanatgik sapma agisinin servo ile kontroliindeki parametredir ve burada a=14
olarak alinabilir. Diger parametreler tablo halinde asagida verilmistir:

Tablo 1.2 Cesitli ugus durumlari igin F4-E Ugak parametreleri.

UD 1 uD 2 UD 3 uD 4
Mach Sayisi 0.5 0.85 0.9 1.5
Yiikseklik (ft) 5000 5000 35000 35000
ain -0.9896 -1.702 -0.667 -0.5162
a1 17.41 50.72 18.11 26.96
a13 96.15 263.5 84.34 178.9
ax 0.2648 0.2201 0.08201 -0.6896
ax -0.8512 -1.418 -0.6587 -1.225
a3 -11.39 -31.99 -10.81 -30.38
by -97.78 -272.2 -85.09 -175.6

1.4 Sistem Ozellikleri



Sistemler ozelliklerine gore ¢esitli siniflara ayirilabilirler. Bu 6zellikler belirlenirken
sistemin yanlizca giris-¢ikis davranisit géz oniine alinacaktir. Sistemlerde ¢ok 6nemli bir
Ozellik olan dogrusallik 6zelligi ayr1 bir boliimde ele alinmistir. Asagidaki sistem
ozelliklerinin tanimlari ayrik zamanl sistemler i¢in de aynen gegerlidir.

1.4.1 Belleksiz Sistemler

Sistem ¢ikis degeri y(t) yanlizca girisinin o anki degeri u(t) ve zaman degeri t
kullanilarak bulunabiliyorsa bu tiir sistemlere belleksiz (memoryless) sistem denir. Boyle
bir sistem her giris ani degerini ¢ikis ani degerine doniistiiren bir fonksiyon yardimiyla
tanimlanabilir. Yani biitiin tanimli t degerleri i¢in y(t) = f(t,u(t)) yazilabilir.

Bu tiir bir doniisiimii genel bir sistem yapisindan ayirmak gerekir. Aradaki fark sudur:
Genel sistem yapisini tanimlayan doniisiim giris isaretinin biitlin zaman araligindaki
degerlerine karsilik ¢ikis isaretinin zaman igerisindeki tiim degerlerini bulmaya
yoneliktir. Yani genel bir sistem yapisinda ¢ikis isaretinin bulunabilmesi igin giris
isaretinin tiim zamanlardaki degerinin bastan verilmesi gerekir. Boyle bir dontisiimde
tanim ve deger kiimesi tanimh giris ve ¢ikis isaret kiimesidir. Belleksiz sistemlerde ise
belli bir andaki ¢ikis1 belirlemek i¢in girisin tiim zamanlardaki degerlerine bakmaya
gerek yoktur ¢linkli o anki ¢ikis degeri yanlizca o anki giris (ve o anki zaman degeri)
yardimiyla bulunabilir. Boylece sistemin herhangi bir ge¢gmis ya da gelecek bilgiyi
tasimasina gerek yoktur, bu yiizden de belleksiz sistem denmistir. Aksi halde sistem
igerisinde bazi bilgilerin tutmas: gerekeceginden boyle sistemlere bellekli sistem denir.

Ornek olarak y(t)=u?(t)+2sin(u(t))+1 ile ifade edilen sistem belleksizdir ciinkii ¢ikis
girisin o anki degeri yardimiyla bulunabilir. Fakat y(t)=u?(t)+2sin(u(t-1))+1 sistemi
belleksiz degildir ¢iinkii ¢ikisin belirlenebilmesi igin girisin 1 (sn) onceki degerinin
bilinmesi gerekir. Ayrica

t

y() = Juyt,

—00

(1.2)

ile ifade edilen sistem belleklidir ¢ilinkii ¢ikis degerinin bununabilmesi igin o ana kadar
olan tim girig degerinin integralinin bilinmesi gerekmektedir (girisin o anki degeri
cikisin o anki degerini bulmakta yeterli olmamaktadir).

1.4.2 Nedensel Sistemler

Sistem ¢ikisinin belirli bir andaki degeri sistem girisinin sadece o anki ve gec¢mis
degerleri yardimiyla bulunabiliyorsa boyle sistemlere nedensel sistem denir. Aslinda
fiziksel diinya da bilindigi kadariyla biitiin sistemler nedenseldir. Bir sistemin nedensel
olmamasi ancak o sistemin girisinin daha ilerideki gelecek degerlerinin simdiki ¢ikisi
etkilemesi ile miimkiindiir. Boyle bir durumda ise sistemin sanki gelecegi goren bir yapi
olarak davranmas: gerekecektir.

Ornegin bazi isaret isleme uygulamalarinda giris isareti 6nce kaydedilir ve bunun
tizerinde calismalar yapilarak ¢ikis isareti olusturulur. Bu asamada ¢ikisin belli bir



andaki degeri girisin daha sonradaki degerlerine bagl olabilir. Boyle bir sistem yapisi
gercek zamanda calistyormus gibi diisliniiliirse nedensel olmayacaktir. Bu nedensel
olmayan sistemlerin uygulamasma bir 6rnek olabilir. Fakat aslinda isaret islenirken
once tiim isaret ele alinmis sonra islem uygulanmstir. Yani ashinda gergekte yapilan
calisma nedenseldir.

Nedensel bir sisteme belli bir zaman noktasina kadar tamamen ayni olan giris isaretleri
uygulandiginda iki durum i¢in de o ana kadarki ¢ikis isareti ayn1 olacaktir ¢iinkii giris
isaretinin gelecekteki degisimleri 6nceki ¢ikislar1 etkilemeyecektir. Nedensel olmayan
bir sistemde ise boyle bir durumda belli bir ana kadar ayn1 olan giris isaretleri i¢in bile
(daha sonraki giris isareti kismi farkli oldugunda) o ana kadar degisik cikislar elde
edilebilecektir. Bu durumda o ana kadarki belli bir nedene dayanmadan sistem ¢iKis1
degistiginden boyle bir sisteme nedensel olmayan sistem denir. Nedensel ifadesi de
buradan gelmektedir.

Omegin y(t)=u(t)u(t-1) ile ifade edilen veya (1.2)’de verilen sistemler nedenseldir
clinkii sistem ¢ikis1 daha sonraki girislere bagl: degildir. y(t) =u(t)u(t+1) ile ifade edilen
sistem ise nedensel degildir ¢iinkii ¢ikis girisin daha sonraki degerlerine baglidir.

Biitiin belleksiz sistemler tanim geregi nedenseldir, ¢ilinkii sistem ¢ikislari gelecek (ve
gecmis) girislerden etkilenmez.

1.4.3 Kararlilik

Sistemlerin kararli olmasinin birkag tiir tanimi mevcuttur. Burada kullanacagimiz tanim
stnirh giris sinirh ¢ikis kararliliktir. Adindan da anlasilacagr tizere her sinirh giris isareti
igin sinirh ¢ikis tireten sistemlere snerlz giris sinirle ¢ikis (SGSC) kararl (bounded input
bounded output stable,BIBO stable) denir. Bilindigi gibi bir isaretin u(t) sinirli olmasi
demek |lu(t)||<B olan bir B sayisinin bulunmast ile miimkiindiir. Oyleyse SGSC kararli
bir sistem asagidaki 6zelligi saglayan bir sistemdir:

Vt,VBi,VueR 5 [u®)|<B1 = Vt,3B, > |ly®)|<B:.

Sistemin kendi igerisinde bazi degerlerin sinirsiz sekilde artmasi o sistemin bu tanim
geregi kararsiz olmasint gerektirmez. Bilindigi lizere burada biz sadece giris cikis
acisindan sistemleri degerlendiriyoruz.

Uygulamada kararlilik 6zelligi gok onemlidir., ¢ilinkii sisteminizin ¢alismas: demek bize
uygun cikiglar vermesi demektir ve genellikle istenen sinirli girisler i¢in sinirh gikiglarin
elde edilmesidir. Aksi halde sistem ¢ikiglart sinirsiz bir sekilde artiyorsa bu genellikle
sistemde istenmeyen bir etki olacak ve sistem elemanlarinin zorlanarak bozulmalarina
veya etrafa zarar vermesine sebep olabilecektir. Bu dogal olarak bazi sistemler igin
farkli degerlendirilebilir 6rnegin bir ekonomik sistemde sabit is giicli igin elde edilen
kazancin ya da performansin gittikge artmasi istenen bir durum olabilir.

Ornegin
d
_ 1.3
y(t) = it u(t), (1.3)



ile ifade edilen sistem SGSC kararli degildir ¢iinkii mesela sinirli u(t)=sin(t?) girisi icin
sinirl olmayan y(t)=2tcos(t?) cikisini vermektedir. Ayrica sistem (1.2) de SGSC kararli
degildir ¢iinkii mesela u(t)=1 sinirh girisi i¢in y(0)=0 ilk kosulu ile y(t)=t sinirsiz
cikigint saglamaktadir.

Bununla beraber y(t)=u?(t)cos(u(t))+u(t-1) ile ifade edilen sistem SGSC kararlidur,
ciinkii eger giris By ile sinirl ise ¢ikis B,=B.%+B; ile sinirh olacaktir. Ayni sekilde

verilen bir T i¢in
t+T

y() = Ju(tydt,

t-T

(1.4)

ile ifade edilen sistem SGSC kararlidir ¢iinkii B; ile sinirli bir giris en fazla B,=2TB; ile
sinirh bir ¢ikis tiretecektir. Bu sistem, ¢ikisi gelecek girislere bagli oldugundan nedensel
(ve belleksiz) bir sistem degildir.

1.4.4 Zamanla Degismeyen Sistemler

Sistem tanimli u(t) girisi icin ilgili y(t) ¢ikisini versin. Sistem eger biitin T gergel
degerlerinde tim u(t-T) girisleri i¢in y(t-T) ¢ikistn1 saghyor ise bu tiir bir sisteme
zamanla degismeyen (ZD) sistem adi verilir. Yani bir isaret igin belli bir ¢ikis1 veren
sistem ilgili giris isaretinin 6telenmisi i¢in de ¢ikisin aynt miktarda 6telenmisini veriyor
ise zamanla degismeyen sistemdir. Bu biitiin tanimli giris isaretleri ve biitiin 6teleme
miktarlar igin gegerli olmalidir.

Gergekte yasadigimiz fiziksel diinya da tek bir zaman boyutu vardir ve zaman bir siireg
olarak durmadan islemektedir. Bu yiizden degisik zaman boyutlarina gidip (-00,00)
araliginda tanimh gesitli giris sinyalleri i¢in ne tip ¢ikislar elde edilecegini bulmak
miimkiin degildir. Aslinda biz sistemlerde sadece sonlu zaman arahiginda tamml giris
ve cikis isaretleri ile ilgileniriz. Fakat analizde kolaylik saglamak amaciyla isaret (-o0,00)
araliginda tanimli imis gibi diistiniiliir.

Zamanla degismeme 6zelligi genelde sistemlerde istenen bir vasiftir. Ciinkii 6rnegin bir
sisteme sonlu siireli bir giris isareti verdigimizde bir ¢ikist sagliyor ise belli bir siire
sonra bu isareti tekrar verdigimizde (6telenmis isaret) yine ayni ¢ikisin elde edilmesini
isteriz. Aksi durumda sistem sanki zamanin degerini de kullanarak bir ¢ikis vermis olur.
Bu durumda sisteme zamanla degisen sistem adi verilir. Burada ¢ok 6nemli bir ayrim
vardir: Sistemin zamanla degismesi demek sistem ¢ikisinin zamanla degismesi degildir.
Bu zaten dogaldir. Fakat sistemin zamanla degismesi demek sistemin giris ¢ikis
dontisim kuralinin zamanla degismemesi yani zaman degerinden etkilenmemesi
demektir.

Ornegin y(t)=tu(t) ile ifade edilen sistem zamanla degisen bir sistemdir ¢iinkii zaman
degeri ¢ikist etkilemektedir. Bu durumda oOrnegin uj(t)=sin(t) giris isareti igin
ya(t)=tsin(t) isareti elde edilir fakat u;’in 6telenmisi olan up(t)=sin(t-1) isareti igin
yo(t)=tsin(t-1) isareti elde edilecektir. Goriildigli gibi burada u,(t)=u;(t-1) oldugu halde
Yo(t)=y1(t-1) degildir boylece bu sistem zamanla degismeyen bir sistem olamaz yani
zamanla degisen bir sistemdir.



Ote yandan y(t)=sin(u(t))+2u(t-1) sistemi zamanla degismeyen bir sistemdir ¢iinkii
doniistim kuralinda zamanin degeri ayrica kullanilmamiastir. uy(t) girisi ig¢in y;(t)=
sin(uy(t))+2uy(t-1) ¢ikis elde edilir. ui(t)’nin 6telenmisi olan uy(t)=uy(t-T) isareti ve tiim
T degerleri igin y(t)=sin(uz(t))+2u,(t-1)=sin(u1(t-T))+2u1(t-1-T) isareti elde edilecektir.
Gortldiugi gibi yo(t)=y1(t-T) dir. Bu tiim giris isaretleri ve tiim otelemeler i¢in gegerli
oldugundan bu sistem zamanla degismeyen bir sistemdir.

Ayrica y(t)=u(t?), y(t)=u(-t) ve y(t)=u(2t) ile ifade edilen sistemler zamanla degisen (ve
nedensel olmayan) sistemlerdir. (1.2), (1.3) ve (1.4)’de verilen sistemler ise zamanla
degismeyen sistemlerdir (neden?).

1.4.5 Euvrilebilirlik

Bir sistemin herhangi bir ¢ikis isareti yardimiyla ilgili giris isareti tek (unique) olarak
bulunabiliyorsa boyle sistemlere evrilebilir (invertible) sistemler denir. Bu durumda her
bir giris isareti i¢in ona 6zel bir ¢ikis isareti bulunmasi gerekir. Evrilebilir sistemler igin
Oyle bir evrik (inverse) sistem tasarlanabilir ki ilgili sistemin ¢ikisi evrik sisteme giris
olarak verildiginde evrik sistemin ¢ikisinda ilgili sistemin giris isareti elde edilir. Yani
evrik sistemde giris ve ¢ikis kapilar yer degistirmistir. Evrilemeyen bir sistemde bu s6z
konusu olamaz c¢iinkii belli bir ¢ikis igin hangi giris isaretinin se¢ilecegi tek olarak
gerceklestirilemez. Evrik sistem de tanim geregi evrilebilir bir sistemdir ve onun evrigi
ilgili orijinal sistem olur.

Evrilebilir sistem ve onun evrigi ardisik olarak baglanirsa bu sistem takimina giren
isaret ¢ikistan da aynen elde edilecektir. Uygulamada ise bu o kadar kolay miimkiin
olmaz ¢linkii genel olarak her sistemde giris ¢ikis arasinda az da olsa bir islem
gecikmesi olacaktir boylece iki sistem ard arda baglandiginda ilk giris son ¢ikis arasinda
bir miktar zaman gecikmesi olacak ve orijinal isaret tam olarak aynen elde
edilemeyecektir.

Ornek olarak (1.2) ve (1.3) birbirinin evrigi olan iki evrilebilir sistemdir. y(t)=Ku(t) (K
sabit) ile ifade edilen sistem K=0 olmadikga evrigi v(t)=(1/K)y(t) olan evrilebilir bir
sistemdir. K=0 ise bu sistem evrilemez ¢linkii biitiin giris isaretleri i¢in sistem tek bir O
isaretini Giretmektedir. Ayrica

n

y[nl= D ulk], (1.5)

k=—0

ile ifade edilen sistem de evrilebilir bir sistemdir ¢iinkii v[n]=y[n]-y[n-1] ile ifade edilen
sistem kullanilarak evrilebilir (béylece v[n]=u[n] elde edilebilir).

y(t)=u’(t) ise evrilemeyen bir sistemdir ¢iinkii mesela u(t) ve -u(t) giris isaretleri i¢in
aym cikist vermektedir ve boylece ¢ikis isareti yardimiyla giris isareti tek olarak
bulunamaz. Benzer sekilde y(t)=sin(u(t)), y(t)=u(t)u(t-1) ve y[n]=u[2n] ile ifade edilen
sistemler evrilemeyen sistemlerdir (neden?).

Evrilebilirlik tanim1 geregi, evrik sistemin nedensel olmas: zorunlu degildir. Ornegin
y(t)=u(t-1) ile ifade edilen nedensel bir gecikme sisteminin evrigi v(t)=y(t+1) ile ifade
edilen nedensel olmayan bir sistemdir. Goriildiigii gibi gecikme sistemi evrilebilir bir



sistemdir. Fakat bu evrik sistemin ger¢ek zamanda tasarlanmasi miimkiin degildir ¢iinkii
evrik sistem nedensel degildir. Evrilebilir ve evrigi nedensel olan sistemlere ger¢ek
zamanda evrilebilir (GZE) sistem adini verebiliriz. Boylece ancak GZE sistemler
uygulamada evrilebilir sistemlerdir. Ornegin (1.5)’de verilen sistem bir GZE sistemdir.

Ornek 1.8 y(t):2“(t) ile ifade edilen sistemin 6zelliklerini aragtiralim.

% Oncelikle sistem ¢ikist  girisin - yanhzca bulunulan anki  degeri ile
belirlenebildiginden yani girisin daha oOnceki veya sonraki degerlerini
kullanmadigindan dolay: sistem belleksizdir.

& Sistem belleksiz oldugundan nedenseldir.

& Sistem SGSC kararlidir, ciinkii rnegin giris B ile siirl ise ¢ikis en fazla 2°
olacaktir.

L Sistem zamanla degismeyen bir sistemdir ¢iinkii zaman degeri giris ¢ikis kuralinda
ayrica kullanilmamaktadir. Bunu matematiksel dille ispatlarsak: ul(t) girisi igin
y1(t)=2"" cikist Stelenmis giris u2()=ul(t-T) i¢cin y2()=2"""" cikisi elde
edilecektir. Goriildiigi gibi y2(t)=y1(t-T) dir.

& Sistem evrilebilir bir sistemdir ve evrigi v(t)=log.(y(t))’dir. Boylece v(t)=u(t) tek
olarak elde edilebilir.

a

Ornek 1.9 y(t)=u(-t) sistemini inceleyelim.

& Sistem ¢ikisini belirlemek igin girisin yanlizca bulunulan andaki degerini kullanmak
yeterli degildir boylece sistem belleksiz degildir. Ornegin y(1) degerini belirlemek
icin u(-1) degerini bilmeye ihtiyag vardir.

& Sistem nedensel degildir. Ciinkii 6rnegin y(-1) ¢ikisini vermek igin daha ileride
saglanacak olan u(1) degerini bilmek gerekmektedir.

& Sistem SGSC kararlidir ¢iinkii B ile sinirh bir giris isareti yine B ile sinirh bir ¢ikis
isareti tiretecektir.

% Sistem zamanla degisen bir sistemdir. Ornegin u(t)=v(t) birim basamak olarak
segilirse yi(t)=v(-t) olur. uy(t)=v(t-T) girisi i¢in ise y2(t)=v(-t-T) cikis1 elde edilir.
Gorildigi gibi yo(t), y1(t-T)=v(-t+T)’e esit degildir.

& Sistem evrilebilir bir sistemdir ve evrigi kendisidir. Yani v(t)=y(-t) sistemi ele
alinirsa v(t)=u(t) bulunur.

a

Ornek 1.10 y[n]=0.5y[n-1]+u[n]+u[n-1] ile ifade edilen sistemi inceleyelim.
Dikkat edilirse verilen sistem asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

n

yInl = D ()" * (u[k]+u[k —1]) = u[n] + 3;_ (%) " u[k] = u[n] + 321 (%)™ u[n —m].

K=

& Sistem ¢ikis degeri gegmis giris (ve ¢ikis) degerlerini de kullandigindan sistem
belleklidir.
& Sistem ¢ikis degeri gelecek giris degerlerini kullanmadigindan nedenseldir.

& Sistem SGSC kararlidir, ¢linkii B ile sinirh bir giris en fazla B +3BZ:(1/2)m =4B

m=1

ile sinirl bir ¢ikis tiretecektir.



& Sistem zamanla degismeyen bir sistemdir. Up[n] girisi

y,[n1=un]+3> (%)"u[n-m]  ckisin,  Uln]=ui[n-N]  girisi  ise
m=1

y,[n]=u,[n— N]+3Z (*2)"u,[n—=m—N] c¢ikisint {iretecektir. Gorildigi gibi
m=1
y2[n]=y1[n-N] olmaktadur.

& Sistem evrilebilir bir sistemdir ve v[n]=-v[n-1]-0.5y[n-1]+y[n] sistemi kullanilarak
evrilebilir. Burada ilk sistem ifadesi kullanilarak v[n]=-v[n-1]+u[n]+u[n-1] bulunur.
Evrik sistemin ilk kosul degeri uygun olarak v[0]=u[0] segilirse v[n]=u[n] olarak
bulunacaktir.

a

Ornek 1.11 y[n]=u[n]+n® ile ifade edilen ayrik zaman sistemini ele alalim.

& Sistem ¢ikigi girisin ani degeri ve zaman degeri kullanilarak bulunabildiginden yani

girisin daha onceki veya sonraki degerlerine bakmadigindan belleksizdir.

Sistem belleksiz oldugundan nedenseldir.

Sistem SGSC kararli degildir. Ciinkii 6rnegin u[n]=0 sinirh girisi i¢in y[n]=n®

sinirsiz ¢ikisini vermektedir.

Sistem zamanla degisen bir sistemdir. u;[n] girisi y:[n]=us[n]+n® cikisin, 6telenmis

uz[n]=us[n-N] girisi  yz2[n]=us[n-N]+n*® cikisimi iiretmektedir. Goriildiigi iizere

yo[n]=y1[n-N] degildir.

& Sistem evrilebilirdir ve v[n]=y[n]-n® sistemi yardimiyla evrilebilir. Boylece
v[n]=u[n] tek olarak geri elde edilebilir.

& EF

Q

PROBLEMLER

P 1.1 sp(t)=rect(1-t/6)+v(t-6) ve sy(t)=v(t-3)+rect(t/3-2.5) olsun.

a) Si(t) ve sy(t) isaretlerini ¢iziniz.

b) s1(3t+3), s1(6-3t) isaretleri ¢iziniz.

€) Si(t)’nin bir gili¢ ve enerji isareti olup olmadigini bulunuz.
d) si(t)’nin tek ve ¢ift kisimlarini bulup ¢iziniz.

P1.2 sy(t)=(tv(t) - (t-2) v(t-2)) v(4-t) ve sy(t)=ev(t) olsun.

a) si(t) ve sy(t) isaretlerini ¢iziniz.

b) si(t) ve sy(t)’nin toplam integrallerini ((-o0,00) araliginda integralini) bulunuz.

c) si(t)sz(t) isaretini ¢iziniz ve toplam integralini bulunuz.

d) si(4-t), s2(2-t) isaretlerini ve bunlarin ¢arpimi olan isareti ¢iziniz ve toplam
integrallerini bulunuz.

P 1.3 Asagidaki ayrik zaman isaretini ele alalim.



s[n]

Sekil 1.18 Bir ayrik zaman isareti.

a) s[n] isaretini yanlizca d[n] fonksiyonlarini (6telenmisi ve bir katsay: ile
carpilmiglarini) kullanarak ifade ediniz.

b) s[n] isaretini v[n] isaretini (Gtelenmisi ve bir Kkatsayr ile carpilmisini)
kullanarak ifade ediniz.

c) s[3-n], s[2n-1] ve bunlarin ¢arpim isaretlerini ¢iziniz.

d) s[n]’in tek ve ¢ift kistmlarini ¢iziniz.

P 1.4 si(t)=sinc(t/2-2)v(t) ve sy(t)=(t-4) v(t-4) isaretlerini ele alalim.

b) si(t), sa(t) ve si(t)sz(t) isaretlerinin tek ve ¢ift kisimlarini ¢iziniz.

P 1.5 Herhangi bir s[n] isaretini ele alalim. s[n]’i, d[n] dirtii isaretini kullanarak
asagidaki sekillerde ifade edebilecegimize dikkat ediniz:

o0

s[n] = kiié[n —k]g[k] = Zs[n —k]ofk].

k=—00

S[n]’1 u[t] birim basamak fonksiyonlar1 yardimiyla da ifade etmek miimkiindjiir:

o0

s[n] = > v[n—kR[k].

k=—o0

Yukadidaki esitligin saglanabilmesi igin q[n]’i s[n] cinsinden yazimz.

P 1.6 Asagidaki isaretler periyodik midir? Periyodik ise temel periyodlarini belirleyiniz.

a) s[n] =e ™™,

b) s[n] = ej(nn/4-l).

c) s[n] =cos(3n)

d) s(t) = cos(t) + cos(2t)
e) s(t) = cos(t) + cos(nt)
f) s(t) = cos(t)cos(nt)

P 1.7 Temel periyodlar1 (T ve T,) birbirlerinin bir rasyonel sayi kati (ortak bolensiz
T1=(N1/N2)T,) olan iki isaretin toplam isareti periyodik midir? Periyodik ise temel



periyodu ne olur? Temel periyodlar1 birbirlerinin bir rasyonel say: kati1 degil ise durum
ne olur?

P 1.8 Asagida ifade edilen sistemlerin (belleksizlik, nedensellik, SGSC kararlilik,
zamanla degismezlik, evrilebilirlik) 6zelliklerini sebepleri ile birlikte belirleyiniz. u
sistem girisini, y sistem ¢ikisint gostermektedir.
a) y(t)=tu(t)u(t-2)+sin(t),
2t
b) y(t)=] u()dr,
c) y(t)=u(t)rect(t),
u[n—1], ntek sayi,
d =
) { u[n], n gift sayu

&) Y(O=ut),

f) y[n]=y[n-1]+u”[n],
g) y[n]=y[n+1]+u[n]+n,
h) (1.4) de verilen sistem,
1) (1.5) de verilen sistem.

P 1.9 Asagida gosterilen isaretleri goz ontine alalim.

Sl(t) Sz(t)

E— —» t t

-1 1 -1 1 2

a) si(t) isaret girisine sy(t) isaretini ¢ikis olarak saglayabilecek bir sistem ifadesi
veriniz.
b) Verdiginiz sistemin 6zelliklerini belirleyiniz.

P 1.10 Bazen bir elektronik devrede giris isaretinin yiiksek degerlerinin sinirlanmasi
gerekmektedir. Boylece devredeki hassas elemanlar korunabilecektir. Bunun ig¢in
asagida verilen 6n sinirlayici devre tasarlanabilir.



u(t) y(®)

AW
+- +
Si % L4.3V

(@) (b)

Sekil 1.19 Sinirlayici elektronik devre ve karakteristigi.

Sekil 1.19 (a)’da verilen devrenin yaklasik giris-cikis karakteristigi Sekil 1.19 (b)’de
verilmistir.

a) Verilen giris-cikis karakteristigini matematiksel olarak ifade ediniz. (y
cikistnt u girisi cinsinden matematiksel olarak yaziniz. Ornegin birim
basamak fonksiyonundan yararlanabilirsiniz.)

b) Bu sistemin 6zelliklerini (sebepleriyle birlikte) belirleyiniz.

c) u(t)=4sin(t) ve u(t)=8sin(t) giris isaretlerine karsi diisen ¢ikis isaretlerini
Cl1ZInl1Zz.



2. DOGRUSAL SISTEMLER

Dogrusal sistemler modelleme, analiz ve tasarim asamasinda, miithendislikte ve bilimin
diger dallarinda ¢ok¢a kullandigimiz bir sistem tiiridiir. Bunun en 6nemli sebeplerinden
birisi dogrusal sistemlerin matematiksel analiz asamasinda c¢ok biiyiik kolayliklar
saglamasidir. Aslinda fiziksel diinyamizda higbir sistem dogrusal degildir. Yada bir
baska ifade ile her sistemin dogrusalliginin bir sinir1 vardir. Bununla birlikte fiziksel
diinya daki bir¢ok sistemin sinirli bir bdlgede yaklasik dogrusal bir sistem gibi
davranmasi dogrusal sistem modellemesinin 6nemlerinden biridir. Béylece bu tiir bir
sistem modellemesi bircok asamalarda isimize yaramaktadir.

Dogrusal olmayan sistemler analiz asamasinda bazen ¢ok fazla zorluk ¢ikarir. Hatta bazi
dogrusal olmayan sistemlerin analizi miimkiin olamamaktadir. Bu yiizden modellemede
mecbur kalinmadik¢a dogrusal olmayan sistem modelleri kullanilmamalidir. Zaten
birgok fiziksel sistemde dogrusal sistem olma 6zelligi (biiyiik bir yaklagiklikla) vardir.
Bu olmadig1 takdirde sistem dogrusal olmayan bir model ile modellenebilir. Fakat
burada da miimkiin ise sistemi dogrusal bir sistem ve basit bir dogrusal olmayan
sistemin seri olarak baglanmisi olarak modellemek yararli olabilir. Zira hi¢ olmazsa
dogrusal olan kismin analizi kolaylikla yapilabilecektir. Bazen de bu tiir dogrusal
olmayan sistemlere yapay bir On sistem baglanarak birlesik sistemin giris ¢ikis
acisindan dogrusal bir sistem gibi ¢aligmasi saglanabilir. Boylece bu birlesik sisteme
istenilen tasarim yontemleri kolaylikla uygulanabilir.

Sistem teorisinde su ana kadar elde edilen sonuglarin biiyiik bir kismi dogrusal sistemler
tizerinedir. Dogrusal sistemler icin ¢ok ¢esitli ve derin analiz ve tasarim yontemleri
gelistirilmigtir. Bunlar basit kararlilik analizi yontemlerinden karmasik optimum
tasarimlara kadar uzanmaktadir. Bunun saglanmasima yardimci olan etken dogrusal
sistemlerin matematiksel diinya da kolayca tanimlanip, matematiksel araglar
kullanilarak islenebilmesidir. Dogrusal olmayan sistemlerde ise benzer bir ilerleme
saglanamamustir ¢iinkii analiz orantisiz bir sekilde giiclesmekte ve matematiksel araglar
yetersiz kalmaktadir. Dogrusal olamayan sistemler istenildigi kadar zorlastirilabilir.
Boylece analizleri miimkiin bile olmayabilir. Dogrusal sistemler i¢in ise bir¢ok
sistematik analiz ve tasarim metodlar1 gelistirilmistir.




2.1 Dogrusallik Tanimi ve Ozellikleri

Dogrusal sistemler superpozisyon dedigimiz toplamsallik ve carpimsallik 6zelligini
saglayan sistemlerdir. Sistemimiz G&yle bir 6zellikte olsun ki iki ayr1 girig isaretine
karsilik diisen iki ¢ikis isareti oldugunda bu iki girig isaretinin toplam isaretine karsilik
diisen c¢ikis isareti de ilgili ¢ikis isaretlerinin toplami olsun. Bu 0zelligi saglayan
sistemlere toplamsallik 6zelligini sagliyor denir. Yine bir giris isareti i¢in buna karsi
diisen bir ¢ikis isareti bulunsun. Bu giris isaretinin herhangi bir katsay1 ile ¢arpilmisina,
cikisin da ayni katsayi ile carpilmisi karsi diisiiyor ise sistem c¢arpimsallik 6zelligini
sagliyor denir. Bu iki 6zelligi ayn1 anda saglayan sistemlere dogrusal sistemler (linear
systems) denir. Carpimsallik ve toplamsallik 6zellikleri ayn1 anda matematiksel olarak
yazilirsa dogrusallik asagidaki gerek ve yeter kosul ifadesi ile verilebilir:

Herhangi iki giris isareti u; , Uy igin ilgili ¢ikis isaretleri y1=T[us], Y>=T[uz]
olsun. Eger sistem u=aj U; + a, U, (a1, a2 belirli sayilar) giris isareti igin ¢ikis
isareti olarak

y=Tul=Tlagus +auz] =a; Tlug] +a; T[uz] =a1 ya1 + a2 2

ozelligini, tiim olabilecek giris isaret ciftleri ve a; , a, sayilar i¢in sagliyorsa
sistem dogrusaldir (ya da operatér T[ ] dogrusal bir operatordiir) denir.

Gortildiigii gibi dogrusal bir sistem uj igin yj, Uy igin y, ¢ikisinl veriyor ise ajUi+asUp
girisi (a; ve a; katsayilar) i¢in a;y; + apy» ¢ikisini saglar. Burada 6rnegin a;=a,=1 alirsak
toplamsallik 6zelligini; a,=0 alirsak carpimsallik 6zelligini ifade etmis oluruz. Oyleyse
dogrusal bir sistemde bir giris i¢in bir ¢ikis elde edildiginde, o girisin 6rnegin iki kati
i¢in eski ¢ikisi iki kati ¢tkmalidir. iki ayr isaret toplamu girisi i¢in de ¢ikis olarak ilgili
¢ikis isaretlerinin toplamu ¢ikis olarak goziikmelidir.

Yukarida verilen dogrusallik kosulundan hemen, dogrusal sistemlerin sifir giris isaretine
sifir ¢ikist verdikleri goriilebilir (a;=a;=0 durumu). Ayrica dogrusallik kosulunu
saglayan sistemler sadece iki girisin toplami i¢in degil istendigi kadar fazla isaret
toplami girisi i¢in de ¢ikista ilgili ¢ikiglarin toplamini verecektir. Bunu kanitlamak i¢in
once iki isaret toplami ele alinir, daha sonra bu toplam isaret ve siradaki diger isaret
toplami icin de ¢ikis ilgili ¢ikislarin toplami olacaktir. Oyle ise yukaridaki dogrusallik
kurali {i¢ isaret toplami icin de saglanmis olur. Buna bu sekilde devam ederek
dogrusalligin istendigi kadar fazla isaret i¢in toplamsallig1 sagladigi goriilebilir.

Sistemler ¢esitli sekillerde ifade edildigi gibi dogrusal sistemler de gesitli sekillerde
ifade edilebilirler. Baz1 6rnekler asagida verilmistir.

Ornek 2.1 y(t)=sin(t)u(t) ile ifade edilen sistemi ele alalim.
Sistem uy(t) i¢in  yi(t)=sin(tui(t), ux(t) ig¢in ya(t)=sin(t)us(t) ¢ikisimi
saglayacaktir. u(t)=asus(t)+azuy(t) girisi icin ise
y(t)=sin(t)u(t)=sin(t) (arus(t)+axuz(t)) ¢ikisini saglayacaktir. y(t)=aiyi(t)+azy2(t)
oldugundan bu sistem dogrusal bir sistemdir. Sistem zaman degerini
kullandigindan zamanla degisen bir dogrusal sistemdir.



Ornek 2.2 y(t)=2u(t)+1 ile ifade edilen sistemi ele alalim.

Bu sistem u(t)=0 giris isareti i¢in y(t)=1#0 ¢ikisin1 saglamaktadir. Bu yiizden
dogrusal bir sistem olamaz.
Q

Ornek 2.3 y[n]=2u[n]-3u[n-1] ile ifade edilen sistemi ele alalim.

Sistem uj[n] i¢in yi[n]=2ui[n]-3ui[n-1], uy[n] icin yz[n]=2uz[n]-3uz[n-1]
cikiglarini saglayacaktir. u[n]=aju;[n]+ayuy[n] girisi i¢in ise y[n]=2u[n]-3u[n-1]=
2(agui[n]+aguz[n])-3(aius[n-1]+axuz[n-1])  e¢ikistmm  saglayacaktir.  y[n]=
aiyi[n]+axyz[n] oldugundan bu sistem dogrusal bir sistemdir. Ayrica sistem
zamanla degismediginden dogrusal zamanla degigsmeyen bir sistem olur.

Q

Ornek 2.4 y[n]=0.5y[n-1]+u[n] ile ifade edilen sistemi ele alalim.

Aslinda sistemin bu haliyle ifade edilmesi tam olarak yeterli degildir. Ciinkii
c¢ikis yine c¢ikisin bir onceki degeri cinsinden verilmektedir. Bu durumda sistem
icin bir ilk kosul verilmesi gerekir. Bu ilk kosul verildiginde artik sistem tam
olarak belirlenmis olacaktir. Mesela u[n]=0 girisi verildigini diisiinelim, simdi
y[n] ¢ikisinin ne olacagi bulunamayacaktir. Ciinkii sistem ifadesi eksiktir. Bu
durumda ilk kosul y[0]=1 olarak alinirsa ¢ikis tam y[n]=2" olarak bulunacaktir.
Bu sistemin dogrusal olabilmesi i¢in Oncelikle sifir girisi i¢in sifir ¢ikisini
saglamasi gerekir. Bu ylizden dncelikle biz ilk kosullarin sifir oldugunu (y[0]=0)
kabul edecegiz. Simdi dogrusallig: test edebiliriz. Sistem uy[n] girisi i¢in y1[n]
ve y,[n]=0.5y,[n-1]+uz[n] olur. Simdi bu denklemleri sirasi ile a; ve a; ile ¢arpip
toplarsak apyi[n]+azy,[n]=0.5(ary1[n-1]+azy2[n-1])+(aiui[n]+azuz[n]) bulunur.
Boylece ilk kosullar da belirlendiginde ajusi[n]+asuz[n] girisi igin azyi[n]+azy2[n]
cikisi saglanacaktir. Bdylece bu sistem dogrusal (zamanla degismeyen) bir
sistem olarak bulunmus olur.

Q

2.2 Dogrusal Sistemlerin Ifade Edilmesi

Dogrusal sistemler bircok sekillerde ifade edilebilirler. Bunlar igersinde en yayginlari
diferansiyel denklemlerin, fark denklemlerinin, durum denklemlerinin, ya da diirtii
cevaplarinin kullanilmasidir.

2.2.1 Diferansiyel ve Fark Denklemleri

Dogrusal Sistemler siirekli zamanda diferansiyel denklemler, ayrik zamanda fark
denklemleri kullanilarak ifade edilebilirler. Bunlarin genel ifadeleri asagida
gosterilmistir:



d"y(t) d"y(t) d™u(t)

b b d™"u(t)
dtn + anfl dtnfl - '+a0y(t) ~ Ym +

dt m m-1 dt m-1

+-+bou(t), (2.1)
y[n]+a,_,y[n—1]+-+a,y[n — N]=b,,u[n] +b,, ;u[n — 1]+ --b,uln — M]. (2.2)

Modelin tam olarak belirlenebilmesi i¢in yukardaki ifadelere ek olarak siirekli zamanda
n ilk kosul degeri y(0), y'(0), ..., y"(0) saglanmalidir. Ayrik zamanda ise N tane ilk
kosul degeri y[0], y[-1], ..., Y[-N+1] verilmelidir. Bu ilk kosul degerlerinin sifir oldugu
varsayilirsa ve a ve b katsayilar sadece zamanin fonksiyonu olarak segilirse yukaridaki
ifadelerde verilen sistemler dogrusal sistem olacaktir. Eger a ve b katsayilar1 sabit
sayilar ise bu denklemler dogrusal zamanla degismeyen sistemleri ifade edecektir.
Yukaridaki genel sistem denklemleri fiziksel diinya da karsimiza ¢ikan birgok sistemi
yaklagik ifade etmemize yaramaktadir.

Siirekli zamanli sistemlerde ayrica gecikmeler de mevcutsa diferansiyel ve fark
denklemlerini bir arada kullanarak dogrusal sistemleri ifade etmek miimkiindiir. Belli
bir girig isaretine karsilik diisen ¢ikis isaretinin bulunmasi i¢in diferansiyel veya fark
denklemlerinin ¢6ziim yontemlerinden yararlanmak gerekmektedir.

2.2.2 Durum Denklemleri

Siirekli zamanda difereransiyel denklemler ile (2.1) ifade edilen sistemler durum
denklemleri ile de ifade edilebilirler. Aslinda durum denklemleri sistemin ig
degiskenleri ile ilgili de bilgi verebileceginden daha iistin ve daha modern bir
modelleme aracidir. Siirekli zamanda durum denklemleri asagidaki sekilde verilebilir:

QD

1n Xl (t) bl
2n X2 (t) b2
: . + :

Xl (t) all a12
d X2 (t) _ a21 a22

.o

dt S I b I EOF (2.3)
X, (t) ‘anl an2 ann | X (t) bn
x(t) A Xty B
X, (t)
(t
y=[c, ¢, - ¢ XE() +Du(t). 2.4)
c X, (1)

xit)

Goriildigi gibi denklem sistemi matrisler kullanilarak verilmistir. Burada x(t) durum
vektoriint, Xj 1. durum degiskenini gostermektedir. Durum denklemleri fiziksel
sistemlerin modellenmesinde ¢ok ise yaramaktadir. Cikiglar durum degiskenleri ve o
anki giris degerleri kullanilarak verilebilir. Durum degiskenleri sanki sistem icerisinde
sistemin bellegini (durumunu) tutan degiskenlerdir. Yani sistemin simdiye kadarki
gecmisinin 6zii 6zeti durum degiskenlerinde saklanmaktadir.



Yukaridaki durum denklemi sistemi vektor ve matris adlar1 kullanilarak kisaca
asagidaki sekilde de verilebilir:

X (t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t). (2.9)

Goriildiigii lizere biitiin bir sistem ifadesini kisaca bu sekilde vermek denklemleri
(modeli) kullanmak agisindan bir¢ok kolayliklar getirmektedir. Yukaridaki sistem sanki
birinci dereceden diferansiyel denklem gibi goriinmektedir fakat ¢ok daha yiiksek
dereceden diferansiyel denklemleri ifade edebilmektedir.

A, B, C, D matrisleri zamanla degisen elemanlara sahip olabilir. Bu durumda matrisler
zamanin bir fonksiyonu olacaktir ve bu tiir bir modelleme zamanla degisen dogrusal bir
sistemi ifade edebilecektir. Eger A, B, C ve D zamanla degismeyen yani sabit sayil
matrisler ise durum denklemleri zamanla degismeyen bir sistemi ifade edecektir.

Ayrik zamanda durum denklemlerinde tlirev yerine gecikme operatorii olacaktir:

x[n+1] = Ax[n] + Bu[n], (2.6)

y[n] = Cx[n] + Dul[n]. '
Burada yine x durum vektoriinii, u giris degiskenini, y ¢ikis degiskenini, A,B,C ve D
ilgili matrisleri gostermektedir.

2.2.3 Diirtii Cevabinin Kullanilmas

Herhangi bir ayrik zaman dogrusal sistemi ele alalim. Sistem 8[n-N] giris isareti (N
sabit say1) i¢in h[N,n] ¢ikis isaretini saglasin. Biitiin N’ler i¢in sadece h[N,n] isaretlerini
kullanilarak sistem giris-¢ikist hakkinda tiim bilgiye sahip olabiliriz. Sistem girisi
verildiginde ¢ikis isaretini h[N,n]’ler yardimiyla bulabiliriz. Bunun sebebi sistemimizin
(zamanla degisen ya da degismeyen) dogrusal bir sistem olmasidir. Bunun i¢in 6ncelikle
herhangi bir giris isareti u[n]’i 8[n-N]’lerin katsayili toplami1 olarak yazalim:

o0

u[n]= D> u[N16[n—- N]. (2.7)

N=—0

Yukarida sanki u[n] isareti 8[n-N] isaretlerinin belli katsayilarla ¢arpilmis toplami gibi
yazilmstir.

Ahstirma: Belirli bir isareti u[n] ele alimiz ve bunu yukaridaki esitlikteki gibi tek tek
cesitli N degerleri icin u[N] 8[n-N] isaretlerini gizerek ve toplayarak esitligi gosteriniz.

Biz biitiin 8[n-N] giris isaretleri i¢in ilgili ¢ikislar1 (h[N,n]) biliyoruz. Sistemimiz de

dogrusal oldugu icin ¢arpimsallik ve toplamsallik 6zelliklerini sagladigindan bu isaret
toplamina karsilik diisen ¢ikis1 asagidaki gibi kolayca elde edebiliriz:

y[n] = f}u[N]h[N .nJ. (2.8)



Goriildiigii gibi u[n]’e karsilik diisen ¢ikis yanlizca h[N,n] isaretleri kullanilarak
bulunabilmektedir. Yani biitiin dogrusal sistemler bu sekilde ifade edilebilirler.
Diferansiyel, fark ve durum denklemleri ise yanlizca belli bir smif dogrusal sistemi
ifade eder, yani biitiin dogrusal sistemleri kapsamaz.

Stirekli zamanda ise toplam yerine integrali kullanmak miimkiindiir. Siirekli zamanli bir
dogrusal sistemi ele alalim. 3(t-T) girisine (T sabit) kars1 h(T,t) isaret ¢ikist elde edilsin.
Once u(t)’yi diirtii isaretleri yardimi ile yazalim:

u(t) = Tu(T)S(t ~T)dT. (2.9)

T=—0

Burada u(t) yanlizca diirtii isaretlerinin katsayili bir integral toplami olarak yazilmistir.
Simdi ayrik zamandakine benzer sekilde ilgili ¢ikis asagidaki gibi elde edilebilir:

o0

y(t) = [u(Mh(T,)dT.

T=-0

(2.10)

2.3 Dogrusal Zamanla Degismeyen Sistemler

Hem dogrusal hemde zamanla degismeyen 6zellikteki sistemler sistem teorisinde ¢ok
onemli bir yere sahip olup bir¢cok fiziksel sistemin modellenmesinde kullanilirlar.
Kisaca Dogrusal Zamanla Degismeyen (DZD) (Linear Time Invariant, LTI) sistemler
denilen bu tiir sistemler hakkinda literatiirde ¢ok genis ve koklii ¢alismalar mevcuttur.

DZD sistemlerin tam ifadesi yanlizca birim diirtii cevabi (3[n] ya da d(t) girisine karsilik
diisen ¢ikis isareti, h[n] ya da h(t))kullanilarak verilebilir. Burada zamanla
degismemenin getirdigi su 6zellik bulunur: Eger sistem o[n] giris isaretine h[n] diirtii
cevabini sagliyor ise, 8[n-N] giris isaretine h[n-N] ¢ikigini saglamalidir. Yani genel bir
dogrusal sistemden daha 6zel olarak DZD sistemlerde h[N,n]=h[n-N] 6zelligi vardir.
Oyleyse (2.8) kullanilarak:

o0

y[n1= > u[NJh[n— N1, (2.11)

N=-0

yazilabilir. Yukarida verilen islem ayrik zamanda evrigim (convolution) ya da evrisim
toplami (convolution sum) olarak anilir ve

y[n]=u[n]*h[n], (2.12)

olarak yazilir. Cok 6nemli bir sonu¢ olarak, ayrik zamanli DZD herhangi bir sistem
giris-cikis agisindan sadece h[n] birim diirtii cevab1 verilerek tam olarak ifade edilebilir.
Benzer bir sonug olarak belli bir birim diirtli cevabini1 saglayan yanlizca bir tek DZD
sistem vardir. Bu tabii olarak dogrusal olmayan ya da zamanla degisen sistemler i¢in
dogru degildir.



Ornek 2.5 Birim diirtii cevabmnin h[n]=28[n-1]+8[n-2] oldugunu diisiinelim.

Bu isaret sistem girisine u[n]=4[n] isareti vermekle ¢ikistan elde edilmistir. Bu
cevabi saglayan yegane DZD sistem y[n]=2u[n-1]+u[n-2] olarak ifade edilebilir.
Fakat ornegin y[n]=2u’[n-1]+u’[n-2] veya y[n]=0.5y[n-1]u[n-2]+2u[n-1] ile
verilen dogrusal olmayan sistemler veya y[n]=0.5y[n-1]8[n-2]+2u[n-1] ile
verilen zamanla degisen sistemler ayni birim diirtii girisi i¢in aynmi ¢ikisi
saglarlar. Fakat degisik giris isaretleri i¢in farkli ¢ikis isaretleri iireteceklerdir.
Birim diirtii isaretine ayni ¢ikisi veren biitiin dogrusal sistemler (ki giris ¢ikis
acisindan aslen ayni sistemdirler) herhangi bir giris isareti i¢in de ayni ¢ikist
saglayacaklardir.

Q

Siirekli zamanda da benzer olarak &(t) diirtli giris isaretine karst h(t) diirtli cevabi ¢ikist
verilsin. Sistemimiz zamanla degismeyen ise JS(t-T) girisi i¢in h(t-T) ¢ikis1 elde
edilecektir. Yani bu durumda genel bir dogrusal sistemden daha 6zel olarak h(T,t)=h(t-
T) olacaktir. Bu durumda ¢ikis (2.10) yardimiyla

o0

y(t)= [u(mh(t-T)dT

T=—x

(2.13)

olarak yazilabilir. Yukaridaki islem siirekli zamanda evrigim (convolution) ya da
evrigim integrali (convolution integral) olarak anilir ve

y(®=u®*h(t) (2.14)

seklinde gosterilir. Goriildiigli gibi DZD bir siirekli zaman sistemi yanlizca h(t) birim
diirtii cevabi yardimiyla giris-¢ikis agisindan tam olarak ifade edilebilmektedir.

Diferansiyel ve fark denklemleri ile ifadede bir DZD sistem sabit katsayili bir denklem
sistemi verecektir. Clinkii eger denklemlerdeki katsayillardan biri zamanin bir
fonksiyonu ise (zamanla degisiyor ise) sistem zamanla degisen bir sistem olacaktir.
Benzer sekilde durum denklemleri ile ifadede A,B,C ve D matrisleri sabit sayili
matrisler olacaktir.

2.3.1 Evrisimin Ozellikleri

Evrisim yukaridaki bolimde de gorildigl tizere DZD sistemlerde karsimiza
cikmaktadir. DZD bir sistemin birim diirtii cevabi ile giris isaretinin evrisimi alindiginda
¢ikis isareti kolayca bulunabilmektedir. Bunun 6nemi tiim DZD sistemler i¢in gecerli
olmasidir. Evrisim islemi uygulanirken birinci isaret (u[N]) ile, ikinci isaretin dikey
eksen etrafinda dondiiriiliip (h[-N]) n noktasina kaydirilmist (h[n-N]) ¢arpilir ve bu
carpim isaretinin toplam degeri bulunur. Bu deger evrisim isaretinin n noktasindaki
degerini verecektir. Ikinci isaretin ters dondiiriilmesinden dolay1 bu isleme evrisim (ya
da bazi1 yayinlarda katlama) denmistir.



Evrisim toplama veya carpma islemlerindeki gibi iki kiime arasindaki bir islemdir. iki
isaret verildiginde bunlara evrisim islemi uygulanirsa sonugcta yine bir isaret elde edilir.
Diger islemlerde oldugu gibi evrisimin de ¢ok faydali baz1 6zellikleri vardir. Ayrik
zamanda:

Degisme Ozelligi: u[n]*h[n] = h[n]*u[n], (2.15)
Birlesme Ozelligi: u[n]*(h1[n]*n2[n]) = (u[n]*h1i[n])*h2[n], (2.16)
Dagilma Ozelligi: u[n]*(h1[n] + ho[n]) = u[n]*h1[n] + u[n]*h2[n], (2.17)

olarak wverilebilir. Yukaridaki o6zellikler siirekli zaman (evrisim integrali) i¢in de
gecerlidir.

Ahstirma : Yukaridaki ozelliklerin gecerliligini evrisim iglemi tanimini kullanarak
ayrik ve stirekli zamanli isaretler i¢in kanitlayiniz.

Burada degisme oOzelligi bize gostermektedir ki giris isareti ve diirtii cevabi yer
degistirseler yine ayni sistem ¢ikisi elde edilecektir. Birlesme 6zelligi ise DZD sistemler
icin ¢ok onemli bir dzelliktir. ki DZD sistemin ardisik (seri) olarak baglandigimi ve
birinci sistemin dirtii cevabinin hy[n] ikincisinin hy[n] oldugunu disiinelim. Bu
durumda birinci sistemin ¢ikist u[n]*hi[n] ve son sistem ¢ikist (u[n]*hi[n])*hz[n]
olacaktir. Birlesme Ozelligine gore bu ¢ikis u[n]*(hi[n]*hz[n]) olarak da verilebilir.
Buradan su sonu¢ ¢ikmaktadir, ardisik sistem bu durumda sanki diirtii cevabi
hi[n]*h2[n] olan tek bir sistem gibi ¢aligmaktadir.

Ayrica hi[n]*hz[n] = hy[n]*hi[n] degisme O6zelliginden dolayr ardisik baglanmus iki
DZD sistemin yerleri degistirilse de ilk giris son ¢ikis agisindan tamamen ayni isi
gorecektir. Bu da onemli bir ozelliktir. Paralel baglanmis (girisleri ayni c¢ikislar
toplanan) iki sistem de dagilma 6zelliginden dolay birim diirtii cevabi hi[n]+hy[n] olan
tek bir sistemmis gibi goriilebilir. Bu o6zellikler siirekli zamanda blok diyagramlari
olarak asagidaki sekilde gosterilmistir.

— (1) hy(t) |—> RS — hy(O)*h(t) |—

) h() — & — ) hi(t) |—

h(t)

%_. e — () + hy(t) [—
hy(t) |—_f

Sekil 2.1 Bazi DZD blok baglantilar1 ve esdegerleri.



Yukaridaki blok diyagramlarinda bloklar icerisine o sistemin (blogun) birim diirti
cevabi simgesi yazilmistir. Bu literatiirde ¢ok kullanilan bir yoldur. Ne de olsa DZD
sistemler birim dirtii cevaplariyla tam olarak ifade edilebilmektedirler. Sistem eger
dogrusal olmayan bir sistem ise igersine giris cinsinden c¢ikist ifade eden formiil
yazilabilir.

Evrisimin diger bir 6zelligi, birim diirtii isareti ile herhangi bir isaretin evrisiminin
isaretin kendisini vermesidir:

u[n]*8[n] = u[n], (2.18)
u()*3(t) = u(t).

Bu da beklenen bir seydir ¢iinkii burada giris isareti sanki diirtli cevab1 yine birim diirtii
olan yani ¢ikis1 girisine esit bir DZD sisteme girmis gibi olacak ve sonugta sistem
cikisinda yine ayni isaret elde edilecektir. Boylece evrigim igleminin birim elemanin
birim diirtii isareti oldugu goriiliir.

Ayrica (belli bir N veya T i¢in)

u[n]*8[n-N] = u[n-N], (2.19)
u(t)*s(t-T) = u(t-T),

oldugu goriilebilir.

Ornek 2.6 s;[n] ve sy[n] isaretleri asagidaki gibi alinsin.

S1 [n] SZ[n]

N
.
N

2 -1 1 2 3 4 -3 -2 -1 1 2 3
Sekil 2.2 s;[n] ve sy[n] isaretleri.

s1[n]*sz[n] evrisimini bulmak i¢in asagidaki toplam hesaplanmalidir:

sIl*s,Inl= 3 s[N]s,In— NJ.

Bunu hesaplamanin bir yolu belli bir n noktasini ele alip o noktadaki evrisim
isareti degerini bulmak ve sonra diger biitlin n degerleri i¢in ayni seyi
uygulamaktir. n noktasindaki evrisim degerini bulmak i¢in ise N degiskenine
gore s1[N] ve sy[n-N] isaretlerinin iist iiste ¢izilerek, ¢arpimlarini ve daha sonra
bu carpim isaretinin ((-o0,00) araligindaki) toplamini bulmak gerekir. Bilindigi
gibi sy[n-N] isareti, N ekseninde s[N] isaretinin dikey eksene gore simetriginin
almip (ya da dondiriliip) (sp[-N]), n noktasina kaydirilmisidir. Yukaridaki



isaretler sonlu aralikta sifirdan farkli deger aldigindan belli bir nokta sayisi igin
bu islem tekrar edilecektir. Bu durumda diger noktalarda evrisim degeri sifir
olacaktir.

Diger bir yol s;[n] ve s;[n] isaretlerini bilinen isaretler cinsinden yazmak ve daha

sonra evrisim Ozellikleri yardimiyla sonucu bulmaktir. si[n] ve Sy[n] isaretleri
birim diirtli isaretleri kullanilarak asagidaki gibi yazilabilir:

s1[n] = 8[n] + 25[n-1] + 5[n-2],
sy[n] = 8[n+1] + 3[n].

Simdi 8[n-N1]*8[n-N2] = 8[n-N1-N,] oldugu ve dagilma 6zelligi kullanilarak

si[n]*sz[n] = J[n]*d[n+1] + 3[n]*d[n] +
26[n-1]*3[n+1] + 28[n-1]*3[n] +
d[n-2]*d[n+1] + 8[n-2]*3[n],

= 3[n+1]+358[n]+38[n-1]+ 8[n-2],

olarak bulunabilir. Bu asagidaki sekilde gosterilmistir.

s1[n]*sz[n]
3t e
2
o1 .

3 21 | 12 3

Sekil 2.3 s;[n] ve sp[n] isaretlerinin evrigimi.

Ornek 2.7 rect(t)*rect(t) evrisimini bulalim.

Burada hesap etmemiz gereken asagidaki integraldir:

rect(t) *rect(t) = T rect(T)rect(t—T)dT.

T=—0

Bu integralin belli bir t an1 i¢in hesap edilmesinde 6nce T ekseninde rect(T)
cizilir. Daha sonra rect(t-T) (rect(T) nin dikey eksen etrafinda simetrigi alinip t
noktasina Otelenmisi) aymi sekil iizerine cizilerek, bunlarin ¢arpimi alinip,
toplam integrali bulunur. Bu islem tim t anlar1 i¢in yapilirsa evrisim
hesaplanmis olacaktir. Bu asagidaki sekilde gdsterilmistir.



rect(t-T):- - : rect(T)

05t | o5

rect(T)— “- - rect(t-T)

, T T
-0.5 t 05

A(t)=rect(t)*rect(t)

-1 1

Sekil 2.4 rect(t)*rect(t) evrisiminin elde edilmesi.

Burada t<-1 ve t>1 igin rect(T)rect(t-T) ¢arpimi ve dolayisiyla toplam integrali
sifir olacaktir, boylece bu aralikta evrisim isareti sifir olmalidir. -1 <t < 0 i¢in
rect(T)rect(t-T) carpim1 -0.5 < T < t+0.5 araliginda 1 diger yerlerde sifir olan bir
fonksiyondur. Bunun toplam integrali olan t+1 evrisim isaretinin bu bolgedeki
degeri olacaktir. 0 <t < 1 i¢in benzer olarak ¢arpim isareti t-0.5 < T < 0.5
araliginda 1 diger yerlerde sifir olacaktir. Bunun toplam integrali olan 1-t degeri
evrisim isaretinin buradaki degeridir. Bu sonuglart toparlarsak asagidaki gibi
ifade edebiliriz:

0, t<-1,
I+t, -1<t<0,
1-¢, 0<t<l,

0, >1

rect(t) *rect(t) = A(t) =

Goriildiigii lizere burada evrisim isleminin sonucu A(t) (liggen) fonksiyonu
olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Burada dikkat edilecek bir husus evrisim isaretinin belli bir anini1 (mesela t=1
anin1) ifade ederken rect(1)*rect(l) yazmamaktir, ¢iinkii bunun bir anlami
olmaz. Evrisimin bulunabilmesi igin ilgili zaman degiskeninin bilinmesi ve
kullanilmas1 gerekecektir. Bu yiizden evrisim yazilirken ilgili zaman degiskeni
belirtilmelidir. Eger t=1 anindaki deger ile ilgileniyorsak 6nce evrisim isaretini
yeni bir fonksiyonla ifade ederiz daha sonra o fonksiyonu sabit bir argiiman ile
kullanabiliriz. Ornegin burada rect(1)*rect(1) yerine A(1) yazmak dogru

olacaktir.
a



Ornek 2.8 Herhangi bir isaret h(t) i¢in v(t)*h(t) evrisimini hesaplayalim.

Burada asagidaki integral hesaplanmalidir:

o0

o®)*h(t) = [o(T)h(t-T)dT.

T=—0

v(t) isareti t<0 i¢in sifir, t>0 icin 1 oldugundan sonug asagidaki sekilde bulunur:

o(t) *h(t) = Tu(T)h(t—T)dT: Th(t—T)dT: [h(T)dT .

Yani birim basamak ile bir isaretin evrigimi, o isaretin (-co’dan t’ye kadar olan)
integral isaretini vermektedir.

Q

2.3.2 Belleksiz DZD Sistemler

Bir sistemin hem belleksiz hemde DZD oldugunu disiinelim. Bu durumda ayrik
zamanda d[n] birim diirtii girisine kars1 sistem ancak belli bir A i¢in Ad[n] ¢ikigini
saglayacaktir. Ciinkii sistem DZD ve belleksiz oldugundan ¢ikista n#0 icin sifir girisi
oldugundan sifir ¢ikisi saglamalidir (aksi halde sifirdan farkli sabit bir ¢ikis sagliyor
olamaz ¢iinkii giris iki katina ¢ikarilsa ¢ikis da iki katina ¢ikmalidir). n=0’da ise sistem
herhangi bir ¢ikis degeri (A) verebilir. Boyle bir sistem y[n]=Au[n] seklinde (¢ikis
girisin belli bir say1 kat1 olarak) verilebilir. Ornegin isaret kuvvetlendirici bir anfi bu
tiirden bir sistemdir.

Stirekli zamanda da benzer olarak belleksiz DZD bir sistem genel olarak y(t)=Au(t)
seklinde ifade edilebilir.

2.3.3 Nedensel DZD Sistemler

Biitiin t anlar1 i¢in, sistemin t anindan sonraki giris degerleri t anindaki girisi etkilemiyor
ise sistem nedenseldir. Ayrik zamanda DZD bir sistemde ¢ikis isareti, giris isareti ve
diirtii cevabina bagli olarak asagidaki gibi yazilabilir:

yIrl= D uNTAn - N].

Burada sistemimizin nedensel olabilmesi i¢in u[N]’in ¢arpant N>n i¢in sifir olmalidir,
ancak bu sekilde nedensellik kosulu saglanabilecek, sonraki girisler ¢ikis degerini
etkilemeyecektir. Oyleyse N>n igin h[n-N]=0 olmalidir. Baska bir ifade ile ayrik
zamanli DZD bir sistemin nedensel olabilmesinin gerek ve yeter kosulu n<0 i¢in h[n]=0
olmasidir. Aslinda bu beklenen bir sonugtur ¢ilinkii h[n] birim diirtii cevab1 oldugundan,
n=0 aninda diirtii degeri olusuncaya kadar sistemin sifir vermesi dogaldir (sistem DZD



oldugundan sifirdan farkli sabit bir deger de veremez). Aksi halde sistem sanki gelecek
diirtii degerini onceden algilamis gibi olacaktir ki nedensel oldugundan bu miimkiin
degildir. n>0 igin ise sistem istedigi gibi ¢ikis degerleri verebilir. DZD bir sistemde, n>0
i¢in diirtii cevabi sifir degil ise bu sistemin bellekli oldugunu gosterecektir.

Oyleyse ayrik zamanli DZD nedensel bir sistemin ¢ikis1, giris ve diirtii cevabi cinsinden
asagidaki gibi yazilabilir:

n

y[n]= D u[NJi[n— N]= ih[N]u[n ~ N]. (2.20)

N=—

Bunun sebebi y[n]’in ancak simdiki ya da ge¢mis girislere (u[N], Ne(-00,n]) bagh
olmasidir.

Siirekli zamanda ise benzer olarak DZD bir sistemin nedensel olmasinin gerek ve yeter
kosulu t<0 i¢in h(t)=0 olmasidir. Siirekli zamanli DZD nedensel bir sistem i¢in ¢ikis
isareti, giris isareti ve diirtii cevabi cinsinden asagidaki gibi verilebilecektir:

t ©

y(t)= Ju(Mht-T)dT = [h(T)u(t-T)dT.

T=—

(2.21)

2.3.4 SGSC Kararli DZD Sistemler

Bir sistemin SGSC kararli olabilmesi i¢in tim smirh giris isaretlerine sinirlt ¢ikis
vermesi gerekir. Ayrik zamanli DZD sistemler i¢in giris ¢ikis iliskisini tekrar yazarsak:

y[n] = NZu[N]h[n— N]J.

Burada u girisinin mutlak degerinin B ile smirli oldugunu (ju(n)] < B) diisiinelim.
Boylece elde edebilecegimiz en yiiksek (6rnegin pozitif) degeri giris isaretini kullanarak
elde etmeye, olusturmaya c¢alisalim. Burada bizim yapmamiz gereken h diirtii cevabini
onceden inceleyerek istedigimiz (B ile sinirli) bir girig isareti olusturmak ve bdylece
miimkiin olan en yiiksek c¢ikis degerini elde etmektir. Aslinda bu kolay bir islem
olacaktir, ¢linkii yukaridaki genel giris ¢ikis iliskisinden goriilmektedir ki her u[N]
degeri ile degisik bir h[] degeri ¢arpilmaktadir. Oyleyse biz her bir u[N]h[n-N] degerini
tek tek en yiiksek yaparsak sonugta tiim toplam en yiiksek olacaktir. Yani her h[n-N]
degerini toplama en ¢ok katkida bulunduracak bir u[N] degeri ile ¢arpmaliyiz. Burada u
ve h isaretlerinin gercel degerler aldigin1 diisiinelim. Bu durumda yapilacak en akillica
is h[n-N] degeri pozitif ise u[N]=B se¢mek, h[n-N] degeri negatif ise Uu[N]=-B
secmektir. Boylece u[N]h[n-N] carpimi olabildigince (pozitif) biiylik yapilmis olacaktir.
Oyleyse belli bir n i¢in elde edebilecegimiz en yiiksek deger

sup(y{n]) = 2 Blin~N] =B 3 W[N],

w<B



olacaktir. Burada B sabit bir say1 oldugundan bulunan bu en yiiksek degerin smirl
olmasi i¢in (sonsuz deger almamasi i¢in) asagidaki kosul gerceklesmelidir:

00

Z|h[n]| <o, (2.22)

n=-—00

Boylece ayrik zamanli DZD sistemlerin SGSC kararliligi i¢in gerek ve yeter kosul bu
sekilde bulunmus olur.

Stirekli zamanli DZD sistemlerin SGSC kararliliginin gerek ve yeter kosulu da benzer
sekilde asagidaki gibi verilebilir:

0

[ It < oo.

t=—0

(2.23)

Bu kosul da yukaridaki mantik kullanilarak kolayca elde edilmistir. Boylece DZD
sistemlerin kararliligini test etmek icin diirtii cevabini kullanan yararl ve kolay bir kriter
elde edilmis olur.

Ornek 2.9 h(t)=Be™u(t) birim diirtii cevabu ile verilen sistemi ele alalim.

Bu sistemin SGSC kararli olabilmesi i¢in asagidaki integral sonucunun sonlu
olmasi gerekir:

|Bla™', a>0,

jlh(t)|dt = lee“”u(t)k/t =|B|j0e“”dt ={ <o

3

Boylece ancak a>0 ise sistem SGSC kararli olacaktir. Aksi halde sistem kararl
degildir.
Q

2.3.5 DZD Sistemlerin Evrilebilirligi

DZD sistemlerin diger sistemlerde oldugu gibi evrilebilmesi i¢in dyle bir evrik sistem
bulunmalidir ki orijinal sisteme ardigik baglandiginda ilk giris son ¢ikistan aynen elde
edilmelidir. Orijinal sistemin girisi u[n], ¢ikist y[n]; evrik sistemin girisi y[n], ¢ikist v[n]
ile gosterilirse, istenilen, her u[n] girisi icin v[n]=u[n] esitliginin saglanmasidir. DZD
sistemlerde bu diirtii girisi i¢in saglandiginda tiim diger girisler i¢in de saglanmis
olacaktir, ¢iinkii sistemimiz dogrusal ve zamanla degismeyendir. Orijinal sistemimizin
diirtii cevab1 h[n] olsun. Oyleyse dyle bir he[n] bulmaliy1z ki

h[n]*he[n]=8[n],

kosulu saglansin. Eger bu kosulu saglayan bir he[n] bulabilirsek bu demektir ki orijinal
sistemle buldugumuz evrik sistem ardisik olarak baglandiginda bilesik sistemin diirtii
cevabi 0[n] olacaktir. Bilesik sistem de DZD oldugundan, bunu ifade edebilecek yegane



sistem v[n]=u[n] dir. Yani sonug olarak evirme islemi tiim giris isaretleri i¢in saglanmis
olacaktir.

Sistemin ger¢ek zamanda evrilebilmesinin (GZE) kosulu ise evrik sistemin nedensel
olmasidir. Yani n<0 i¢in he[n]=0 kosulunun saglanmasidir.

Stirekli zamanda da benzer sekilde, verilen bir orijinal sistem diirtii cevabina kars1
h(t)*he(t)=5(t),

Ozelligini saglayan bir he(t) bulunabiliyor ise orijinal sistem, diirtii cevabi he(t) olan bir
evrik sistemle evrilebilir.

PROBLEMLER

P 2.1 Asagida ifade edilen sistemler dogrusal midir? Zamanla degismeyen midir? Eger
dogrusal iseler diirtii cevaplarini (h[N,n] ya da h(T,t)) bulunuz.

a) y[n]=u[n], n ¢ift; y[n]=0, n tek,
b) Yin]=uln]n’,
c) y[nl=uln<],
d) y()=u(®)A(t),
e) y()=lu(®)l.

P 22 h(T,O)=T22Tt+T-t+t* diirti cevabi ile verilen dogrusal sistem zamanla
degismeyen midir? Bu sistem nedensel midir? Kararli midir? us(t)=rect(t) ve u(t)=A(t)
girislerine iliskin ¢ikislar ne olur?

I? 2.3 Asagida bazi DZD sistemlerin birim diirtii cevab1 ve giris isaretleri verilmistir.
Ilgili ¢ikis isaretlerini elde ediniz.

a) h[n]=25[n-1], u[n]=sin[n],

b) h[n]=33[n]+3[n-1], u[n]=v[n],
c) h(t)=sinc(t), u(t)=25(t)+o(t-2),
d) h(t)=rect(t-0.5), u(t)=A(t),

e) h(t)=At/2)v(t), u(t)=5(t)+v(t-2).

P 2.4 Bir motor hiz kontrol sistemi DZD bir sistem olarak modellenmistir. Sistem
kontrol girigine birim basamak (u(t)=u(t)) uygulandiginda ¢ikis hizinin y(t)=u(t)(1-e'2t)
seklinde degistigi gozlenmistir. Bu sistemin birim diirtii cevabi1 nedir? Sisteme
up(t)=rect(t-0.5) ve u,(t)=A(t) isaretleri uygulansaydi ¢ikis isaretleri ne sekilde olacakti.

Giris ve ¢ikis isaretlerini alt alta ¢iziniz.

P 2.5 h[n]=(sinc(t/2))? ile ifade edilen DZD sistem SGSC kararli midir? Giris isareti
sinirlt iken (| u[n] | £ 1) n=0’daki ¢ikis degerini (y[0]) olabildigince yliksek yapmak
icin gerekli giris isaretini (u[n]) ve elde edilen en yiiksek degeri bulunuz.



P 2.6 Asagida dirtii cevaplan ile ifade edilen DZD sistemlerin 0zelliklerini
(belleksizlik, nedensellik, SGSC kararlilik) nedenleriyle birlikte belirleyiniz.

a) h(t)=rect(t),

b) h(t)=A(t-1),

c) h()=v(®),

d) h[n]=sin(n)v[n],

e) h[n]=1/n, n>0; h[n]=0, n<0,
f) h[n]=1/(n*+1).



3. SUREKLI ZAMANLI ISARETLER




3.1 Isaretlerin Dik Fonksiyonlarla Ifade Edilmesi

Bir isaret kiimesini ele alalim: .... diklik norm hata min yapacak deger. tamlik parseval
teoremi.
Ornekler.....

3.2 Siirekli Zamanli Fourier Doniisiimii

3.2.1 Oz Isaretler

Matris analizinden bilindigi lizere (nxn) bir matris (A) i¢in 6z degerler (eigenvalues)
(Ai) ve 0z vektorler (eigenvectors) (X;) asagidaki kosulu saglar:

AXi:MXi .
Bunun 6nemi bir vektoriin bir matris ile ¢arpiminin, ¢ok daha kolay olan, bir vektdriin
bir sabit ile ¢arpimina indirgenmesidir. Oz degerlerin ayrik oldugunu diisiiniirsek, n

0zdegere karst n dogrusal olarak bagimsiz (linearly independent) 6z vektor bulabiliriz.
Boylece herhangi bir (n boyutlu) vektor (x) bir kere 6zvektorler cinsinden

n
X = Zak'xk ,
k=1

seklinde (ax’lar x’e bagli sabit sayilar) yazildiginda, Ax ve APX ( p herhangi bir tam say1)
matris vektor carpimlari kolayca bulunabilir:

n n
Ax = ZakAxk = Zak/lkxk ,
k=1 k=1

n
Py — p
APx = E a, A x, .
k=1

Oz degerler ve 6z vektdrler daha bircok analiz asamasinda isimize yaramaktadir.

Acaba sistem teorisinde 6z vektorlerin bir genellestirmesini kullanabilir miyiz? Sistem
ifadesini de bir tiir giris-cikis iliskisi gibi diisiindiigimiizde, acaba baz1 6zel giris
isaretleri de ¢ikista bir katsay1 ile carpilmis gibi goziikebilir mi?

Carpimsallik ve toplamsalliga ihtiyacimiz olacagindan oncelikle dogrusal sistemleri ele
alalim. Sistem giris isareti u(t)=¢i(t) isaretine karsilik ¢ikista y(t)=Aidi(t) isareti (A; sabit
kompleks say1), yani girig isaretinin sadece bir say1 ile garpimi, elde ediliyorsa ¢i(t)
isaretine oz isaret (ya da 6z fonksiyon), Lidegerine de oz deger denir.



Stirekli zamanda dogrusal zamanla degismeyen (DZD) bir sistemin giris ¢ikis iliskisinin
birim diirtii cevabi (h(t)) kullanilarak

y()= [W(Tu(t-Tdr,

T=—0

seklinde yazilabilecegini gormiistilk. Burada herhangi bir s (kompleks) degeri i¢in
d(t)=e" isaretinin (genelde tim istel isaretlerin) DZD sistemlerde 6z isaret dzelligini
sagladigini goriiriiz. Yani u(t)=e" alindiginda ¢ikis:

y(t) = Th(T)e‘“(’_T)dT= e” Th(ﬂe_STdT: H(s)e" = H(s)u(t),
H(s)

olarak bulunmaktadir. Burada H(s) (s’e bagl) sabit bir say1 oldugundan cikis isareti
girisin belli bir say1 kati olmaktadir. Oyleyse tiim DZD sistemler igin ¢ gibi iistel
isaretler 6z isaret ve H(s)’ler de ilgili 6z degerlerdir. Burada s herhangi bir komplex say1
olabilir.

SSS333333335555555555353333355555555>

Herhangi bir vektorii 6z vektorler cinsinden yazdigimiz gibi, isaretleri de belki 6z
isaretler cinsinden yazabiliriz. Oncelikle sadece ™" seklindeki 6z fonksiyonlar:
diisiinelim ve periyodik ya da belli bir siirede tanimli isaretleri bunlar cinsinden
yazalim.

77?7 yontemini kullanirsak: .....

bunlarin tamlig1 ve formiilleri.

Ayrica sin cos i¢in...

3.2.2 Periyodik Isaretlerin Ifade Edilmesi ve Fourier Serileri

3.2.3 Periyodik Olmayan Isaretlerin Ifade Edilmesi ve Fourier Doniisiimii

3.3 Fourier Déniisiimii Ozellikleri









