2. Bolum

Dogrusal, Zamanla Degismeyen Sistemler

2.1. GIRIS

Sistemlerin iki onemli 6zelligi dogrusallik ve zamanla degismezliktir. Bu bdlimde bu
ozelliklere sahip olan sistemlerin temel girig-gikus iligkisi gelistirilecektir. DZD sistemler igin bu
girig-gikis iligkisinin bir konvoliisyon islemi cinsinden tammlandif1 gosterilecektir. DZD
sistemlerde konvoliisyon igleminin 6nemi; DZD bir sistemin birim diirtii girisine olan tepkisinin
bilinmesinin herhangi bir girig sinyaline olan tepkisini bulma olanagimi bize vermesinden
kaynaklanmaktadir. DZD sistemler igin girig-gikis iligkilerinin tiirevsel ve fark denklemleri ile
tanimlanmasi da incelenecektir.

2.2. SUREKLI ZAMANLI, DZD BIiR SISTEMIN TEPKiSi VE KONVOLUSYON
ENTEGRALI

A. Diirtii Tepkisi:
T ile gosterilen siirekli zamanh, DZD bir sistemin h(f) diirtii tepkisi, giris &(;)
oldugundaki sistem tepkisi olarak tanimlantr. Diger bir deyisle:

h(1) = T(5(1)) (2.0)
B.  Herhangi Bir Girige olan Tepki:
Esitlik (1.27)’den x(¢) girisi
x(z)=[ x(7)8(t —r)dr (2.2)

olarak ifade edilebilir. Sistem dogrusal oldugundan sistemin herhangi bir girige olan tepkisi de

y(t) =T{x(1)} = T{f:x(f) 8(t—1) d'r}

=f x(7)T{8(t — 7)) dr (2.3)
olarak ifade edilebilir. Ayrica, sistem zamanla degismez oldugundan
h(t —7)=T{6(t — 1)} (2.4)
yazilabilir. Esitlik (2.4), Esitlik (2.3)’de yerine konursa
y(6)= [ x(r)h(t—1)dr (2.5)
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2. Boltim DOGRUSAL, ZAMANLA DEGISMEYEN SISTEMLER 57

elde edilir. (2.5) esitligi slirekli zamanli, DZD bir sistemin h(f) diirtii tepkisi ile tiimiiyle
tammlandigim géstermektedir. .

C. Konvoliisyon Entegrali:
Egitlik (2.5); siirekli zamanh iki adet x(¢) ve h(z) sinyalinin

y(t)=x(t)xh(t)= [ x(r)h(t=7)dr (2.6)
ifadesi ile verilen konvoliisyonunu tamimlar. (2.6) esitligi yaygin olarak konvoliisyon entegrali
olarak bilinir. O halde, ulagilan temel sonug; herhangi bir siirekli zamanl, DZD sistemin ¢ikig1, x(f)
girisi ile sistemin diirtii tepkisi h(#)'nin konvoliisyonudur. Sekil 2-1 diirtii tepkisinin tanmimim ve
Esitlik (2.6)’daki iligkiyi sergilemektedir.

3N h(t)
]?ZD
X0 sistem (1) = x(1) * k(1)

Sekil 2-1 Siirekli Zamanli DZD Sistem

D. Konvoliisyon Entegralinin Ozellikleri:
Konvoliisyon entegrali asagidaki 6zelliklere sahiptir.
1. Yer degistirme:

x()* h(t) = h(t)* x(t) (2.7)
2. Birlesim:
{(x(e) % hy(2)}x hy(r) =x(e) % {hy(1)* hy(1)) (2.8)
3. Dagilim:
x(t)x{hy(6)} +hy(6)} =x(e)* hy(t) +x(t) = hy(2) (2.9)

E. Konvoliisyon Entegral islemi:
Konvoliisyonun yer degistirme 6zelligi (2.7), Esitlik (2.6)’ya uygulanirsa
y(t)=h()*x(1)= [ h(r)x(t-7)dr (2.10)
elde edilir. Konvoliisyonu Egitlik (2.6) yerine Esitlik (2.10) ile bulma ¢ogu kez daha kolaydur.
Konvoliisyon igleminin (Esitlik 2.6) asagidaki dort adimdan olustugu gériilmektedir.

1. h(7) diirtii tepkisi zamana gore ters gevrilerek (orijine gore yansitilarak) a(-7) elde edilir. Daha
sonra ¢ parametreli, 7 nun bir fonksiyonu olan A(t-7 )=h{—(7 ¢ )]’yi olugturmak i¢in ¢ birim
kaydirilir.

2. tparametresi sabit tutularak x(7) ve h(z -t ) sinyalleri, 7 'nun tiim degerleri i¢in ¢arpilir.

N
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3. y(¢) gikisinin tek bir degeriﬁi iiretmek igin x(t)A(t — ) garpimu tiim 7 igin entegre edilir.

4. y(?) ¢ikiginin tiim degerlerini iiretmek igin #’nin —o’dan + oo’a kadar olan degerleri ile 1-3
adimlan tekrarlanir.

Yukaridaki konvoliisyon iglemine iligkin 6rnekler Prob. 2.4-2.6’da verilmistir.

F.  Basamak Tepkisi:

¢ T ile gosterilen siirekli zamanli, DZD bir sistemin s(f) basamak tepkisi; giris u(f)
oldugundaki sistem tepkisi olarak tamimlanir. Diger bir deyisle:

s(t) =T{u(r)} (2.11)

Cogu uygulamalarda s(f) basamak tepkisi de yararli bir sistem tanimdir. Esitlik (2.10) kullanilarak
s(7) basamak tepkisi kolayca saptanabilir.

s(t) =h(t)*u(t) = fjxh(f)u(t —r)dr = [ h(r)dr (2.12)

]

O halde, A(f) diirtii tepkisi entegre edilirse s(f) basamak tepkisi elde edilir. Esitlik (2.12)’nin £'ye
gore tiirevi alinirsa

ds(t)
dt
oldugu gériiliir. O halde, s(f) basamak tepkisinin tiirevi alinarak A(f) diirtii tepkisi elde edilebilir.

h(t) =s'(t) = (2.13)

2.3. SUREKLIi ZAMANLI, DZD SiSTEMLERIN OZELLIKLERI
A.  Bellekli ya da Belleksiz Sistemler:

//Belleksiz bir sistemin y(f) ¢ikig1 yalmzca o andaki x(f) girisine bagimhi oldugundan,
dogrusal ve zamanla degismeyen bir sistem igin bu iliski yalmzca asagidaki bigimde ifade
edilebilir.

y(1) =Kx(1) (2.14)

Burada X sistem kazanci olup bir sabittir. Dolayisiyla, sisteme iligkin A(f) diirtii tepkisi agagidaki
sade iligki ile tammlanir.

(1) = Ké(t) (2.15)

Sonug olarak, eger ¢ #0 igin A(f) # 0 ise siirekli zamanl, DZD sistem belleklidir.

B. Nedensellik:

Boliim 1.5 D’de agiklandid: iizere bir olay gergekten olusana kadar nedensel bir sistem bu
girig olayna tepki vermez. Bu nedenle nedensel, DZD bir sistem igin

h(t)=0 <0 (2.16)

(2.16) nedensellik kosulunu Esitlik (2.10)’a uygulayarak, nedensel, siirekli zamanli, DZD bir
sistemin ¢ikis1 agagidaki gibi ifade edilir.
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y(t)= [ h(r)x(t—1)dr (2.17)
0
Ya da (2.16) nedensellik kosulunu Egsitlik (2.6)’ya uygulayarak y(¢) i¢in su alternatif ifade bulunur.

y(6)= [ x(r)h(t—r)dr (2.18)

-0

Esitlik (2.18) gostermektedir ki, y(f) ¢ikigimm hesaplamak igin kullanilan x(f) giriginin degerleri
yalmzca 7 <t kosulunu saglayan girig degerleridir. (2.16) kosuluna dayanarak, eger:

x(t)=0 - 1<0 (2.19a)
ise bir x(?) sinyali nedenseldir, eger
x(t)=0 t>0 (2.19b)

ise nedensel degildir. Bu durumda, Esitlik (2.17), (2.18) ve (2.19a) kullamlarak nedensel bir x(z)
girisi i¢in nedensel, siirekli zamanli, DZD bir sistemin ¢ikis1 agagidaki gibi olacaktir.

y(1) =[0‘h(7)x(z—1)d7=[0’x(1)h(z—»r)d7 (2.20)

C. Kararhhk:

DZD bir sistemin SGSC (Simrh giris/simirh ¢ikis) kararhhig (Boliim 1.5H), onun diirtii
tepkisinden kolayca irdelenebilir. Eger diirtii tepkisi mutlak entegre edilebilir ise, yani v

j_wlh(f)l dr <o

kosulu saglaniyor ise, siirekli zamanl, DZD bir sistemin SGSC anlaminda kararh oldugu
gosterilebilir (Prob. 2.13). :

24. SUREKLI ZAMANLI, DZD SISTEMLERIN OZFONKSIYONLARI

BSlim 1 (Prob. 1.44)’de, T ile tammlanan siirekli zamanli, DZD sistemlerin
dzfonksiyonlarimin, s bir karmagik degisken olmak iizere, ¢” bigimindeki karmagik fonksiyonlar
oldugu belirlenmigti. Bu durumda, : :

T{e*} = Ae* (2.22)

olup, burada A, T’nin ¢™ ye iligkin dzdegeridir. Esitlik (2.10)’da x(¢)= ¢” koyarak

y(t)=T{e"} = fm h(r)e " "dr = UG h(r)e drl e
= H(s)e* = re" C(2.23)
bulunur. Burada A=H(s)= fm h(t)e *"dr ’ (2.24)

O halde, siirekli zamanl, DZD bir sistemin e” 6zfonksiyonuna iligkin 6zdegeri karmagik bir
sabit olan H(s) olup degeri, s’nin ilgili degeri kullamlarak Esitlik (2.24) 11e hesaplanir. Egitlik
(2.23)’den y(0)= H(s) olduguna dikkat ediniz. (bkz. Prob. 1.44).

Yukaridaki sonuglar Boliim 3 ve 5°de incelenen Laplace ve Fourier doniigiim tanimlarinin
temelini olugturmaktadit. :



60 DOGRUSAL, ZAMANLA DEGISMEYEN SISTEMLER 2. Bolim

2.5. TUREVSEL DENKLEMLERLE TANIMLANAN SISTEMLER

A. Dogrusal, Sabit Katsayih Tiirevsel Denklemler:
N. mertebeden, dogrusal, sabit katsayili, genel bir tiirevsel denklem

o] d‘ (t) L d"x(z)

Lo—ar ~ Eh

k=0

bigiminde verilmis olsun. Burada a, ve b; katsayilan gergel sabitlerdir. Esitlik (2.25)’de N, y(#)'nin
en yiiksek tiirev derecesini gosterir. Bu tiir tiirevsel denklemler; elektrik, mekanik, kimyasal ve
biyolojik alanlardaki farkli sistemlere iligkin girig-gikis 1llsk11enn1 tanimlamada onemli bir rol
iistlenir. Oregin Prob. 1.32°deki RC devresinde x(f)=v,() girisi ve y()=v(?) ¢ikisi, birinci
mertebeden, sabit katsayih bir denklem ile iligkilendirilebilir [Esitlik (1.105)].

dy(t) 1 1
o T rRe?) = Re*)

(2.25)

Belirli bir x(¢) girisi i¢in Egsitlik (2.25)’in genel ¢dziimii

y(t) =y, () +y,(1) (2.26)

bigiminde olup, y,(¢), Esitlik (2.25)’i saglayan bir 6zel ¢oziim, y(f) ise asagidaki homojen tirevsel
denklemi saglayan bir homojen (ya da komplimenter) ¢6ziimdiir.

Zak y"(') =0 (2.27)
k=0 :

yi(f)’nin kesin bigimini N adet yardimc: kosul belirler. Yardimer kosullar tanmimlamadan Esitlik
(2.25)’in, ¥(f) cikisim x(f) cinsinden tiimilyle belirlemedigine dikkat ediniz. Genel olarak, bu
yardimci kogullar

dy(r)  d"7'y(1)
y([),——dt—',..., W‘

degiskenlerinin belirli bir ¢ anindaki degerleridir.

B. . Dogrusallik:
Eger yardimc: kosullann tiimii sifir ise Esitlik (2.25) ile tanimlanan sistem dogrusaldir
(bkz. Prob. 2.21). Eger yardime1 kosullar sifir degilse, sistemin y(¢) tepkisi

bigiminde ifade edilebilir. Burada; y.(¢), sistemin verilen yardimct kosullarn iliskin sifir giris
tepkisi, y,(?), ise sifir yardime1 kosullara sahip, dogrusal bir sistemin sifir durum tepkisidir [Sekil
2.2].

¥ () %y, () vey, (£)# y,(¢) olduguna dikkat ediniz. Genel olarak y,(f), yw(f)’yi, ys(2) ise
hem y;(¢)’yi hem de y,(t)’yi igermektedir (bkz. Prob. 2.20).
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el Dogrusal | %) o ¥
. &3
Sistem +

+

Yult)

Sekil 2.2 Sifir durum ve sifir girig tepkileri

C. Nedensellik:

Esitlik (2.25) ile tanimlanan bir dogrusal sistemin nedensel olmasi i¢in baglangigta
durgun olmak kosulunu (ya da ilk enerjisiz olma kogulu) varsaymamz gerekir. Diger bir deyisle,
t<t,igin x(¢)=0 ise yine t<t,i¢in y(#)=0 oldugunu varsaymniz (Prob. 1.43). Bu durumda ¢ > ¢ igin
tepki agagidaki baglangi¢ kosullarim kullanarak Egitlik (2.25)den hesaplanabilir.

Yo dt dtV-v
Burada: dky(t") - d"y(t)
dt* dt* t=1u"

Agikga goriilmektedir ki baslangigta durgun olan bir sistemde y,;(£) = 0’dir.

D. Zamanla Degismezlik:

Bir dogrusal nedensel sistemde baslangigta durgunluk onun zamanla degismezligini de
ima eder (Prob. 2.22).

E. Diirtii Tepkisi:

Esitlik (2.25) ile tanimlanan siirekli zamanli, DZD bir sistemin h(f) diirtii tepkisi,
baglangigta durgun olma koguluyla birlikte asagidaki esitligi saglar.

N dkh(r) M d*e(r)
2 a 5 2 by i
k=0 k=0

Diirtii tepkisini hesaplama érnekleri Prob. (2. 29) ve (2.24)’de verilmistir. Daha sonraki béliimlerde
diirtii tepkisi doniigiim teknikleri kullamlarak bulunacaktir.

(2.29)

2.6, AYRIK ZAMANLI, DZD BiR SISTEMIN TEPKiSi VE KONVOLUSYON
TOPLAMI

A. Diirtii Tepkisi:
T ile gosterilen ayrik zamanh, DZD bir sistemin h[n] diirtii tepkisi (ya da birim 6rnek
tepkisi), girise &(¢) uygulandig1 zamanki tepkisi olarak s6yle tanimlanir:

h[n] =T{8[n]} (2.30)
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B.  Herhangi Bir Girise Tepki:
Esitlik (1.53)’den x[n] girisi

-

x[n]= Y x[k]8[n—k] (2.31)

k= -

olarak ifade edilebilir. Sistem dogrusal oldugundan sistemin herhangi bir x[n] girisine olan y{n]
tepkisi

yln] = T{x[n]} =T{;“::J“" o{n k1]

o

= Y x[k]T{s[n-k]) (2.32)

k=—o

olarak ifade edilebilir. Sistem zamanla degismez oldugundan
h{n—k] =T{8[n-k]} (2.33)

yazilabilir. Esitlik (2.33), Esitlik (2.32)’de yerine konarak

yln] = X x[k]h[n-k] (2.34)
k= -
elde edilir. (2.34) esitligi gostermektedir ki ayrik zamanli, DZD bir sistem, h(7) diirtii tepkisi ile

tiimiiyle tanimlanmaktadir.
.

C. Konvoliisyon Toplam
Esitlik (2.5); iki adet x[n] ve A[n] dizisinin

y[n] =x[n]*h[n] = i x[k]h[n - k] (2.35)

k=~

ifadesi ile verilen konvoliisyonunu tamimlar. (2.35) esitligi yaygin olarak konvoliisyon toplami
olarak bilinir. O halde, yine ulagilan temel sonug; herhangi bir ayrik zamanh, DZD sistemin ¢ikig1,
x[n] girisi ile sistemin diirtii tepkisi #[n]’nin konvoliisyonudur. Sekil 2.3 diirtii tepkisinin tanimim
ve Egitlik (2.35)’deki iliskiyi sergilemektedir.

8[n] A
«ln] sistem yin] = x{n] = h{n)

Sekil 2.3 Aynk zamanli, DZD sistem 7

D. Konvoliisyon Toplammmn Ozellikleri:

Konvoliisyon toplamin asafidaki Ozellikleri B6l.(2.3)’de bahsedilen konvoliisyon
entegralinin 6zelliklerinin karsihigi olan 6zelliklerdir.
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1. Yer degistirme:
x[n]* h[n] =h[n]*x[n] (2.36)
2. Birlesim:
{x[n] * hy[n]}* ho[n] =x[n]*{h\[n] * hy[n]} (2.37)
3. Dagilim:
x[n]*{h[n]} +h;[n]} =x[n] * h\[n] +x[n]*hy[n] (2.38)

E. Konvoliisyon Toplamina iligkin islem:

Yine, konvoliisyon toplamun yer degistirme 6zelligi Esitlik (2.35)’e uygulanirsa

y[n] =h[n}*x[n] = Zm: hlk]x[n —k] (2.39)

k= —x

elde edilir. Bu iglem, Esitlik (2.35) ile hesaplamaya kiyasla ¢ogu kez daha kolaydir. Siirekli
zamanh sistemlerde oldugu gibi konvoliisyon toplamu [Esitlik (2.35)] asagidaki dort adimdan
olusur:

1.  h[k] diirtii tepkisi zamana gore ters gevrilerek (orijine gbre yansitilarak) h[-£] elde edilir. Daha
sonra n parametreli, X’'nin bir fonksiyonu olan A{n—k]=h[—(k-n)]’yi olusturmak i¢in » birim
kaydinlir. :

2. nparametresi sabit tutularak x[k] ve h[n—k] dizileri k’nin tiim degerleri i¢in garpilir. Ve
e

cl
«

3. y[n] ¢cikiginin tek bir degerini iiretmek i¢in x[k] A[n—k] ¢arpimu tiim % igin qa./rpfﬁr.

4. y[n] ¢ikisinin tiim degerlerini iiretmek i¢in n#’nin —co‘dan +eo’a kadar olan degerleri i¢in 1-3
adimlan tekrarlanir.

Yukaridaki konvoliisyon toplami iglemine iligkin drhekler Prob.(2.28) ve (2.30)’da verilmigtir.

F.  Basamak Tepkisi:

hin] diirtii tepkisi ile tanimlanan ayrik zamanli, DZD bir sistemin s{n] basamak tepkisi
Esitlik (2.39) kullanilarak kolayca bulunur.

s[n] =h[n)*u[n] = i hlklu[n—k]= i hlk] (2.40)

k=—o k= -
Esitlik (2.40)’dan
h[n] =s[n] —s[n 1] (2.41)

oldugu goriilmektedir. Esitlik (2.40) ve (2.41), Esitlik (2.12) ve (2.13)’lin aynk zamanh
karsiliklanidir.

2.7. AYRIK ZAMANLI, DZD SISTEMLERIN OZELLiKLERi
A. Bellekli ya da Belleksiz Sistemler:

Belleksiz bir sistemin y[n] ¢ikisi yalmzca o andaki x[n] girigine bagimh oldugundan,
dogrusal ve zamanla degigmeyen bir sistem igin bu iliski yalmzca asagidaki bigimde ifade
edilebilir. ‘
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y[n] = Kx[n] (2.42)

Burada K, sistem kazanci olup bir sabittir. Dolayisiyla, sisteme iligkin diirtii tepkisi asagidaki sade
iligki ile tanimlamr. ’

h[n] = Ké[n] (2.43)
Sonug olarak, eger ny #0igin A[ny]# 0ise ayrk zamanl, DZD sistem belleklidir.
B.  Nedensellik:

Siirekli zamanh durumda oldugu gibi ayrik zamanli, DZD bir sistem igin nedensellik
kosulu:

h[n] =0 n<0 (2.44)

(2.44) ile verilen nedensellik kogulu Esitlik (2.39)’a uygulanirsa, nedensel DZD bir sistemin ¢ikis
agagidaki gibi ifade edilir. .

y{n] =k§0h[k]x[n—k] (2.45)

Ya da (2.44) nedensellik kogulunu denkl. (2.35)’e uygulayarak su alternatif ifade bulunur.

n

y[n] =kZ x[k)h[n — k] (2.46)

= —

(2.46) esitligi gostermektedir ki, y[n] ¢ikisim1 hesaplamak igin kullanilan x[n] girisinin degerleri
yalmzca k < n kosulunu saglayan girig degerleridir.

Siirekli zamanli durumda oldugu gibi eger
x[n]=0 n<o0 (2.47a)

ise bir x[n] girisi nedensel, eger
x[n] =0 nz0 (2.47b)

ise nedensel degildir. O halde, bir nedensel x[n] girisi i¢in nedensel, ayrik zamanh, DZD bir
sistemin y[n] ¢ikis $6yle olacaktir:

n

y[n]=kz:;0h[k]x[n—k1 = Y x[k]h[n -] (2.48)

k=0
C. Kararhhk:
Eger diirtii tepkisi mutlak toplanabilir ise, yani

0

Y Ih[k]l< o _ (2.49)

k=—-=
kosulu saglaniyor ise, ayrik zamanli DZD bir sistemin SGSC anlaminda kararh oldugu
gosterilebilir.
2.8. AYRIK ZAMANLI, DZD SiSTEMLERIN OZFONKSiYONLARI
Bolim 1 (Prob. 1.45)de, T ile tanimlanan ayrik zamanh, DZD sistemlerin

ozfonksiyonlarinin, z bir karmagik degisken olmak iizere, 7" bigimindeki karmagik fonksiyonlar
oldugu belirlenmisti. Bu durumda,

T(z"} = Az" (2.50)
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olup, burada A, T’nin z"ye iliskin 6zdegeridir. Esitlik (2.39)’da x[n] = 7" koyarak

nl =T = T alklet=| T alkle e

k=—w k= —x
=H(z)z"=Az" (2.51)
bulunur. Burada: A=H(z)= Y, h[k]z7* (2.52)
k= -

O halde, ayrik zamanli, DZD bir sistemin 2" 6zfonksiyonuna iligkin 6zdegeri karmagik bir sabit olan
H(z) olup degeri, z’nin ilgili degeri kullamilarak Esitlik (2.252) ile hesaplanir. Egsitlik (2.51)’den
¥[0] = H(2) olduguna dikkat ediniz (bkz. Prob.1.45).

Yukaridaki sonuglar Bol. 4. ve 6’da agiklanan z doniigiimiiniin ve ayrik zamanhi Fourier
doniigiimiiniin tanimlarinin temelini olugturmaktadir.

2.9. FARK DENKLEMLERIYLE TANIMLANAN SiSTEMLER

Tiirevsel denklemlerin siirekli zamanl sistemleri tanimlamada iistlendigi rol, ayrik zamanh
sistemleri tammlamada fark denklemlerince iistlenilir.

A. Dogrusal, Sabit Katsayih Fark Denklemleri:

(2.25) genel tiirevsel denkleminin ayrik zamandaki karsiti N. mertebeden dogrusal, sabit
katsayili agagidaki denklemdir.

N M
Y a,y[n—k]= Y byx[n—k] (2.53)
k=0 k=0

Burada a; ve by gergel sabitleridr. N mertebesi Egsitlik (2.53)’deki y[n]’nin en biiyiik gecikme
degeridir. Dogrusal, sabit katsayil: fark denklemlerinin sinifina yonelik bir 6rnek Bolim 1 (Prob.
1.37)’de verilmistir. Siirekli zamandakine karsit olarak Egitlik (2.53)’lin ¢6ziimii ve dogrusallik,
nedensellik ve zamanla degismezlik gibi tiim sistem oOzellikleri; tiirevsel denklemlerin
incelenmesindeki tekniklere paralel teknikler izlenerek incelenebilir. Eger sistem baslangigta
durgun durumda ise Esitlik (2.53) ile tanimlanan sistemin nedensel ve DZD oldugu tekrar
vurgulanmalidir.

B. Tekrarh Coziim:

Esitlik (2.53)’iin daha basit bir alternatif ¢6ziimii, bu denklemin yeniden diizenlenmesi ile
elde edilir.

1 N '
y[n]=— Zb,ﬁ[n- - Y a,y[n—k] (2.54)
k=0 k=1

Bu formiil bize n amindaki ¢ikigin o andaki girig ile daha 6nceki giris ve ¢ikis degerleri
cinsinden hesaplanmasi olanagimi vermektedir. Yardime: kosullara gereksinim Esitlik (2.54)’den
acikga goriilmektedir. n = ny’dan baglayarak y[r]’yi hesaplamak i¢in n2n, - M igin x[n] girisine ek
olarak y[ng—11, y[ne=2), . . . , y[no—N] degerleri de bilinmelidir. Cikig1 giri§ ve daha 6nceki ¢ikiglar
cinsinden hesaplayan tekrarh bir yontem olmas: nedeniyle Esitlik (2.54) ile verilen genel ifade bir
tekrarli denklem olarak bilinir.
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N =0 igin Esitlik (2.53)

1 (M
y[n]=—{ Zbkx[n—k]} (2.55)
o \k=0

tekrarli olmayan bir denkleme doniigiir. Ciinkii, ¢tkisin simdiki degerini hesaplamak igin ¢ikigin
eski degerleri gerekmez. Bu durumda y[n]’nin hesabi igin yardimci kosullara gereksinim yoktur.

C. Diirtii Tepkisi:

Siirekli zamanh sistemden farkl: olarak Esitlik (2.53) ya da egdeger bigimde Egsitlik (2.54)
ile tammlanan aynk zamanh, DZD bir sistemin h[n] diirtii tepkisi asagidaki esitlikle kolayca
saptanabilir.

h[n] =aio{k§0bk‘o‘[n—k] —kglakh[n—k]} (2.56)

Esitlik (2.55) ile tanimlanan sistemin h[n] diirtii tepkisi ise

Winl =~ 3 by 8ln—k] =

{b,,/a,, O<n<M
Ay k=0

2.57
0 Diger durumlarda ( )

bigimindedir. Bu sistem igin diirtii tepkisinin sonlu sayida terimden olustuguna dikkat ediniz. Diger
bir deyisle yalnizca sonlu bir zaman siiresince tepki sifirdan farkhidir. Bu 6zellik nedeniyle Esitlik
(2.55) ile tammlanmis bir sistem sonlu diirtii tepkili (FIR) sistem olarak bilinir. Diger taraftan,
sonsuz zaman siiresince tepkisi sifirdan farkli olan bir sistem de sonsuz diirtii tepkili (IIR) sistem
olarak bilinir. Diirtii tepkisinin bulunmasina iligkin 6rnekler Prob.2.44 ve 2.45°de ¢dziilmiigtiir.
Déniigtim tekniklerini kullanarak diirtii tepkisinin bulunmasi B6liim 4’de incelenecektir.

Coziimlii Problemler

SUREKLI ZAMANLI, DZD BiR SISTEMIN TEPKILERI VE KONVOLUSYON

2.1. Asa@ida tekrarlanan Esitlik (2.7) ve (2.8)’in dogrulugunu gosteriniz.

(@) x(t)*h(t)=h(t)* x(t)

(b)  {x(e)* h()}* hy(t) =x(8) *{h,(£)* h ()}
(a) Tanim (2.6) uyarmca

x(0)*h(t) = [ x(r)h(t—7)dr

yazilabilir. Bu ifadede ¢ —7 =24 degisken degisikligi yapilirsa

oc

x(t)xh(r) = [ x(t=A)h(A) dA =f°° R(A)x(t—A) dA =h(t)* x(t)



2. Bslim DOGRUSAL, ZAMANLA DEGISMEYEN SISTEMLER

(b) x(Dxh e)=f(Ive ht)*h(t)=Fft) alimrsa
fin) = [~ x(ryn(e=r)dr

ve (x(0) k() ho(6) =Fi(1) 2 (1) = [ Fi(@)ho(t =) o

- [:[/;x(r)h,(a— 7) d-r]hz(t ~0)do
yazilabilir. A =0 —7 konarak ve entegral almanin siras1 degistirilerek
{x(2) = hi()) = hy(1) = flx(f)[[:h,()«)hz(: —7-2) d/\]d‘r
elde edilir. |

ft) = [ hi(A)ha(e = 1) dr
oldugundan agagidaki olusturulabilir.

fit=m)= [ B(A)hy(e =7~ 1) dA

O halde {x(r)*h,(1)}* hy(t) =[j x(7) ot = 7) dr

=x(t)* fo(t) =x (1) x{h(£) * hy(1))
2,2. Asagidaki ifadelerin dogrulugunu gosteriniz.

(a) x()*8(t)=x(1)
(b) x(£)*8(t —ty) =x(t —t,)

(© x(sut)= [ " x(r)dr

(d) x(:)*u(t—:o)=["'°x(f)df

-

(a) Tamm (2.6) ve Esitlik 1.22)"den yararlanilir.
x(t)*a(t)%f_:x(f)S(t—r) dr =x(7)lyur = x(1)
(b) Esitlik 2.7) ve (1.22)'den yararlanilr.
x(t)*8(t—t(,)=8(t—t0)*x(t)=fj”8(7—t,,)x(t—r)d1'

=X(I—T)lr-ro=x(' —1y)

(c) Esitlik 2.6) ve (1.19)’dan yararlanilir.
x(tysu(t) = [~ x(ryu(t=r)dr= [ x(r)dr

1 T<¢

Clinku: w-n={y 158
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(2.58)
(2.59)

(2.60)

(2.61)
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(d) Benzer bigimde:

x(t)xu(t—t,) = j_°° x(r)u(t=1=t))dr=[""“x(r)dr

tinki: (- )= 1 T<t—1,
Giinkii: ult—7—t))=1¢ P> t—ty
23. y(t) =x(t)* h(t) ise
x(t=1)xh(t—t))=y(t—1t,—1,) (2.62)
oldugunu gésteriniz.
Esitlik (2.6)’dan
y(t) =x(t)xh(1) = [~ x(r)h(t - 1) dr (2.63a)
ve x(z—t,)*h(:—:2)=[_°° ©(r—t)h(t—7—1,) dr (2.63b)

yazilabilir. 7 -1 = A olsun. Esitlik (2.63b)’de =4 +¢ konarak

X(t=1)%h(1~1t,) = j_” X(A)A(t=t, = t,~ A) dA (2.63¢)

elde edilir. Esitlik (2.63a) ve Esitlik (2.63c)’nin kiyaslanmasi sonucu Egitlik (2.63a)"da  yerine 7~
1~t; koymakla Esitlik (2.63c)’nin elde edilebilecegi goriilmektedir.

x(t—t)xh(t—1,) =y(t—t, —t,)

24. Siirekli Zamanl, DZD bir sistemin x(r) girigi ve h(r) diirtii tepkisi
x(t)=u(t); h(t) =e *u(t), @ >0 olarak verilmistir.
(a) Esitlik (2.6)’y1 kullanarak y(f)’yi hesaplayimz.

(b) Esitlik (2.10)’u kullanarak y(f)’yi hesaplayimz.
(a) Esitlik (2.6)’y1 kullanarak

y(6)=x(1)*h(e) = [ x(r)h(t =) dr

bulunur. <0 ve #>0 igin x(r) ve h(r-7) fonksiyonlan Sekil 2-41(a)’da gosterilmistir.
Burada <0 i¢in x(r) ve h(t-7)’nun ortiismedigi, >0 icin ise 7=0 ve 7 =t araliinda
ortiigtiigii goriilmektedir. Bu nedenle 7<0 igin y(£)=0 olup >0 igin y(¢)

y(t) = j;)'e"“('"”df =e’“'];)le“’d1

= p—al 1 at 1 —_ 1 1 —at
=e—(e )= (1-e™)
oldugundan, y(7) ¢ikig1 sdyle ifade edilebilir.

1
y(t)= ;(1 —e *"u(t) (2.64)
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(b) Esitlik (2.10) kullanilarak

y(t) =h()*x(1) = [~ h(r)x(t=7)dr
bulunur. <0 ve £>0 igin A(f) ve x(¢—7) fonksiyonlari Sekil 2-4(b)’de gosterilmistir. Burada da <0
igin h(r) ve x(¢-7) 'nun Srtiismedigi, >0 igin ise 7=0ver =+ arahginda ortiigtiigii goriilmektedir.
Bu nedenle, <0 igin y(#)=0 olup >0 igin y(#)
_ -ar 4 __1_ 1—e™)
y(t) = j; e T= a( e
oldugundan, y(7) ¢cikis1 §oyle ifade edilebilir ki, bu, Esitlik (2.64) ile verilenin aymsidur.

Y1) = = (1~ (1) (2.69)

x(m) h(r)

> —
0 T 0 T
h(t-7) xt-1)
t<0 t<0
M—--d ] T © © o l
i 0 T (0 *
h(t-7) x(t-7)
t>0 ! >0
1 ;;;1
0 t : 0 ! T
(@) : ®)

Sekil. 2-4
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2.5.
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h(t) diirtii tepkisi ve x(¢) girisi agagida verilen siirekli zamanli, DZD bir sistemin y(f) ¢ikigim
hesaplayiniz. .

e h(t)=ela‘z¢(t) x(t)=e"u(—1t) a>0
Esithik (2.6) kullanilarak

y(1) =x(1)+h(1) = [~ x(r)h(t=7)dr

yazilir. t<0 ve >0 igin gizimleri $ekil 2.5(a)’da verilen x(z) ve h(t - ) fonksiyonlarinin, <0
igin 7=—0 ve 7=t, £>0 igin ise 7=—c ver=0arahklannda ortiistiigli goriilmektedir. O
halde <0 igin :

= [' erematt-n gr = gmar [* g2ar =Ldt :
y(1) [_ ee dr=e f_”e dr 201:"“, (2.66a)
ve £>0 igin
0 0 1
= ‘ T =e [ 2ar = -al .
y(f) /—cfare =M= o lf_me “r dr = 5‘;@. . ( 2.66b)
x(7)
—/ 1
. 0 :
h(t-1)
1<0
M---- |
o , . >
h(t-1) ®)
. 1>0
. 1'7]

+y

Sekil 2-5
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7

yazilabileceginden Egitlik (2.66a) ve (2.66b) birlestirilerek y(f) asaidaki gibi olusturulabilir

[Sekil 2-5(b)].

y(t) = _Le—(xlll
2a

a>0

(2.67)

2.6. x(r) ve h(f) Sekil 2-6’daki gibi verilmis ise y(f) = x(£)sh(t) islemlerini (@) analitik yontemle,

(b) grafiksel yontemle yapiniz.

xn

-y

h(n)

Sekil 2-6

(a) Once x(f) ve h(z) analitik bigimde ifade edilir.

x() =u(t) —u(t-3)
Daha sonra Esitlik (2.6) kullanilir.

h(t) =u(t) ~Tu(t'—Z)

y(1) =x(1)*h(t) = ff x()h(t - 1) dr

=fw [u(r) = u(r=3)}u(t =) —u(t —7-2)] dr

=f: u(-r)u(t—'r)d-r—fjc u(ru(t—2-r)dr

~Y

—f’ u(f-s)u(:—f)dﬁf u(r - 3)u(t—2~-7)dr

Ancak, u(tyu(t—-r1) =

u(tyu(t—2-1)

u(r-3u(t-17)

u(r~3u(tw2-7) =

0<r<t,1>0
diger durumlarda

O<7<t—-2,1>2
diger durumlarda

3<r<t, >3
diger durumlarda

I<r<t=-2,t>5
diger durumlarda

ul2) w(e-2)
"h:z °o & 2,)
ul&-2-2 |
N /
“ ‘ &!“2 ;2.-\ /,
«(2-3) L
Y
3 2 Y
v
ha

\\\

/
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oldugundan, y(¢) asagidaki gibi ifade edilebilir:
t -2

ty=||d t) — d -2

R T e

. —(/;d-r)u(t—:i) + (f;—zd'r)u(t—S)

=tu(t) = (t=2)u(t—2) - (¢t = 3)u(t - 3) + (¢ - S)u(t - 5)

y(@)'nin degisimi Sekil 2-7°de ¢izilmistir.

.0 ’ ’\ .

L @-5ue-s)
/

A
4
-~y

Y
S ) S @3- 3)
A ) \

- (t-2u(t-2) \\ \‘\

Sekil 2-7

(b) h(t),x(7) fonksiyonlar: ve #'nin farkli degerleri igin A(t-7), x(r)h(t - ) fonksiyonlar
Sekil 2-8°de ¢izilmistir. t<0 ve £>5 igin értiigme olmadigindan y(f) = 0°dir. Ortiismenin
oldugu diger araliklarda dikdortgen darbelerin alanlari hesaplamirsa y(f) su bigimde

bulunur:
0 t<0
t 0<t<2
y(t)={2 2<t<3
5—1t 3<r<Ss
0 S5<t

y()’nin degisimi Sekil 2.9°da ¢izilmistir.

2.7.  h(z), Sekil 2-10(a)’da verilen iiggen darbe, x(f) ise Sekil 2-10(b)’de verilen ve matematiksel
' olarak agagida tanimlanan birim diirtii katar1 olsun.

x(t)=68,(t)= i 8(t —nT) (2.68)

n= —o

(a) T=3,(b) T=2,(c) T* 1.5 degerleri igin y(f) = h()*x(?)’yi hesaplayarak ¢iziniz.
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h(t)
1
1 1 - . 1 :
1 0 1 2 3 4 T
ht-T)
t<0
1
L 1 1 1 'l 1 :
'-2 400 12 3 4 T
-2
h(t-1)
0<i<2
|
1 £ 1 i L :
2 1'0 1 r2 3 4 T
1-2
h(t-1)
2<1<3
]
3 L 1 1 1 1 :
2 - Otl 2+ 3 4 T
-2
h(t-7)
I<i<s
1
1 3 ] ] 1 1 ] :
2 -101'2 314 6 1
t-2
hit-1)
5<1
1
1 N T 1 1 ' :
2 1 0 1 2 3'4 16 1
t-2

Sekil 2-8

73

x(1)
1 1 1 ] :
-1 0 | 2 3 4 T
x(1)h{t - 7)
1<0
] L 1 [ :
-1 0 ] 2 3 4 T
x(h(1-7)
0<1<?
Il L L 1 >
-1 0 I 12 4 T
X(h(t-1)
2<1<3
.1 N L - ;
-1 O'I 213 4 =
t-2
x(T)h(r - 1)
3<i<s
(1 1 _f 1 :
10 I'Z 4 1
1-2
Xh(t - 1)
5<it
uR ] 1 1 :
-1 0 I 2 4 1
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~y

h(1) 8.(1)

~y
~y

(a) b)

Sekil 2-10
Esitlik (2.59) ve (2.9)’dan
y(1) =h(1)s8(r) =h(t)s| T a(,_m]
— ¥ h(t)x8(t-nT)= ¥ h(t-nT) (2.69)

(a) T =23 igin Egitlik (2.69)’un alacag: bigim

y(1)= ¥ h(t=3n)

olup, ¢izimi Sekil 2-11(a)’da verilmigtir.
(b) T=2 igin Esitlik (2.69)’un alacag1 bi¢im
y(t)y=- X h(t-2n)
olup, ¢izimi Sekil 2-11(b)’de verilmistir.
(c) T=1.5igin ise Esitlik (2.69)’un alacag: bigim
y(t)= Y h(t-15n)

olup, gizimi Sekil 2-11(c)’de verilmigtir. 7<2 oldugunda, iicgen darbelerin birbirinden
ayrik olmayip, ortiigmenin sozkonusu olduguna dikkat ediniz.
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n

 J

(@
0]
T=2
1
1 1 | 1 1 1 1 >
7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 t
®
»n
T=15
ANAANANAANANANANA
Ly R L Yty R 1 >
7 6 5 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 1 t
(©)
Sekil 2-11

2.8. xi(f) ve xx(t) ortak periyotlan 7, olan birer periyodik sinyal ise xi(f) ve x(f)'nin
konvoliisyonu yakinsaklagmaz. Bu durumda x;(f) ve x,(t)’'nin periyodik konvoliisyonu sdyle
tanimlanir.

f0) =50 @xi(0)= [ " (r) x5t = 7) dr (2.70)

(a) A)nin periyodik ve periyodunun T, oldugunu gosteriniz.

(b) Herhangi bir a i¢in agagidaki ifadeyi elde ediniz.

. a+Ty
f(ey= [ xi(r)xy(t = 7)dr (2.71)
(c) Sekil 2-12°de gosterilen kare dalga x(r) sinyalinin kendisiyle konvoliisyonunu
hesaplayiniz ve ¢iziniz. .
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fn

~yY

(]
2Ty -To Ty 0 To To 2Ty
3

(b)
Sekil 2-13

DOGRUSAL, ZAMANLA DEGISMEYEN SISTEMLER 2. Boliim
x(1)
A
1 .
-To T 0 To To t
2 2
Sekil 2-12
x1) (1)
A A
To 0 m n T Nt 0 T T, .
1 g 1 ,: : '
! x(t-1) 1 t-1) 1
i ' 0<l<g' : . T. ! ?<l<ro
! A I ] i I
2 r A L 1
1 ' ' 1 :
1
1 ' N 1
' ' ' ' g
l 1 ' ' .
1 1 i > " 1 ! >
T 0 1 T, T R T
o 12 (Y ' Iz P 2 "
[ g o ' (- [
x(T)x(t-T) ] . .
: : , : : 0<l<%" : : x(l-m('l-r) : : ’5"<,<T“
1 A? 1 U ! Al L
1 J > 1 >
-To 0t T To T To 0 o To T
2 2 2
(@)
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(a) x(t) periyodik ve periyodu Ty oldugundan
X(t+Ty—7)=x,(t—7)
esitligi saglanir. Bu egitlik Esitlik (2.70)’de kullanilirsa

F+To) = [Pr(r) el + Ty~ 7) dr

=[0T"x|(f)x2(t—f)df=f(l)

elde edilir. O halde f{¢) periyodik olup periyodu 7 ’dir.

(a) x1(z) ve xx(t) aym T, periyotlu, birer periyodik sinyal olduklarindan x, (7)x,(t —7) da
periyodik olup periyodu Ty’dir. O halde, (1.88) &zelligi (Prob.1.17) kullamilarak
herhangi bir a icin

f(1) = /(;Tox,('r)xz(t —r)dr= j:+Tuxl(1')x2(t -1)dr
oldugu goriiliir. '

(b) Sekil 2-13(a)’da gosterilen x(7), x(t-7) ve x(7)x(t-7)sinyalleri kullanilarak
periyodik konvoliisyon islemi grafiksel olarak gergeklestirilir. Bulunan sonug

A%t 0<t<T,/2

FO=\_ge-1, T,/2<t<Ty ©

f(t+To) =£(4)

olup Sekil 2-13(b)’de ¢izilmistir.

SUREKL{ ZAMANLI, DZD SISTEMLERIN OZELLIKLERI

2.9.

2.10.

Sekil 2-14(a) ve (b)’deki sinyaller, siirekli zamanli, DZD belirli bir sistemin sirastyla x(f)
girisi ve y(f) ¢ikisidir. Giris: (a) x(¢-2); (b) %x(t) i¢in ¢ikiglan ¢iziniz.

(a) Sistem zamanla degismez olduBundan ¢ikis y(¢-2) olacaktir (Sekil 2-14(c)).
(b) Sistem dogrusal oldugundan ¢ikig % y(2) olacaktir (Sekil 2-14(d)).

s(t)=e""u(t)

basamak tepkisi ile tanimlanan siirekli zamanli, DZD bir sistemin Sekil 2-15(a)’da verilen
x(f) girisi i¢in ¢1kigini saptaymniz ve ¢iziniz.

Sekil 2-15(a)’da verilen x(¢) girigi analitik olarak
x(t)=u(t—1) —u(t-3)
bigiminde ifade edilebilir. Sistem DZD oldugundan y(#) ¢ikis1
y(t)=s5(t-1)—-s(t—3)
=e Uyt —1) —e " y(r-3)

bigiminde olugturulabilir (Sek.il 2-15(b)).
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x(1)

{
-y

wi-2)

~y
~yY

(©) ' ()]
Fig. 2-14
x(0) y®
1 1} I\'
o 1 2 3 4 0 R Vil
ST =l=T=1= -s°
(@)
1))
Sekil 2-15

2.11.

y(t) = T{x(1)} = -;; f ‘://2 “¥(r)dr (2.72)
ile tammlanan siirekli zamanh, DZD bir sistem verilmistir. (bkz. Prob.1.56).

(a) Sistemin h(s) diirtil tepkisini bulunuz ve giziniz.

(b) Sistem nedensel midir?

(a) Esitlik (2.72) agagidaki bigimde yazilabilir.

(1) = %]_‘:mx(f) dr - le_';mx(r) dr (2.73)
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Esitlik (2.61) ve (2.9) yardimiyla Esitlik (2.73) soyle ifade edilebilir.

y(t) = %x(z)*u(H, _2T_) _ iTX(t)*u(t— g)

—x(f)e o K DY P | BSOS 2.74
x(1) Tlultt 5| Ul 3 x(t)*h(r) (2.74)
O halde,
1 ry ( T\ _[yr ~-T/2<t<T/2
h(t) = ?[u(H- _2-) u(' 2 )] - {() diger durumlarda (279

olup, ¢izimi Sekil 2-16’da gosterilmigtir.

(a) Sekil 2-16 veya Egitlik (2.75)den <0 igin 4+ 0 oldugu goriilmektedir. O halde, sistem
nedensel degildir.

h(t)

-~ -

-y

-m 0 m

Sekil 2-16

2.12. Siirekli zamanh, DZD bir sistemin x(f) girigine olan ¢ikisinin y(f) oldugunu varsaymz. Girisi
x (r) oldugunda bu sistemin ¢ikigin1 bulunuz. Burada x (), x()'nin birinci tiirevidir.

Egitlik (2.10) uyarinca
y(1) =h(tysx(t)= [ h(z)x(t=7)dr
olup bu konvoliisyon entegralinin her iki tarafinin ¢ ‘ye gore tiirevi alinirsa,

y(t) = %[[_':h(‘r)x(t -7) dT] - f:%[h(r)x(z‘ —r)dr]

= [ h(r)x'(t = 1) dr=h(1)* x'(1) | (2.76)

elde edilir. Burada, giris x {¢) oldugundan sistem ¢ikiginin y {¢) olduguna dikkat ediniz.

2.13. Siirekli zamanlh, DZD sistemler i¢in SGSC kararhlik sartimn [Esitlik (2.21)] gegerli
oldugunu gosteriniz.

Siirekli zamanli, DZD bir sistemin girisinin agagidaki bi¢imde simirlandinimis oldugunu
varsayniz. :

lx(e)l <k, ttim ¢ degerleri igin (2.77)
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Bu durumda, Esitlik (2.10) kullamilarak ve |x(z -7)| <k [Esitlik (2.77)] kosulu nedeniyle

|y(t)|=’fjmh(r)x(t—7) dr sf:ulh(f)x(t-r)ldr

& [ Ih(r)lx(t = r)ldr sk, [ h(r)ldr
yazilabilir. O halde, eger diirtii tepki agagidaki mutlak entegre edilebilme kosulunu
[ h(o)ldr =K<=

sagliyor ise |y(r)| < kK = k, olacagindan sistem SGSC anlaminda kararhdur.

iki sistemin kaskat baglantisindan olusan bir sistem Sekil 2-17(a)’da gosterilmigtir. Bu
sistemlerin diirtii tepkileri sirasiyla h;(f) ve hx(f) olup bunlar:

hy(t) =e % u(t) hy(t)=2e"u(t)
(a) Sekil 2-17(b)’de gosterilen tiim sistemin A(#) diirtii tepkisini bulunuz.

(b) Tiim sistemin SGSC anlaminda kararliligin1 saptayiniz.

x(t) w(t) )
aeme—- hl(l) ﬂ\ hg(') [—

(a)

x() y(0)
—p]  1(1)  —-

®
Sekil 2-17
(a) Birinci sistemin ¢ikig1 w(?) olarak tanimlanirsa Egitlik (2.6).
w(t) =x(t)*h(t) (2.78)
bicimine girer. w(#)’nin tanimu tistteki egitlikte yerine konursa
y(t) =w(t)*hy(t) = [x(t) x hy(2)] * hy(1) (2.79)

yazilabilir. Konvoliisyonun birlesim oOzelligi (2-8) uyannca Egsitlik (2.79) séyle
diizenlenebilir.

y(t) =x(1)#[hy(t) x hy(1)] =x(t) * h(1) (2.80)
O halde, tiim sistemin diirtii tepkisi
h(t) = hy(t)* hy(t) (2.81)

bigiminde olacaktir. Verilen h(f) ve h,(¢) ile islemler yapilirsa sonug elde edilir.

h(t) = f:hl('r)hz(t -7)dr= /:e-zfu(r)ze-“-ﬂu(r —7)ds

= 2e-'f_°° e~"u(r)u(t —r)dr= 2e-'[[0’e—fd—r]u(z)

=2(e”" —e )u(r)
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(b) Yukarida elde edilen A(¢) kullanilarak

f_l'lr(f)|d7= 2,[)&("_"‘6-2’) dr= 2[/me"d7— [:e‘z’df]

0 L 2%Y

-

=2(1-4)=1<w

sonucuna ulagilir. O halde sistem SGS(; anlaminda kararlidir.

SUREKL{ ZAMANLI, DZD SISTEMLERIN OZFONKSIYONLARI
2.15. Girig-gikis iligkisi agagida verilen siirekli zamanli, DZD sistem igin:

() = f_ e~ Ix(r)dr (2.82)

(a) Sistemin h(t) diirtii tepkisini bulunuz.
(b) €” karmagik iistel fonksiyonunun sistemin bir 6zfonksiyonu oldugunu gosteriniz.

(c) €™ye iligkin sistem 6zdegerini (a) kisminda elde edilen h(f) diirtit tepkisini kullanarak
bulunuz.

(a) Esitlik (2.82), tanim (2.1) ve Esitlik (1.21) den

h(1) =f’ e”TV8(r)dr =", g =e"" >0

elde edilir. O halde
h(t) =e'u(t) (2.83)
(b) x(t) =é" ise,

y(t) =f' e'("”e"d7=e"[l FASRRE P
€

- -

1
= ;—le‘”=/\e" ifRes> —1 (2.84)
bulunur. O halde, tanim (2.22) uyarinca e* sistemin &zvektorii olup buna iligkin
Ozdeger:
1
= 2.85
s+ 1 ( )
(c) Egitlik (2.24) ve (2.83) yardimiyla, e"’ye iligkin 6zdeger:
A=H(s)= [ h(r)e~mdr= [ eTu(r)e " dr
_— *© —(s+ )7 = - R . _l
[( : e dr o if Re s >
olup bu, Esitlik (2.85)’de verilen ile aymdur.
2.16.
1 t+T/2
f)= — d 2.86
=g [ xnds (2.86)

ile tanimlanan siirekli zamanl, DZD sistem igin:
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(a) € dzfonksiyonuna iligkin sistem 6zdegerini bulunuz.
(b) Sistemin h(#) diirtii tepkisini kullanarak (a) kismm tekrarlayiniz.
(a) Esitlik (2.86)’da x(7) =€** doniisiimii yapilarak

(+T/2
e"dr

Y(’)=%f

t~=T/2

— _li(esT/Z —_ e—xT/Z) est =\ el
s
elde edilir. Bu nedenle sistemin e*’ye iligkin 6zdegeri:

1
= 7(CJT/2_E—ST/2) (287)
S

1 T T 1/T ~T/2<t<T/2
””’7[“(”3)‘"(”5)]‘{0 aksi takdirde
Esitlik (2.24) deki tanim ifadesi ile e” ye iligkin H(s) 6zdegeri
% 1 T/2 1
H o -ST d = =S5t g (o5T/2 _ ,—sT/2
(s) f_wh(f)e dr T[_me dr=— (e e~57/2)

olup, bu Esitlik (2.87) ile aynidir.

2.17. h(r) dirtii tepkisi gergel ve ¢ift olan kararl, siirekli zamanli, DZD bir sistem verilmistir. Bu

sistemin aym gergel Ozdegere iligkin Ozfonksiyonlarinin cosw: ve sin w¢ oldugunu
gosteriniz,

Esitlik (2.23) ve (2.24)’de s = jw konarak e/** ’nin siirekli zamanh, DZD sisteminin bir
ozfonksiyonu oldugu ve buna iliskin 6zdegerin ise

A=H(jw) = [ h(r)e~i=rdr (2.88)
oldugu goriiliir. Sistem kararl oldugundan, yani
j:Jh(T)I dr <
saglandigimdan [ Ih(r)e~"ldr= [~ Ih(n)lle*"ldr = [~ h(r)ld7 <o
bulunur. Burada |e’f“"| =1dir. H(jw) her w i¢in yakinsaklasir. Euler formiilii ile
H(jw) = j_:h(r) e~ dr = f_:h('r)(cos wr —jsin wr) dr
= f_:h(r) cos wr dr —j j:h(f) sin wr dr (2.89)

olusturulur. cos@¢ 7’nun bir ¢ift, sinw¢ ise 7'nun bir tek fonksiyonudur. Eger h(f) gergel ve
¢ift ise h(r)coswrgift, h(r) sinwr ise tektir. Bu durumda, Esitlik (1.75a) ve (1.77)
nedeniyle Egsitlik (2.89) soyle yazilabilir.
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coswr ¢ift bir fonksiyon oldugundan, Esitlik (2.90)’da w—-wve Egsitlik (2.89)’da
J ——j doniigiimii yapilirsa

H(jw) = H(jw)* =2 h(r) cos( ~wr) dr
0
=2 h(r) cos wr dr = H(ju) (2.91)
0

elde edilir. Bu durumda e/ 6zfonksiyonuna iliskin H(jw)06zdegerinin gergel oldugu

goriilmektedir. Sistemin T ile tanimlandig varsayilirsa Esitlik (2.23), (2.24) ve (2.91) den
T{e/*'} = H(jw) e/ (2.92a)
T{e ™'} = H(—jw) e~ = H( jw) e~/** (2.92b)

bulunur. T dogrusal oldugundan

T{cos wt} = T{3(e/" +e~/*")} = ;T{e/'} + }T{e '}

= H(jw){3(e +e*')} = H(jw) cos wt (2.93a)
ve T{sin wt} =T{Elj(ef“’ -e""“”)} = %T{e"“”} = zijT{e""‘”}
=H(jw){§17(ef“’—e“"”')} = H( jw) sin ot (2.93b)

yazilabilir. O halde, Esitlik (2.93) ve (2.93b)’den coswt?ve sin w?’nin Egitlik (2.88) ve
(2.90) ile verilen aym gergel H(jw) Ozdegerlerine sahip sistemin 6zfonksiyonlani oldugu
sonucuna varlir.

TUREVSEL DENKLEMLER ILE TANIMLANAN SISTEMLER

2.18. Bir entegrator ve bir skalar garpicidan olusan siirekli zamanli bir sistem igin y(¢) ¢ikist ile x(¢)
girisi arasindaki iligkiyi veren tiirevsel denklemi bulunuz (Sekil 2-18).

x®) e(r) 3,0
D— [ -

<=

Sekil 2-18

Sekil 2-18°deki entegratdr girisi e(f) olarak segilirse, entegratoriin giris ve ¢ikag iligkisi
y(t)= [ e(r)dr (2.94)

oldugundan bu esitligin iki tarafinin ’ye gore tiirevi almirsa

dy‘ft’) =e(1) (2.95)




84

2.19.

DOGRUSAL, ZAMANLA DEGISMEYEN SISTEMLER 2. Bolim

olur. Daha sonra, yine Sekil 2-18’den entegrator girisi e(f)

e(t) =x(t) —ay(t) (2.96)
olarak yazilabilir. Esitlik (2.96), Esitlik (2.95)’de yerine konursa
dy(t)
——= =x(1) - ay(1)
dy(t
yada d(t) +ay(t) =x(t) (2.97)

elde edilir. Bu istenen birinci mertebeden tiirevsel denklemdir.

Sekil 2-19°da verilen siirekli zamanh sistem iki entegrator ve iki skalar ¢arpicidan
olusmustur. y(f) ¢ikis1 ve x(f) girigi arasindaki iligkiyi tamimlayan tiirevsel denklemi yazimiz.

<
x() e(t) L0
3 L.
- J =) -
4
N
Sekil 2-19

Sekil 2-19°da e(7) ve w(¢) sirasiyla entegratéfﬁn girisini ve ¢ikigini temsil etsin. Egitlik (2.95)
kullanilarak birinci entegratoriin girisi soyle ifade edilir.

dw(t)
dt

Yine Sekil 2-19’dan w(f)’nin ikinci entegratoriin girisi oldugu goriilmektedir.

e(t) = = —aw(t) —a,y(t) +x(1) (2.98)

dy(t)
w(t) = @ (2.99)
Esitlik (2.99), Esitlik (2.98)’de yerine konursa
d?y(t) dy(t)
a7 = alT —a,y(t) +x(t)
' d?y(t dy(t
yada d,(z) ta, yd(t) +ayy(t) =x(t) (2.100)

bulunur ki bu istenen ikinci mertebeden tiirevsel denklemdir.

Not: Genel olarak, entegratdrlerin ve skalar garpicilarin baglanmasindan olugan siirekli
zamanli, DZD bir sistemin mertebesi, sistemdeki entegrator sayisina esittir.
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2.20. a bir sabit olmak iizere siirekli zamanli bir sistemde x(¢) girigi ve y(f) ¢ikig1 arasindaki iligki

asagida verilmistir.
dy(t
}:1(’) +ay(t) =x(t) (2.101)
(a) ¥(?) ¢ikistim bulunuz. Yardimei kosul: y(0) = yo ve x(f) girisi:
x(t) =Ke "u(t) (2.102)

(b) y(£)’yi sifir giris ve sifir durum tepkileri cinsinden ifade ediniz.
(a)
y(2) =y,(¢) +yi(t)

olsun. Burada y,(#), Esitlik (2.101)’i saglayan 6zel ¢6ziim ve y,(f) ise asagidaki esitligi
saglayan homojen ¢oziimdiir.

dy,(1)
dt

+ay,(t)=0 (2.103)

¥p() 6zel ¢bziimiiniin
y (1) =Ae™ t>0 (2.104)
bigiminde oldugu varsayihirsa, Esitlik (2.104), Esitlik (2.101)’de yerine konarak
—~bAe™b +ade " =Ke™" |

yazilabileceginden, A = K/(a-b) ve

K
y,(t) = a_be-"' t>0 (2.105)
elde edilir. y,(#)’yi elde etmek igin bunun
“ yu(t) = Be*
bigiminde oldugu varsayilirsa, bunun Esitlik (2.103)’de yerine konulmasiyla
sBe® + aBe* = (s +a)Be* =0

yazilabilir. Buradan s= —a ve

ya(t) = Be™*
bulunur. y,(#) ve yx(¢)’'nin birlestirilmesi sonucu
y(t) =Be™ + al_(be"" t>0 - (2.106)
olur. y(0) = y, yardimct kosulu Esitlik (2.106)’da kullamlirsa
B=y,~— ad
a-b

olarak bulunur. O halde, Esitlik (2.106) asagidaki bi¢imi alir.

y(£) =|yo— K e~ + X et t>0 (2.107)
° a-b a-b
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t < 0 i¢in x(#) = 0 oldugundan Egitlik (2.101), Esitlik (2.103)’e d6niisiir. Bunun sonucu
y(t) =Be ™ t<0

gegerli olup y(0) = y, yardimet kosulu ile y(¢) asagidaki gibidir.
y(t) =ype <0 (2.108)

(a) Egsitlik (2.107) ve (2.108)’in birlestirilmesiyle y(z), sifir giris tepkisi y,(f) ve sifir durum
tepkisi y,(f) cinsinden

y(t) =ype™" + a—b (e™® —e " u(r)
=y,(1) +y.(1) " (2.109)
olarak yazilabilir. Burada: (1) =yoe™ (2.110a)
Yult) = =5 (7" —e™"u(1) (2.110p)

2.21. Prob. 2.20°deki sistemi ele alalim.

(a) y(0)= y;#0 ise sistemin dogrusal olmadigim gsteriniz.
(b) ¥(0) = y, =0 ise sistemin dogrusal oldufunu gosteriniz.

(a) Dogrusal bir sistemin sifir giri§ i¢in sifir ¢ikisa sahip olma 6zelligini animsayimz
(Béliim 1.5E). Ancak, K=0 i¢in Esitlik (2.102)’den x(£)=0 oldugu, buna karsihik Esitlik
(2.109)’dan ise

y(t)=yee ' #0 yo#0
oldugu goriilmektedir. O halde y(0) = y, # 0 ise sistem dogrusal degildir.

(b) ¥(0) = 0 ise sistemin dogrusal oldugunu gosterelim. x,(¢) ve x,(¢) giris sinyallerine iligkin
cikislar y(7) ve y»(¢) olsun. Bu durumda

d
D | ayy(r) = x,(0) (2.111)
dt
d
P | oy =xt) (2.112)
olup ilgili yardimc1 kosullar:
y1(0) =y,(0)=0 (2.113)

a, ve o, karmagik katsayilan ile x(¢) girigi
x(1) =ayx,(1) + ayx,(t)

bigiminde ifade edilirse, Esitlik (2.111) o, ile ve Egsitlik (2.112) a,ile garpilip
toplandiginda elde edilen
y(1) =a,y,(1) +ayy,(1)
iligkisi
dy(t)
dt
tiirevsel denklemini saglar. Aynca Esitlik (2.113)’den

¥(0) = a;,(0) +a,y,(0) =0
bulunur. O halde y(¢), x(f) girigine iligkin ¢ikigtir ve bunun sonucu sistem dogrusaldir.

+ay(t) =x(1)
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2.22.

2.23.

Prob. 2.20°deki sistemi ele alalim. y(0)=0 baslangigta durgun olma kosulunun sistemi ayrica
zamanla degismez yaptifin1 gosteriniz.

xy(#) girisine olan tepki y,(7) olsun. Bu durumda

x()=0  1<0 (2.114)
dy;(t') +ay,(£) =x,(1) (2.115)
y(0) =0 (2.116)

Kaydinlmis giris x,(£)= x,(¢ — ) igin olan tepki y,(?) ise, Esitlik (2.114)’den

x5(t)=0 tsr (2.117)
olup y»(#) tepkisi
dy,(¢
y"if )+ ayy(r) =x:(0) (2.118)
ve ya(1) =0 (2.119)
iligkilerini saglamahdir. Esitlik (2.115)’den

dy,(t—17)
dt

yazilabilir. y,(£)= y(t -t ) varsayim altinda Egitlik (2.116) yardimiyla
Y1) =y(r=7)=y,(0)=0

oldugu goriilir. O halde Egsitlik (2.118) ve (2.119) saglanmakta ve sistemin zamanla
degismez oldugu sonucu ortaya ¢ikmaktadir.

tay(t—71)=x(t—71)=x,(1)

Prob. 2.20°deki sistemin A(7) diirtii tepkisini bulunuz.
h(r) diirtd tepkisi
dh(t
;: )‘+ah(t)=8(t) (2.120)
tiirevsel denklemini saglamalidir. Egitlik (2.120)’nin A,(¢f) homojen ¢bziimii de
dh,(t
(1) +ah,(t) =0 (2.121)
dt
esitligini saglar. h,(f) icin varsayilan tip ¢6ziimii
h,(t) =ce”

Esitlik (2.121)’de yerine konursa, bulunacak olan
- sce®! +ace® = (s +a)ce* =0

iligkisinden s= —a ve
Ry () = ce~"u(t) (2.122)

elde edilir. h,(f) sinyali 8(r)igeremeyeceginden h,(f) 6zel ¢oziimiiniin sifir olmas: gerekir.
Aksi halde h(r), Esitlik (2.120)’nin sag tarafinda bulunmayan &(f)’nin bir tiirevini
igerecektir. O halde

h(t) =ce*"u(t) (2.123)
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¢ sabitini bulmak icin Esitlik (2.123)" Esitlik (2.120)’de yerine koyalim.

d —at —at
gt—[ce u(t)] +ace "u(t) =8(t)

du(t
yada —ace “'u(t) +ce ™ ( +ace™u(t) =56(t)

dt
iliskisi Esitlik (1.25) ve (1.30)’un 15181 altinda irdelenirse

du(t)
ce ™ =ce""8(1) =cd(t) =6(1)
dt
ve ¢ =1 bulunacaktir. O halde, diirtii tepkisi asagidaki gibidir.

h(t) =e*u(t) (2.124)

Prob. 2.20’deki sistem igin y(0)=0"dur.
(a) h(2) diirtii tepkisinden yararlanmadan s(r) basamak tepkiyi bulunuz.

(b) Prob. 2.23°de bulunan h(r) diirtii tepkisinden yararlanarak s(f) basamak tepkisini
bulunuz.

(c) s()’den h(z) diirtii tepkisini elde ediniz.

(a) Prob. 2.20’de bulunan
x(1) = Ke™"u(r)

ifadesinde K=1, b=0 yapilirsa x(f)=u(f) ve bunun sonucu y(f)=s(f) oldugu goriiliir. O
halde, Esitlik (2.109)’da K=1, b=0 ve y(0)=y,=0 yapilirsa, basamak tepki

s(1) = %(1 —e~")u(t) (2.125)

olarak elde edilecektir.
(b) Prob.2.23°deki Esitlik (2.12) ve (2.124) kullanilirsa, s(#) basamak tepkisi

s(:)=f_' h(r) d‘r=f_’ e~u(r)dr
= [f()'e‘“’dT]u(t) = %(l —e u(t)

olarak bulunur ki bu, Esitlik (2.125) ile aymdur.
(c) Esitlik (2.13) ve (2.125) kullanilarak h(f) diirtii tepkisi olusturabilir.

dJ1
h(t)=s5'(t) = E[;(l —-e“”)u(t)]
=e u(t) + %(1 —e “Nu'(t)
Esitlik (1.25) ve (1.30) geregi
%(1 —e Yu'(t) = %(1 —e ) 8(t) = 5—(1 -1)8(t)=0

olacagindan h(t) =e *u(t)

bulunur ki bu, Esitlik ( 1.124) ile aymdar.
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2.25.
y(t)+2y(t)=x(t)+x'(¢) (2.120)
denklemi ile tanimlanan sistemin A(z) diirtii tepkisini elde ediniz.
h(¢) diirtii tepkisi asagidaki tiirevsel denklemi saglanmalidir.
h'(t) +2h(t) =8(1) +6'(r) (2.127)
Esitlik (2.127)’nin h4(f) homojen ¢dziimii [bkz Prob. 2.23 ve Esitlik (2.122)]
hy(t) =ce”*u(t)
biciminde olup h,(7) 6zel ¢oziimii igin de
h(1) =c,8(1)
bigiminde bir tip ¢6ziim varsayilirsa, genel ¢6ziim
h(t) =ce™u(t) +c,8(t) (2.128)
olacaktir. & (¢)’nin, Esitlik (2.127)’nin sol tarafina §'(¢) katkisinda bulunabilmesi igin ¢oziim
ifadesinde 6(r) fonksiyonu bulunmahdir. Esitlik (2.128), Esitlik (2.127)’de yerine konulursa
—2cie”u(t) +cie” () +¢,8'(t) + 2c,e” Hu(t) + 2¢,8(1)
=8(1)+8'(r)
elde edilir. Yine Egitlik (1.25) ve (1.30)’dan yararlanirsak
(¢ +2¢,)8(t) +c,8'(t) =6(t) +8'(¢)
bulunacaktir. §(f) ve 8°(¢) 'nin katsayilarinin egitlenmesiyle olugan
c +2¢,=1 =1

ifadelerinden c,=-1ve c,;=1 bulunur. Bu degerler Esitlik (2.128)’de yerlestirilirse diirtii
tepkisi elde edilir.

h(t) = —e 2'u(t) + (1) (2.129)

AYRIK ZAMANLI, DZD BiR SISTEMIN TEPKILERI VE KONVOLUSYON
2.26. Esitlik (2.36) ve (2.37) ile verilen agagidaki iligkilerin dogrulugunu gésteriniz.
(a) x[n]* h{n]=h[n]* x[n]
(b) {x[n]* h\[n]}* hy[n]=x[n]*{h[n]* h,[n]}

(a) Tamim (2.35) uyarinca

o

x[n]*xh[n)= Y x[k]h[n-k]

k= —o
yazilabilir. n—k =m degisken degisikligi yapilirsa istenen sonuglar elde edilir.

-3

x[nlshln]l= ¥ xln-mlh{m]= ¥ h{mlx[n—m]=h(n]+x[n]
(b) xIn)*h[n]=f,[n} ve h,[n]*h,[n]=/f,[n] olsun. Bu durumda

o«

filn]= E x[k]h[n—k]

k=—o
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ve (x[n)* m[n]}* holn) =filn)s kol = 3 filmlhgln —m]

mm= —o

- ¥ [ ) x[k]hl[m—kl]hz[n—ml

Mm=—o{k=—00"

olacaktir. r = m—k doniigiimii uygulayarak ve toplamada iglem sirasin1 degigtirerek

(xln)s mylnl) s holn]= T x[kl( > h,[rlhztn—k—rlj

k= —o rm —o
yazilabilir.
falnl= ¥ w[r}hy[n-r]
oldugundan

fin-kl= & mlrlhn—k-r]

r=—c

o0

yazilabilir. O halde {x[n)*n,[n]}*hy[n]= ¥ x[k]f,[n—k]

k= —~o

=x[n]* f,[n) =x[n]* {h,[n]* hy[n]}

Asagidakilerin dogruluunu gosteriniz.

(a) x[n]*é8[n]=x[n] (2.130)
(b) x[nl*8[n —nyl=x[n—ny) ; . (2.131)
(¢) x[n]xulnl= Y x[k] (2.132)
k= —o
(@) xlnlvuln—ngl= Y k] (2.133)
k=~

(a) Esitlik (2.35) ve 6 (n—k)’nin (1.46) ile verilen 6zelligi uyarinca:

s[n]*8{n]= ¥ x{k]8[n—k]=x[n]

k= —

(a) Benzer bir yol izlenerek

]

x[n]+8[n—no]l= ¥ x[k]d[n-k—no]=x[n-n]

k= —o

(b) Esitlik (2.35) ve u(n—k)’ nin (1.44) ile verilen 6zelligi uyarinca:

x[n]*u[n]=k§ Jr[k]u[n—k]=k.2ii x[k]

(c) Benzer bir yol izlenerek:

x[n]*uln—no]= X x[klu[n-k-no]= ¥ x[k]

k= —c k=~
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2.28. Kesikli zamanh, DZD bir sistemin x[n] girisi ve h[n] diirtii tepkisi agagida verilmistir.
x[n] =u[n] h[n] = a"u[n] O<a<l
(a) Esitlik (2.35)’i kullanarak y[n]’yi hesaplayinz.
(b) Esitlik (2.39)’u kullanarak y[n]’yi hesaplayimz.
(a) Esitlik (2.39) kullamlarak

yln)=x[n]xh[n)= ¥ x[k)h[n-k]

k=~

91

yazilabilir. x[k] ve h[n—k] dizileri n<0 ve n>0 i¢in Sekil 2-20(a)’da gbsterilmistir. Sekil
(2.20(a)’nin incelenmesi sonucu n<0 igin x(k) ve A[n—k]’min Ortiigmedigi, n>0igin ise
bunlarin k=0’dan k=n’ye kadar Ortiigtiigii goriilmektedir. O halde n<0 igin y[n]=0 dir.

n20igin

yin]= ¥ amk
k=0

oldugundan toplama iglemindeki k degiskeni m=n—k olarak degistirilir ve Esitlik (1.90)

kullamlirsa y[n]

l_an+l

l—a

0 n
fal= L "= ¥ am=

m=n m=0

x[k]

T -

210123 k
hin - K]
I 1F n<0
QQTTI —le .
. n 0 k 2-101234
)
hin - )

1 n>0
e? TIIH -
0 n k

la)
Sekil 2-20
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olarak elde edilir. Sonug olarak asagidaki gibi ifade edilebilen y[n] ¢ikisiin degisimi Sekil 2-
20(b)’de verilmistir.

n+1

yln]= ( )u[n] (2.134)

l-a

(b) Esitlik (2.39) kullanilarak

yln]=h[n}xx[n]= ¥ hl{k]x[n~-k]
k= —o
yazilabilir. $ekil 2-21°de verilen h[k] ve x[n—k] dizilerinin n<0 igin drtiismedigi, n>0
i¢in ise bunlarn k=0, k=n arahiginda Grtiigtiigii goriilmektedir. O halde, n<0 igin y[n] = 0
ve n20 icin ise

l_an+l

sn) - £t 1

olup bu, Esitlik (2.134)’de verilen sonugla aymdir.

hlk]

11119

0123

-y

x{n - k)

i1

x[n - k]

RIS

-1 0 n
Sekil 2-21

~Y

~Y

2.29. y[n] = x[n)xh[n] ifadesini asagidakiler igin hesaplayiniz.

(a) x[n)=a"uln], hin]=pB"uln]
(b) x[nl=a™uln), Ainl=a"u[-n), 0<a<1
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(a) Esitlik (2.35)den

o0

yinl= L xlklln—k]= T atulk]8"*uln K]

k=-w IS
= Y a*B" *u[klu[n-k)
k=~
. _ 1 O0<k<n
yazilabilir. ulkJuln—k]= {0 diger durumlarda

oldugundan

1= E w8 (2] nno

k=0 k=0 B

elde edilir. Esitlik (1.90) kullanilarak

1- (a/ﬂ)n-hl
e s *
vin) =¥ T=(arpy M @7P (2.1352)
B"(n+ 1)u[n] a=
1 (ﬁn+1_an+l)u[n] a#ﬁ
yada y[n]=( B-a (2.135b)
B™(n+1)u[n] a=p
elde edilecektir.
(b)
yinl= T xlklaln—k]1= ¥ atulkla™""*ul[-(n-k)]
k= - k= —o
= Y a"a*u[klu[k —n]
k= —o
n<0 igin
_J1 0<k
ulkJulk —n]= {0 diger durumlarda
oldugundan _
y[n]=a=" T a*=a" ¥ (a?)=——  ns0  (2.136a)
k=0 k=0 1-a
elde edilir. n>0 igin.
_J1 n<k
u[kJulk —n]= {0 diger durumlarda
oldugundan Esitlik (1.92) kullanilarak
) 2n n
. X @ @
ylrl=a™ ¥ (a?) =« T TR n=0 (2.136b)

ck=n
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yazlabilir. Esitlik (2.136a) ve Egitlik (2.136b) birlestirilirse sonug

a

y[n]= 5 (2.137)

l1-a

bigiminde olup ¢izimi Sekil 2-22’dedir.

””””m“ ;

210123 n
Sekil 2-22

2.30. Sekil 2-23’de gosterilen x[n] ve h[n] igin y[n] = x{n]«h[n] konvoliisyonunu
(a) analitik bir yontemle, (b) grafiksel bir yéntemle hesaplaymz.

hin)

Ll

101 2 3 n 101 2

Sekil 2-23

!
{

(a) x[n] ve h[n] analitik olarak sdyle ifade edilebilir.
x[n]=8[n)+8[n-1]+6[n-2]+6[n-3]
h[n)=6[n]+8[n-1]+8[n-2]

Egsitlik (2.38), (2.130) ve (2.131) kullamlarak
x[n]«h[n}=x[n]+{5[n]+8[n—1]+6[n-2])
=x[n]*8[n] +x[n]*6[n—-1]+x[n]*8[n-2])
» =x{n] +x[n-1]+x[n-2]
olugturulur. O halde, istenen sonug: y[n] = 8[n] +8[n — 1] + 8[n - 2] + 5[ n - 3]
+8[n—1]+6[n—-2)+8[n-3]+8[n~-4]
+8[n-2]+8[n-3]+6[n—-4]+6[n-5]
yada y[n]=8[n] +28[n-1)+38[n-2]+38[n—-3]+28[n—4]+5[n-5]
yada . ' y[n}={1,2,3,3,2,1}



2. B6liim

l hik]
1

DOGRUSAL, ZAMANLA DEGISMEYEN SISTEMLER

95

101 2 3 4 k -1 01 2 3 4 k
hin - k} x{k)hln - k)
n<0
——— OO O—O—O——————
432101234 k 101 2 3 4 k
hin - k] xlkjhln - k]
[ ] n=0
-0~ -r—r—0—0—0—0—>
3210123 4 k ;1012 3 4 k
h[n k) xiklhln - k}
I n=1
& 00— —@——aerep-
2-1 01 2 3 4 k 101 23 4 k
hin- k) xlkjhln - k)
] I n=2
& 00— P~ t
-1 0 2 3 4 k 1 2 3 4 k
hln - k) x{kih(n - k}
‘ I I "~ I I I
00— 00— > o 0@ >
<1012 3 45 k -1 01 23 45 k
hin - k] x{k)hln - kj
I ] I a l I
-0—0 > 0@ 00— >
-1 01 2 3 456 k -1 012 3 45 k
hin - k} x[klhln - k)
l ] I " I
————— e @ > —0—0—& 00 >
-1 01 2 3 456 k <101 23 405 k
hin - k) x[k)hin - k]
I ] I n>5
4 > —0—0—0—0—0—-0— 00—
-1 01 23 45 6 7 k <1012 3 45 k

Sekil 2-24



96 DOGRUSAL, ZAMANLA DEGISMEYEN SISTEMLER 2. Bolim

(b) h[k}, x[k] ve h[n—k], x[k] h[n-k] dizileri gesitli n degerleri i¢in Sekil 2-24’de ¢izilmistir.
Sekil 2-24’den de goriilecegi lizere n<Q ve n>5 igin x[k] ve h[n—k] Ortiismediginden
y[n]=0’dir. 0<n<5igin x[k] h[n—k] Ortiigiiyor. O halde 0<n<5 icin x[k] h[n—k]

terimlerini toplarsak
y[0]=1 y[1]=2 y[2)=3 y[3]=3 y[4)=2 y[5]=1
yada

y[n]={1,2,3,3,2,1}
elde edilir. Bu sonug Sekil 2-25’de gisterilmisgtir.

yin)
3 o9

il

101 23 456

Sekil 2-25

sy

2.31. xj[n] ve x;[n} dizilerinin her ikisi de periyodik ve ortak periyotlar1 N ise x;[n] ve x[n] nin
konvoliisyonu yakinsaklagmaz. Bu durumda x;[n] ve x;[n]’nin periyodik konvoliisyonu
asagidaki gibi tanimlanur.

N-1

flr] =x,[n] ®x;[n] = X x,[k]x,[n —k] (2.138)

k=0
AInY’nin periyodik ve periyodunun N oldugunu gosteriniz.
xz[n] periyodik olup periyodu N’dir. Diger bir deyisle
x,[(n—k)+N] =x,[n-k]
O halde Ejitlik (2.138)’den

fln+N]= Nilxl[k]xz[n +N-k]= Nilxnlk]xz[(" -k)+N]
k=0 k=0

N-1
= k):oxnlk]xz[(" —Kk)] =f[n]
yazilabileceginden f[n] periyodik olup periyodu N’dir.
2.32. Ayrik zamanli, DZD bir sistemin s{n] basamak tepkisi

s[n] = a"u[n] 0<a<l

olarak verilmis ise bu sistemin, A[n] diirtii tepkisini bulunuz.
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Esitlik (2.41)’den h[n] diirtii tepkisi s6yle yazilabilir.
h[n]=s[n] —s[n-1]=a"u[n] —a" 'u[n-1]
={8[n)+a"u[n-1]} —a"'u[n - 1]
=8[n]-(1-a)a" 'u[n-1]

AYRIK ZAMANLI, DZD SiSTEMLERIN OZELLIKLERI

2.33. Aynk zamanh, DZD bir sistemin x[n] girisi periyodik ve periyodu N ise y[n] ¢ikisinin da
periyodik ve periyodunun N oldugunu gésteriniz.
Sistemin diirtii tepkisi /[n] olsun. Egitlik (2.39) uyarinca y[n] ¢ikis1
ylnl= ¥ hlk]x[n-k]
k=-
olacaktir. n =m + N yapilirsa
yim+N]= Y hlklx[m+N-k]= Y h[klx[(m-k)+N]
k= —x k= —w
bi¢imine déniisiir. x[n] periyodik ve periyodu N oldugundan
x[(m=-k)+N]=x[m-k]

O halde yim+N]= ¥ h{k]x[m—k]=y[m]

k= —x

yazilabilir. Bu iligki y[n]'nin periyodik ve periyodunun N oldugunu gosterir.

2.34. Ayrik zamanh DZD bir sistemin A[n] diirtii tepkisi Sekil 2-26(a) verilmistir. Konvoliisyon
teknigini kullanmadan $ekil 2-26 (b)’de verilen x[n] girisi i¢in sistemin W
bulunuz ve giziniz. YA et

Sekil 2-26 (b)’de verilen x[n] sinyalini agagidaki gibi ifade edebiliriz.
x[n}=8[n-2]-6[n-4]

h[n) x{n}

U Y
£y
3y
(=3

—

(@) b
Sekil 2-26
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Sistem dogrusal ve zamanla degismez oldugundan diirtii tepkisinin tamim: uyarinca y[n] ¢ikis
tepkisinin

y[n]=h[n—2]-h{n—-4]

bigiminde oldugu goriilmektedir. Bu sonug $ekil 2-27°de ¢izilmistir.

hin-2)

l-
]l I I . yin] = hin- 2] - hin - 4]
23 45

hin - 4]

L}

——

— )

——

—
Qummamey  OC
G O

Sekil 2-27

2.35. Herhangi bir n, igin y[n] cikis dizisinin n=n, daki degeri; x[n] girisinin yalmzca n<n,igin
olan degerlerine bagimliysa, bu ayrik zamanh sistem nedenseldir. (bkz.B61.1.5D). Bu tanimi
kullanarak aynk zamanl, DZD bir sistem igin Esitlik (2.44) ile verilen n<0 igin h{n]=0
nedensellik sartin1 elde ediniz.

Esitlik (2.39) kullamlarak
yinl= T hklxln—k]
k=~
-1 =3
= Y hlk)x[n-k)+ ¥ hlk]x[n-k] (2.139)
k=~ k=0

yazilabilir. Burada ilk toplama teriminin x[n]’'nin gelecekteki degerlerinin agirhklr bir
toplamu olduguna dikkat ediniz. O halde, sistem nedensel ise

-1
Y. h[klx[n-k]=0

k= -
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2.36.

2.37.

2.38.

olmalidir. Bunun dogru olmast icin de
h[n]=0 n<0
dogru olmalidir. n<0 icin k[n]= 0 ise Esitlik (2.139)

yin]= ¥ hlk]xln —k]
k=0

bigimine doniigiir. Bu iliski de y[n] ¢ikisimin yalmzca gegmisteki ve o andaki giris
degerlerine bagimh oldugunu gosterir.

x[n] girisi ile y[n] ¢ikis1 arasindaki iligkisi asagidaki tammlanan aynk zamanl, DZD bir
sistem kararli midir?

y[n] = i 2k nx[k +1]

k- -0
Tanmim (2.30) ve Esitlik (1.48) uyarinca sistemin h[n] durtii tepkisi
h[n)= Y 2k "s[k+1]= ¥ 27¢*D§lk+1]=2""*D ¥ §[k+1]
kw - k= —ox k= -
olarak ifade edilebilir. k+1=m doniigiimii yapilirsa Esitlik (1.50) uyarinca

Alal=270 T olm] =27 Vufn +1] - (2140)

m= ~

olacaktir. Bu ifadeden A[-1] = «[0] # 0 oldugu goriildiigiinden sistem nedensel degildir.

Ayrik zamanli, DZD sistemler igin SGSC kararlilik kosulunun [Esitlik (2.49)] saglandigim
gosteriniz.

Ayrnik zamanli, DZD bir sistemin x[n] girisi
Ix[n]l <k, (2.141)

bigiminde smirlandinilmig olsun. Esitlik (2.35) kullamlarak ve Egitlik (2.141) geregi
|x{» — k) < k, oldugundan

binli=| T hlklsln-kl|s T Wkeln-klisk, T IAK]

k= —o0 k= —e k= —o
yazilabilir. O halde diirtii tepkisi mutlak toplanabilir ise, yani
Y In[kll=K<e

k= —o0
ise

ly[nll<sk,K=k,<o
olacagindan sistem SGSC anlaminda kararhdir.

Aynk zamanh, DZD bir sistemin h[n] diirtii tepkisi asagida verilmistir.
h[n] = a™u[n]

(a) Bu sistem nedensel midir?
(b) Bu sistem SGSC anlaminda kararlhh midir?
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(a) n<0icin h[n] = 0 oldugundan sistem nedenseldir.
(b) Prob. 1.19°daki Esitlik (1.91) kullamlarak
-] @ o« 1
Y k)= ¥ lafulall= Tlal*=——  lal<1
k== k=-w k=0 1-lal

yazilabilir. O halde bu sistem |o| <1 ise SGSC anlaminda kararl, |a|>1 ise kararsizdir.

FARK DENKLEMLERIYLE TANIMLANAN SISTEMLER

2.39. Sekil 2-28’deki ayrik zamanl sistem bir birim geciktirme elemani ve bir skalar garpicidan
olusmugtur. y[n] ¢ikist ve x[n] girisi arasindaki iligkiyi tamimlayan fark denklemini yaziniz.

x(n] yln)

Sekil 2-28

Sekil 2-28°deki birim geciktirme elemaninin gikist y[n—-1] oldugundan
y[n] =ay[n—-1])+x[n] (2.142)
yada y[n] —ay[n—1]=x[n] (2.143)

yazilabilir. Bu, istenen birinci mertebeden fark denklemidir.

2.40. Sekil 2-29’daki ayrik zamanh sistem iki birim geciktirme eleman: ve bir skalar garpicidan
olugsmustur. y[n] ¢ikist ve x[n] girisi arasindaki iligkiyi tanimlayan fark denklemini yaziniz.

xin]

¥n]

yln-2}

Sekil 2-29
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241.

2.42.

Sekil 2-29°daki sagdan birinci birim geciktirme elemanminin ¢ikis1 y[n-1], sagdan ikinci
birim geciktirme elemaninin gikis1 ise y[n-2] dir. O halde

y[nl=a,y[n - 1] +a,y[n-2]+x[n] (2.144)
yada y[n]l—a,y[n-1]-a,y[n-2]=x[n] (2.145)

yazilabilir. Bu, istenen ikinci mertebe fark denklemidir.

Not: Genel olarak, birim geciktirme elemanlarinin ve skalar garpicilarin baglanmasindan
olusan aynk zamanh, DZD bir sistemin mertebesi, sistemdeki birim geciktirme
elemanlarinin sayisina egittir.

Sekil 2-30°daki sistemde y[r] ¢ikis1 ile x[n] girisi arasindaki iligkiyi veren fark denklemini
yaziniz.

x[n) qln} y[n]
3

gqln-1]

Sekil 2-30

Sekil 2-30°daki birim geciktirme elemaninin girisi g[#] olsun. Bu durumda

qln)=2q[n—1]+x[n] (2.146a)
y[n] =gq[n] +3¢g[n-1] (2.146b)
yazilabilir. Bu iki esitlikten g[n] ve g[n-1], x[n] ve y[n] cinsinden ¢oziilebilir.
aln) = Byl + 3x[n] (2.147a)
aln —1]=1y[n] - 3x[n] (2.147b)
Esitlik (2.147a)’da n— (n -1) degisikligi yapilirsa
g[n—-1]=%y[n—1]+ 2x[n—-1] (2.147c)

elde edilir. Esitlik (2.147b) ve Esitlik (2.147¢) birbirine esitlenerek

3[n] - sx[n]=2y[n-1]+ 3x[n-1]
ve yeniden diizenleme ile

y[n]=2y[n—-1]=x[n] +3x[n-1] (2.148)
elde edilir. Bu, istenen fark denklemidir. |

x[n] girisi ile y[n] ¢ikis1 arasindaki iligkisi agagida verilen ayrik zamanli, DZD bir sistemi ele
alalim. Burada a bir sabittir.
- y[n] —ay[n—-1] =x[n] (2.149)
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y[-1]=y., yardimci kosulu altinda agagida verilen giris igin y[#]’yi bulunuz.
x[n} = Kb"u[n] (2.150)
y[nl=y,[n] +y,[n] '
olsun. Burada y,[n]}, Esitlik (2.149)’u saglayan bir 6zel ¢oziim ve y,[n] ise
y[n]-ay[n-1]1=0 (2.151)
homojen denklemini saglayan homojen ¢oziimdiir.
y,[n}=Ab" nx0 (2.152)
ile tammlanan y,[n] ¢oziimii Esitlik (2.149)’da yerine konursa elde edilecek
Ab" — aAb"~! = Kb"
ifadesinden A = Kb/(b—a) ve

K
y,,[n]= I—)'_—ab"+1 nz0 (2.153)

bulunur. y,[n]’yi elde etmek igin
yuln]} = Bz"
oldugunu varsayalim. Bunu Egitlik (2.151)’de yerine koymakla elde edilen
Bz"—aBz" '=(z-a)Bz""'=0

esitliginden z=a ve

y,[n] = Ba" (2.154)
bulunur. y,[n] ve ys[n]’nin birlestirilmesi ile
K
y[n]=Ba"+ "b—'_—ab'”" n=0 (2.155)

elde edilir. Esitlik (2.155)’deki B’nin saptanmasi i¢in y[0]'in degeri gereklidir. Esitlik
(2.149) ve (2.150)’de n = 0 yapilirsa

y[0] —ay[ -1] =y[0] —ay_, =x[0] =K
yada y[0)=K+ay_, (2.156)

olur. Esitlik (2.155)’de n=0 yapilirsa
b
y[0] =B +Kr— (2.157)
elde edilir. Esitlik (2.156) ve (2.157) birbirine esitlenirse elde edilecek
K+ay_=B+K

b-a
iligkisinden
a
B=ay_,- Kb 2
olarak hesaplanir. O halde denkl.(2.155)
n+l _ an+l
y[a)=y_ja"*!' + K——-—r— nz0 (2.158)

b—a
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2.43.

bigiminde ifade edilir. n<0 igin x[n]=0 olup Esitlik (2.149), Esitlik (2.151)’e déniisiir. O
halde

y[n] =Ba" (2.159)
y[-1] = y_, yardimci kosulu
y[-1]=y_,=Ba"!
olarak yazilabilir. buradan B =y_; a bulunur.

y[n]=y_ja"*! n<o (2.160)
Esitlik (2.158) ve (2.160)"1n birlestirilmesi sonucu y[r] i¢in ¢6ziim bulunur.
n+l _ an-H
y[n]=y_lall+l+KTa—u[n] (2.161)

Not: Siirekli zaman sistemlerindeki gibi (Prob. 2-21 ve 2.22), Esitlik (2.149) ile tanimlanan
sistem, eger y[-1]# Oise dogrusal degildir. Sistem baglangi¢ta durgun ise yani y[-1]=0 ise
nedensel ve zamanla degigmezdir. Ayrica, Esitlik (2.149) tekrarh bigimde de ¢éziilebilir
(bkz.Prob.2.43). '

Prob.2.42’deki aynk zamanlh sistemin x[n}=K 8 [n] ve y[-1}=y_,=a i¢in y[n] ¢ikigim1 bulunuz.
Esitlik (2.149), n20 icin y[n)’nin birbirini izleyen degerleri hesaplanarak soyle
¢oziilebilir: Esitlik (2.149) agagidaki gibi yeniden diizenlenir.

y[n]=ay[n—-1]+x[n] (2.162)
Bunun sonucunda
y[0]=ay[-1] +x[0]) =aa +K
y[1] =ay[0] +x[1] = a(aa + K)
y[2] =ay[1] + x[2] =a?*(aa + K)

y[nl=ay[n - 1] +x[n] =a"(aa +K) =a"*'a +a"K (2.163)

elde edilir. Benzer bigimde n < 0 i¢in y[n]’nin hesabinda Esitlik (2.149) yeniden $6yle
diizenlenir.

yn=11= = (yln] ~x{n]) (2.164)

Bunun sonucunda
y[-1]=a

1 1
y[-2]= ;[y[—l]—x[—l]} = ;a=a"'a

y[-3]= g-{y[—z] -x[-2]} =a"%a

y[—n]=%{y[—n+l]—x[—-n+l]}=a”"*‘a (2.165)

elde edilir. Esitlik (2.163) ve (2.165) birlestirilerek y[n] bulunur.
y[n]=a"*'a + Ka"u[n] (2.166)
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2.44. Prob.2.43’deki ayrik zamanl sistem baglangigta durgun durumda ise
(a) Sistemin h[n] diirti tepkisini bulunuz.
(b) Sistemin s[n] basamak tepkisini bulunuz.
(c) Sik (b) sonucundan yararlanarak h{n] diirtii tepkisini bulunuz.
(a) Egsitlik (2.166)’da K=1 ve y[-1] =a = 0 yapilirsa:
h[n] =a"u[n)
(b) Esitlik (2.161)’de K=1, b=1 ve y[-1] =y_;= 0 yapilirsa:

l_an+l

s[n] =( )u[n]

(c) Esitlik (2.41) ve (2.168)’den yararlanarak h{n] diirtii tepkisi

1—-a

h(n] =s[n] -s[n—1] = (1_“”1 )u[n] - ( 11_”" )u[n— 1]

1-a —a

olarak ifade edilebilir. n = 0 i¢in

l-a
h[0]=(1-a )u[0]=1
n21igin
1 a’(1-a)
e — —pgn+] _ —_nn =~ I _gn
hn)= s [1-a""' - (1-a")] = ——
olacaktir. O halde _ h{n}=a"u[n]

olup bu, Esitlik (2.167)’de bulunan sonug ile aymdir.

2. Bolim

(2.167)

(2.168)

2.45. Asapida verilen nedensel, DZD, ayrik zamanl sistemlerin her birisi igin A[n] diirtii tepkisini

bularak bunun FIR ya da IIR sistemi oldugunu belirtiniz.

(@) yln]l=x[n]—2x[n—-2]+x[n-3)
(b) ylnl+2yln—1l=x[nl+x[n-1]
(¢) ylnl—- 3yln —2]=2x[n}—x[n-2]

(a) Tanm (2.56) uyarinca
h{n] =8[n] - 26[n — 2] +8[n —3)
yada
h[n]={1,0,-2,1}

yazilabilir. #[n] yalmzca dért terim igerdiginden bu bir FIR sistemidir.
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(b) hlnl= —2hln — 1]+ 8[n]+ 6[n —1]
sistem nedensel oldugundan A[-1] = 0’dir. Boylece

h(n]= —-2h[n -1} +8[n)+8[n—-1]=(-1)"2"""

O halde,

h[0) = —2h[ —1] + 8[0] + 6] 1] =5[0] =1

h[1] = —2h[0) + 8[1] +8[0] = =2+ 1= —1
R[2] = —2h[1] +8[2) + 8[1] = —2(—1) =2
R[3] = —2h[2] + 8[3] + 8[2] = -2(2) = —2?

h[n}=8[n]+(-1)"2""'u[n-1]

h[n], sonsuz terim igerdiginden bu bir IIR sistemidir.

(¢) hln)= ihln — 21+ 28[n] - 8[n - 2]
Sistem nedensel oldugundan h[-2] = h[-1] = 0’dir. Béylece

O halde,

h[0] = -;—h[—2] +28[0] —8[-2] =258[0] =2
h[1] = Lh[-1] +26[1] - 8[-1] =0

h[2]) = %h[O] +26[2] - 8[0] = %(2) -1=0
h[3] = 1h[1] +258[3] - 8[1] =0

h[n}=26[n]

h{n}, yalnizca bir terim igerdiginden bu bir FIR sistemidir.

Ek Problemler
2.46. Asagidaki sinyal ¢iftleri igin y(¢) = x()xh(?) konvoliisyonunu bulunuz.
_f1 -a<t<a _J1 -a<t<a
(@) x(e)= {0 diger durumlarda L0, {0 digger durumlarda
_Jt 0<t<T _J1 0<t<2T
®) x(t)= { A O<tsT W { : —
() x(t)=ult—1),h() =e>u(t)
) _|2a-1i lt| < 2a
Yamt: (a) y(1)= {0 > 2a
0 t<90
31° 0<t<T
(b) y(t)={3T? T<t<2T
- 3124 2T - 3T 2T<t<3T
0 3T<t

(c) 31— X" Mu(t-1)

105
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2.47. Asagidaki dizi giftleri i¢in y(n) = x[n]«h[n] konvoliisyonunu bulunuz.
(a) x[n)=uln), h[n]=2"u[—n)
(b) x[n)l=uln)—uln - N} hln)=a"uln],0<a<1
(©) x[n]=(3)"uln), hin]=8[n] - 38[n — 1]

. 21-n n<0
Y tn =
amit: (a) y[n] {2 5>0
0 n<o
l_an+l
®) yin]= 1= O<n<sN-1
1- N
a"-~+'(—°‘—) N-1<n
l-a

(¢c) ylnl=248[n]

248

¥(®) = x(t)xh(t) ise agagidakinin dogrulugunu gosteriniz.
y'(t)=x'(t)*h(t) =x(t)=h(¢)
Ipucu: Esitlik (2.6) ve (2.10)’un #’ye gore tiirevlerini alimz.

2.49. x(t)*8'(t) =x'(¢t)
oldugunu gosteriniz.

Ipucu: Prob.2.48’deki sonucu ve Esitlik (2.58)’i kullaniniz.

2.50. y(n) = x(n)xh(n) ise agagidakinin dogrulugunu gésteriniz.
x[n—n])*h[n—n)=y[n—n,-n,]

Ipucu: Prob.2.3’den yararlaninz.

2.51. Herhangi bir n noktasindan baglayarak

ng+N-1
x[n]l®x,[n]= k): x[k}x[n~k]

oldugunu gésteriniz.
Ipucu: Prob.2.31 ve 2.8’¢ bakiniz.

2.52. Siirekli zamanli, DZD bir sistemin s[f] basamak tepkisi

s(t) = [cos wot Ju(t)

ise bu sistemin h[n] diirtii tepkisini hesaplaymiz.

Yamt: k(1) = 8(t) — wlsin wyt Jult)
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2.53. Sekil 2-31°deki sistem iki altsistemin paralel baglantisindan olugmugtur. Bu altsistemlerin
diirtii tepkileri agagidaki gibi verilmigtir.

h(t)=e 2 u(t) ve hy(t) =2e "u(t)

(a) Tiim sistemin h(r) diirtii tepkisini bulunuz.
(b) Tiim sistem kararl midir?

Yamt: (@) h(t) =(e~ % +2e u(t)

(a) Evet

p————>- hl(l)

x(1) 1)

L —— hZ(')

Sekil 2-31

2.54. x(t) girisi ve y(¢) ¢cikis1 agagidaki gibi iligkilendirilmis bir entegratorii ele alalim.

(2) Entegratorin h(f) dirtt tepkisini bulunuz.
(b) Entegrator kararl midir?
Yamt: (a) h(t)=u(®)

(b) Hayir

2.55. Diirtii tepkisi A[n}=8 [n~1] olan ayrik zamanh, DZD bir sistem belleksiz midir?
Yamit: Hayir, sistem belleklidir.

2.56. Ayrik zamanh, DZD bir sistemin diirtii tepkisi
h[n] = (3)"uln]
| olup bu sistemin
x[n]=28[n]} +8[n-3]
girisi i¢in tepkisi y[n] ise y[1] ve y[4] degerlerini hesaplayimz.
Yanit: y[1]1=1 ve y[4]=

oojw
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2.57. Aynk zamanh, DZD bir sistemin h[n] diirtii tepkisi asagida verilmigtir.
Aln]=(-1)"u[n-1]
(a) Sistem nedensel midir?

(b) Sistem kararli midir?
Yanit: (a) Evet; (b) Evet

2.58. Sekil 2.32’deki RLC devresi igin y(f) ¢ikisin1 x(¢) girisine iliskilendiren tiirevsel denklemi

elde ediniz.
d*y(t) R dy(1) 1 1 dx(t)
Yat: g w7
R L
ANWA SEEEE-
+
x(r)() v =cC
Sekil 2-32

2.59. Sekil 2.33’deki devreyi ele alalim.

(a) R’nin uglarindaki y(f) ¢ikis gerilimini x(¢) giris gerilimine iligkilendiren tiirevsel
denklemi bulunuz.

(b) Devrenin h(z) diirtii tepkisini bulunuz.
(c) Devrenin s(¢) basamak tepkisini bulunuz.
dy(¢)

Yanmt: (a) R() X )
- a T“‘"E)’t—z-x(t

R
(b) h(t)= Z-e“‘R/'“"u(t)

(c) s()=[1—-e R/DYy(r)

L

5
+
+ T
X y(0)
——————

x(l)() R§ o ——{ (1) |
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2.60. Prob. 2.20’deki sistemde x(f) = e u(f) ve y(0) = 0 ise y(f) ¢ikigim hesaplayiniz.
Yamit: te™ u(t) '
2.61.
dy(t)
dt

tiirevsel denklemi ile tanimlanan sistem dogrusal midir?

+Sy(t) +2=x(t)

Yamit: Hayir, dogrusal degildir.
2.49. Sekil 2-34’de gosterilen sistemin girig-gikis denklemini yaziniz.
Yanmit: 2y[n] —yln — 11 =4x[n] + 2x{n — 1]

x[n] yln)
b >
+ +
+ +
Sekil 2-34
2.50. Diirtii tepkisi
_J1 n=0,1
hln] = {0 diger durumlarda

olarak verilen ayrik zamanli, DZD bir sistemin giris-c;llds iligkisini bulunuz.

Yanit: yln]l=x[n]+x[n —1]

2.51. y[-1]=0 olan ayrik zamanli, DZD bir sistemin fark denklemi
y[n] = zy[n—-1]=x[n]
olarak verilmis ise agagidaki girisler igin y[n] ¢ikigin1 saptayiniz.

(@) x[n]=@G)uln);
(b) x[n]l=(3)"uln]

Yamt: (a) yln]=6[(3)"*' = (3)"*uln]
() yln)=(n+1X3)"uln]

2.52. Prob.2.42’yi tekrar ele alalim. Sistemin 6zfonksiyonunu ve buna iligkin 6zdegerini bulunuz.

Yanit: 2", A =
z—a



